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XXI.1

Cet exposé est principalement consacré a la démonstration
d'un lemme tres important dd a H. P. Rosenthal [1], lemme 6. Pour ne pas
alourdir la démonstration du lemme proprement dite, nous allons introduire
des maintenant un certain nombre de quantités, vérifiant certaines condi-
tions. On peut donc lire ce passage en diagonale, quitte a y revenir au

moment ou les conditions apparaitront dans la démonstration.

On se donne un ¢ > 0 (petit) et un entier n. On se donne
d'autre part trois nombres réels p, q, r tels que 0 < p < q < +%,
i/p = 1/q + 1/r. On supposera q = 1. ‘

n
P . 1
Désignons par lg 1'espace R" muni de la norme (= lcilq) /q.

i=1
Puisque cet espace est de dimension finie, il est clair que 1'on peut

trouver un a > 0 (petit) tel que 1l'on ait
(1) Si (e,) désigne la base canonique de lg et si (x;) est un systeme
de vecteurs de lg tel que 1l'on ait Hxi- eiHS«xpour chaque i, 1l'opérateur

w de lg dans lui-méme défini par w(ei) = x; est inversible, et Hw_ln < 1l+e.

Choisissons un & € ]0,1[ (tres pres de 1) de fagon que :
(2) [(n-1) (1-8%) + (1-8) 81 < 4

Choisissons ¢ € ]0,1[ (petit) tel que
(3) & < (1-0)1/r

D'apres (3), on peut trouver un nombre K (grand) tel que

1'on ait (1 - G)q/r[l-_(_ga)q/r] > 69, on peut alors trouver un nombre
ok

N 2 K (tres grand), tel que l'on ait pour tout réel N 2 N :

(4) (1-00YT, [1- (/T §2 _ KIP 5 52y
oKP

Rappelons maintenant la notation Ch q(u). Soient E un es-
’
pace quasi-normé, et u un opérateur linéaire continu de E dans un espace
LP(Q,p). D'apres le théoreme 1, exposé XV, on peut interpréter Cp q(u) de
’

deux fac¢ons :
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a) C'est la plus petite constante C telle que 1'on ait pour toute suite
(xn) de vecteurs de E
1 N
(Jelute) DP9 P < czix | H 1/
b) C'est 17inf des constantes C telles qu'il existe ane fonction

OIS Lr(Q,p), telle que fl@'rdp = 1, et que

* xeE, (JIEX%0 9 < o

Nous allons maintenant énoncer le lemme de Rosenthal. Il
«'agit d'une étude tres fine de ce qui se passe lorsqu'un opérateur u de
E dans Lp(Q,p) a tendance a ne pas se factoriser par Lq(Q,p), c'est a dire
que Cp q(u) est tres grand. Les constantes qui interviennent dans 1'énoncé

b
sont celles qui ont eté définies au début

Lemme de Rosenthal : Soit Y un espace normé de dimension-finie. S'il

existe un opérateur linéaire u de Y dans un espace LP(Q,p); tel que
Cp q(u) 2 NHuH, il existe un opérateur linéaire u'-de Y dans lg, de
?
norme < 1+ ¢, et n vecteurs de norme 1 dans Y, (yl,...,yn) tels que 1'on

ait pour chaque i
1 —_
u (yi) = e,

(ou (ei) désigne la base canonique de lg).

Démonstration : Soit u un opérateur linéaire de Y dans un espace

LP@Q,u), tel que Cp‘q(u) = N et |jul < 1. Puisque Y est de dimension
finie, Cp‘q(u) est fini. Nous poserons N = Cp,q(u) 2 N. D'apres 1'inter-
prétation b) de Cp}q(u), on peut trouver une fonction ¢ € 1Y (Q,p) telle
que :

Jlolan = 1, v %y v, [12E %0 < g%,

Considérons la probabilité v = lerap. Définissons un nou-
vel opérateur u, de Y dans P,v) par
w (e - gl ™ Puiy)
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On vérifie facilement (en utilisant le fait que pour tout
ye ¥, {lup| >0} < {lg] >0} que :

(5) Hu1H = |jul| s 1 ; Cp,q(ul) = Cp’q(u) = N.

De plus, on a maintenant

(6) ¥yey, flul(y)lqdv = Ilﬂéll [%an < N9y
Lemme 1 : Soit A une partie mesurable de Q, telle que y(A) < nk P, 11

existe une partie mesurable B de } et un vecteur y de norme 1 dans Y tels

que :
BNA=g; vB sk?P; [luy]|lay = W
Démonstration : Considérons la fonction :
p
Vo= (-O—I:-(-I-J)l/r Xy * cl/r XAC ; € = . ;%‘E;(:)(A) 21-¢

[ou A® désigne le complémentaire de A].

On vérifie que jlwlrdv = 1, I1 doit donc exister un vecteur

y de norme 1 dans Y tel que, en posant f = ul(y), on ait

(7 jl%lqdv = N¢

(Si un tel y n'existait pas, on verrait en utilisant la compacité de la

sphere unité de Y que Cp q(ul) < N, ce qui contredirait (5). )
’

On a d'autre part d'apres (5) et (6)

[1£1Pay < 1 ; [l£]%y s N9

N {|f] =2 X}. On aura :

v(B) s y{|£] 2 Kk} = kP
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D'autre part

j]f]sKlflqu < k4P j'f!pdv < K1°P

P _ P _
IAlélqu = (25&) o/r IAlfquv < (2%&) q/qu
Donc d'apres (7)

a;. . a/rp f1q - 9/T 9y _ (R ya/T
J“Aclfl dy = ¢ jAclwl dy 2 (1-0) N1 (F ]

d'ou finalement, en utilisant (4)

[ 1£]%y 2 (1-0)YTNI[1 - ()9/T) | 9P > 5950,

ce qui démontre le lemme 1.

Lemme 2 : Il existe n sous-ensembles (Ai) de Q deux a deux disjoints

et n vecteurs (yi) de norme 1 dans Y tels que 1l'on ait pour chaque i

IA Iul(yi)]qdv z 69n1
i

Démonstration- : Soit j un entier tel que O < j < n. Supposons déterminés

Al""’Aj’ Yyr-r s ¥y les (Ai) étant deux a deux disjoints et

vl =15 vap < k7P ‘[Ailul(yi)lqdv z s%n1

Posons A = A) U...U 4,. On a v(A) < nKP, D'apres 1le
lemme 1, on peut trouver Aj+1 = B, disjoint de A, et un vecteur yj+1 de

norme 1 tels que :

V(Aj+1) < kKP; j Iul(yj+1)|qdv > 64NT .

Aj+1

On démontre donc le lemme 2 par récurrence. (La propriété

étant évidente pour j = 0).
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Achevons maintenant la démonstration du lemme de Rosenthal}
les (yi) et (Ai) étant ceux du lemme 2. Posons fi = ul(yi). Choisissons

pour chaque i une fonction 90 nulle hors de Ai’ et telle que :

1
jlq;ilq dy <1; &N< j‘ficpidys N

Considérons 1'opérateur v de L9(Q,y) dans lg défini par
v(g) ~'l(<g >)
=N 8y
On vérifie sans peine que |v| < %. D'autre part, on a pour i £ j
|<f.,¢.>| < (I |f.|qdv)1/q < (1- éq)l/q.N,
J''1 A, Y

1

d'apres (6) et le lemme 2. On en déduit

1 1
Hv(fi) - eiH = ﬁ{j§i|<fi’$j>|q v N - <fi’91>|q] /4

< %[(n-l)(l-éq)Nq c (1-8)9821Y < ¢ darapres (2).

Considérons 1l'opérateur w de 13 dans lui-méme défini par

Y < 1+e. 11 suffit
maintenant de prendre u' = w—k Voeuy (ou uy est considéré comme opérateur
de Y dans L2(Q,y).). On aura :

wie,) = v(£). D'apres (1), w est inversible et ||w~

' _1
! . T — - —_
flutll = (L+e) 5 u(y) = w (v(£)) = e,
ce qui acheve la démonstration du leﬁﬁe de Rosenthal.

Remarque 1 : Si on suppose q < 1, on ne peut pas faire la démonstration
précédente. Néanmoins les lemmes 1 et 2 subsistent. On obtient alors
facilement dans ce cas : il existe n vecteurs (yl,...,yn) de norme 1 dans
Y, et un opérateur u' de [yl;...,yn] (sous-espace engendré par les (yi))
dans lg, tel que u'(y,) = e;, et lu'll = 1 +e. Cela équivaut a dire que
1'on a pour toute suite (ci) de réels :

g e;vill = = @le; DM
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Or cette relation est impossible si Y est normé, q < 1 et
n trop grand. Cela donne un résultat analogue a Nikishin, mais pour p > O
si Y est un espace de Banach, et -0 < p < q < 1, tout opérateur linéaire
continu de Y dans un espace Lp(Q,p) se factorise par Lq(Q,p) et la multi-

plication par une fonction de L' (Q,p).

Si E est un espace de Banach, nous désignerons par IE
1l'ensemble des réels q > O tels que l'on ait pour tout espace quasi-normé

F :

xq(E,F) = np(E,F), pour tout p tel que -1 < p < q.

(D'apres la "conjecture de Pietsch'", exposé V, il suffit
qu'il existe p-€ ]0,1[ tel que 1'on ait pour tout F quasi-normé
T[q(E’F) = KP(E,F)')

Nous allons voir que le lemme de Rosenthal permet de donner
une bonne caractérisation de IE' D'apres la '"conjecture de-Pietsch'", on

a toujours ]0,1[ <€ I_. On ne s'intéresse donc qu'a Iz N (1, +=[.

E

Théoreme : Soient E un espace de Banach et g un nombre réel tel que

1 £ qg< 2. Les conditions suivantes sont équivalentes

a) q ¢ Ip

b) Pour tout £ > O et tout entier n, il existe deux opérateurs linéaires

1
u et v, respectivement de 12 dans E et de E dans l:’ tels que

ful| = 1+e; |[v] £ 1; veu est 1'injection canonique de 13'

[ee]
dans 1 .
n

Démonstration : Montrons que a) = b). Soient € > O et n donnés, et soit

p € ]0,1[. Seit N correspondant aux conditions (1) (2) (3) (4), pour les
données €, n, p, q. Si q £ IE’ i1 existe un espace quasi-normé F et un

opérateur linéaire de E dans F tel que

n(v) 1 ; n (v) = +=,
q p
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D'apres la définition des opérateurs p-sommants, on peut
trouver un sous-espace de dimension finie X de E tel que 1l'on ait en dégiji-

gnant par \£ la restriction de v a X :
nq(vl) <1 ; np(vl) =2 N

Soit Y le dual de X. D'apres le théoreme de 1'exposé XVII,
il existe un opérateur linéaire u de Y dans un espace LP(Q,p) tel que
<, q(u) z N ||u/|. D'apres le lemme de Rosenthal, il existe un opérateur u'
’

de Y dans lg, et n vecteurs (yl,...,yn) de norme 1 dans Y, tels que :

lutl] 2z 1+¢ ; u'(yi) = e;

1
Soit u le transposé de u', u € L(lg, X). Pour chaque i, Y5
est uneforme linéaire sur X. D'apres le théoreme de Hahn-Banach, on peut
prolonger y; en une forme linéaire §; sur E, telle que H?}H = Hyin = 1.
Définissons un opérateur v de E dans l: par
v(x) = (<x,§;>). on a ||v|| = 1.

D'autre part

v(u(ej)) = (<u(ej),3f’i>) = (<“(ej)’yi>) = (<ej,u'(yi)>) = (<ej,ei>),

'
ce qui démontre que vo u est 1'injection de lg dans l:.

Montrons maintenant que b) = a), en raisonnant par 1'absur-
de. Supposons b) réalisée, et q € IE. Soit p € ]0,1[. On a alors
nq(E,F) = np(E,F) pour tout espace quasi-normé F, et par un argument
standard, on en déduit 1'existence d'une constante C telle que 1l'on ait
pour tout F et tout v € nq(E,F)

np(v) < C rrq(v).

Soit n un entier. Considérons un opérateur diagonal a de

1: dans lg. On a facilement
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n
qy1/q
mg(@ s (2 fay]D

Puisque b) est supposée réalisée, il existe deux opérateurs
1
u et v de lqn dans E et de E dans l: respectivement, tels que HuH.s 2,

'
HVH < 1, et que veu soit l'injection de lg dans 1:

’ 3 ~ ’ . 3 ’ ”
Désignons par a l'opérateur diagonal o, considéré comme

' Ay
opérateur de lg dans lg, c'est a dire
~
a = oadoVo u.

On a puisque q € IE

iy a,1/q
n (aov) < Cn (aov) < C( I la.[)
p q Ci

1:1

Donc

n 1/ '
n (8) < 271 (aev) < 2C( 2 Ja.|DH/Y
P P i

i=1

Maintenant, n est quelconque, et on déduit de 1'inégalité
ci-dessus, quand n tend vers 1'infini, le résultat suivant : si 2 est un

1
opérateur diagonal de 19 dans 1% :
x (%) < 2¢(% la.lq)l/q
P i
Or ce résultat est faux pour q < 2. D'apres [2], exposé 26,
!
la condition nécessaire et suffisante pour que‘z soit p-sommant de 14
dans 19, p € J0,1[, est que

Zlai,q(l-Flog T%;T) < s+

ce qui acheve la démonstration
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Remarque 2 : Lorsque q = 2, 1l'implication a) = b) reste valable. Mais
dans ce cas, la propriété b) est réalisée pour tout espace de Banach de
dimension infinie : c'est le lemme classique de Dvoretsky-Rogers. L'impli-

cation b) = a) est donc fausse pour q = 2.

Remarque 3 : Comme me 1l'a signalé J. T. Lapresté, les conditions a) et
b) du théoreme sont encore équivalentes (lorsque 1 < q < 2) a la condition

suivante

¢) Il existe un espace de Banach F, un opérateur v € n (E,F) et une
probabilité cylindrique A g-stable sur E telle que v(A) ne soit pas de
Radon sur o(F",F').

[Rappelons qu'une probabilité cylindrique A est dite
q-stable si elle est de type zéro et si pour tout = € E', E(X) est une

homothétique de Vg cf. exposé V].

On a trivialement ¢) = a), car si A est g-stable, elle est
de type p pour p < q. Montrons que b) = c¢) par 1'absurde, en supposant
b) et non c¢) réalisées. Soit (fn) une suite de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi Yq' L'hypothese non c¢) implique, en utilisant

les résultats de 1'exposé VI

d) Si (xn) est une suite scalairement 19 sur E, et v ¢ nq(E,F), on a

pour tout p < q :
jHZ vix) fn(t)HI)dP(t) < ®

Par un argument de graphe fermé, on montre qu'il existe
une constante C telle que 1'on ait pour toute suite (xn) dans E et tout
v € nq(E,F)

" | 1
(a") (fizvix) £ (£)][Pap(t) /P < cn (v) sup (2I<xn,a>|q)1/q
llellst
Considérons maintenant un opérateur diagonal o de 1: dans
lg, et les opérateurs u et v vérifiant b). La suite (fl""’fn) définit
1
une probabilité cylindrique Aq sur an (cf. exposé V). L'image u(\ ) sur

E est la loi de la variable vectorielle Zu(e].)fi , donc d'apres (d')
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||o7(xq)||p = Hapv(u(?tq))Hp = (12 av(ule))t ()P ar(t) )1/P
< Cx _(vea) sup (zl<u(ei),§>|q)1/q
T et
n
<20(z |a|DHV0

i=1

On en déduit par le théoreme de dualité (exposé IV)

¥*

tn o -1, 0 qy1/q
np( a) s Ha(lq)”p. |xq“p < 2C HYqu (.21|ai’ )

1=

.t . . . . . .
Mais '@ est identique a @ : on a donc trouvé une majoration
~ . 3 \ . 3 ’ .
de np(a), qui conduit a une contradiction comme dans la démonstration

de b) = a).

On pourrait encore voir les choses de la fag¢on suivante
soient E-et F deux espaces de Banach, v un opérateur linéaire continu de
E dans F, et q un réel tel que 0 < q < 2. On dira que u est yq-sommant
s'il existe p < q et une constante C tels que 1'on ait pour toute suite
(xn) de vecteurs de E, et pour toute suite (fn) de variables aléatoires

indépendantes suivant la loi vy

(Jllzvix) £ (0] ap(£)) P s g (l<x gD/
lel|s1 )

(D'apres 1'exposé VI, on peut, quitte a modifier C, rempla-

cer p par n'importe quel p, € Jo,q(.)

Désignons par T (E,F) 1'ensemble des opérateurs Yq—sommants
de E dans F. Lersque q < 2, tou% espace F est de cotype q (exposé VII,

proposition 2), ce qui implique immédiatement

n (E,F) c n (E,F)
Vg q

Finalement, si E est un espace de Banach et si q ¢ [1,2[,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1) q € IE

2) Pour tout espace de Banach F,

an(E’F) = th(E,F)
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