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XI1X.1

Nous allons énoncer les conséquences du théoreme 3 de

1'exposé précédent dans les différents cas.

Remarquons tout d'abord que la proposition 4 est vraie sans
modification si p est o-finie, a condition de définir la topologie de

LO(Q’&)p) . Comme celle qui est définie par les jauges

J,a: T € L°(Q,0,p) - inf {a > o|p({|£f]>a}n A s a}
’

ou o est positif et A est une partie intégrable. On voit alors que (quelle
que soit la mesure p) si un sous-espace R de Lp(Q,a,p) a la topologie de
LO(Q,a,p) alors il est de type p. En effet il alors une partie intégrable
A c (Ltelle que R se plonge dans Lp(A,a,iA, p!A), avec la topologie de

o

L (A,G.IA,plA) .

Si p est supposée 6-finie, il existe une fonction mesurable
f, telle que {f>0} = Q et &6fdp= 1.

L'opérateur T : g - gf-i/p de LP(Q,Q,p) sur LP(Q,Q,(£f.1))
est une isométrie, et l'opérateur g - gf-l/p de 1L.°@,Q,p) sur L°(Q,Q, (£p))
est un isemorphisme d'e.v.t. On en conclut aisément qu'un sous-espace R
de LP(Q,Q,1) a 1a topologie de L°(G,Q,p) si et seulement si T(R) < LP(Q,Q, (£
a la topologie de L°(Q,Q, (fu)). La proposition 4 s'étend donc au cas ou
p est o-finie. Appliquée a 1'espace 1P, cette remarque conduit a un résul-

tat classique

Proposition 5 : Soit p > 0 et & > 0. Tout sous-espace fermé de dimension

infinie de 1P contient un sous-espace (1 + &) - isomorphe a 1P [et (1 +8)-

complémenté si p = 1].

Démonstration : Si A = T 6{n}’ 1'espace LO(N,A) s'identifie a R ;
comme la boule de 1P est %%r%vpacte pour la topologie induite par R™, un
sous-espace de dimension infinie de 1P = Lp(l\l,'}&) ne peut avoir la topolo-

gie de L°(N,\). Il suffit donc d'appliquer la remarque précédente.



XIX.2

Soit 0<p <q< 2, le théoreme 4 implique que toute prebabi-
3
lité cylindrique de type et cotype p sur (LY , LY est de cotype O,
puisque LY est de type p. Si p € 10,1[ on peut préciser :

Proposition 6 : Soit 0 < p < g £ 1. Toute probabilité cylindrique de
ltype et cotype p sur un e.l.c.s. a dual g-normé est de cotype O.

Démonstration : En effet, 1P ntest pas g-normable. (ou encore : *out

e.l.c.s. a dual g-normé est de type p si 0 < p < q < 1. Cf. exposés X - XI

corollaire 2).

Rappel : Soit E un e.v.t., une famille (xi) est dite base incondition-

i€l

nelle de E si, par définition, tout élément de E peut s'écrire d'une

maniere unique sous la forme I a.x, ou (a,). est une famille de sca-
i€l 1 i’iel

laires. et. ou (aixi)iGI‘eSt une famille sommable dans E. Une famille

(xi)iEI dans E est dite basique inconditionnelle, si c'est une base

inconditionnelle du sous-espace fermé engendré par4ixi|iel}.

Soient E, F deux espaces de Banach. Une famille basique incon-

ditionnelle (xi) dans E et une famille basique inconditionnelle dans F

i€l
(yj)jEJ sont dites équivalentes s'il existe une bijection ¢ de I sur J

jer 0 la famille (aixi)iEI est
1'est dans F.

telle que, pour toute famille scalaire (ai)
sommable dans E si et seulement si la famille (ai yo(i))iGI

Soit E un espace de Banach, (xi)i [ une base inconditionnelle

de E ; alors la norme T a X, = X = Hx”1 = sup | = aixiH est
iel JcI i€
J fini
équivalente par le théoreme de Banach a la norme initiale. Les formes li-
’ - * %e .
neaires x, : ¥ a;X; = X - a, = <xj,x> sont donc continues sur E. On en

déduit aisémeﬁ%lle résultat suivant : si ¢ est une application injective
<]

1 Ari }
de N dans I telle qu'une série n§1 a?(n) x?(n) converge [ou (a?(n))nZI

. . . . E.
est une suite scalaire] ?lors la famille (aw(n)KWQnENAeSt sommable dans
Rappelons enfin le théoreme d'Orlicz : dans un espace de Hilbert, toute

vérifie £ |x,]% <= .
! 1

famille sommable (xi)iE
i€l

I
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Notation : LP désigne dans la suite 1'espace Lp(Q,aqp) ou pu est une
probabilité sur (Q,Q).

Le théoreme 3 entraine que sur un espace-de Hilbert toute
probabilité cylindrique de type et cotype p, avec p # 2, est de cotype O.
En fait pour p > 2, les sous-espaces de LP qui ont la topologie de L°

sont les sous-espaces hilbertisables de LP

Théoreme 4 : Soit p > 2, R un sous-espace fermé de LP. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) R est hilbertisable.

ii) R a la topologie de L°. (i e. 3¢ > 0 tel que RC Mg)

iii) I1 existe une constante C telle que

HXHLZ < HXHLP < CHXHL2 pour tout élément x de R.

iv) I1 existe € >0 et une base inconditionnelle (ri)iEI de R telle que
¥iel r. ¢ MP

L i €

Lemme 3 : Pour tout p > 2, il existe une constante Bp telle que pour

toute suite finie (¢.) dans LP, on a :

i<i<n

Qfdtl\l 2
i

™M
-

n i=n
ACENCRELER XS

ou (en)nEN est la suite des variables de Rademacher sur ((0,1),dt).

-

Démonstration du lemme : Par les inégalités de Khintchine (cf.[5]) on

a :
i=n i=n
Jata@| = o (09, @IMYP s B [Jau (x |y, (w]HP/2/P
i=1 1 1 p i=1 *t

i=n
<B [ = (jlwiipdu>2/p]1/2
P i1

cqfd.
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Démonstration du théoreme

i) = ii) par le théoréme 3 car 1P n'est pas hilbertisable.
ii) =» iii) : par la proposition 2
iii) = iv) : En effet R considéré comme sous-espace de L2 admet une base

orthonormale (donc inconditionnelle) (r ). comme R a la topologie de

ier ’
L2, c'est aussi une base inconditionnelle de R < LP. De plus, par la pro-

position 2, Je > 0 tel que ¥i € I, r, ¢ MP.

iv) = i) : On peut supposer que Hr H 1 ¥i 6 I. On va montrer
que (ri)ie est équivalente a la base canunlque de 1 (I)

- Supposons d'abord que la famille (airi)iEI est sommable dans Lp, alors
elle est a fortiori sommable dans L“, donc par le théoreme d'Orlicz

z Hairinz2 < ®, d'ou

iel
2 2 1 2
z 'a | = x Ha r.“ s = T |e,r %, <o
i€r i€l P % oser T h?
- Réciproquement si =T la.iz < o, alors T Ha.r.“2 < ®, On pose
ier ! ier ' tLP

J = {iEIlaifo}, J est au plus déenombrable. Soit ¢ une application injec-

tive de N dans I telle que 9(N)D J. D'apres le lemme 3, la suite
k =n
( ) converge dans LP([0,1]dt,LP), il existe donc une sous-

k 1. % (k) To (k) *k
suite convergeant dans LP pour pr:sgue tout t. Soit t, € (0,1], tel que
cette sous-suite converge ; par la vontinuité des formes linéaires r: sur

[ri], la limite ne peut étre que € (t ) ; enfin comme

0o 1 @(n) Yo(n) ®n

(ri)iEI est une base inconditionnelle de R, (a ay(n)rw(n))nEN' est
sommable dans LP, donc (a?(n) rw(n))nEN 1'est aussi et finalement (a r, ) i€l
est sommable dans LP. cqfd.
Remarques : 4 : i ® ii est encore vrai si on suppose seulement que p
est o-finie sur (Q,Q).

5 : En montrant iv = i on a montré en fait que si (ri)iEI
est une base inconditionnelle normallsee de Lp( p > 2) (r, )161 est

équivalente a la base canonique de 1 (I) si et seulement si il existe
e > 0 tel que r, € Mp ¥ i € I. On en déduit le résultat classique de
Bari et Gelfand :
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[Corollaire 2 : Toutes les bases inconditionnelles normalisées d'un es-

pace de Hilbert sont équivalentes.

Démonstration : On sait que si I et I' sont deux ensembles, 12(1) et

12(1') sont isomorphes si et seulement si I et I' sont équipotents. D'apres
la remarque 5, il suffit donc de plonger 1'espace de Hilbert dans un es-

pace LP de probabilité (avec p > 2) pour obtenir le résultat.

Le corollaire suivant généralise les inégalités de
Khintchine.

de v.a.r indépendantes et

Corollaire 3 : Si p > 2, toute famille (fi)i€1

centrées appartenant a LP, est équivalente a la base canonique de 12(1)

si et seulement si

”f.
sup —LP <o (@)

(si (fi)iEI est une famille équidistribuée , cette condition est évidem-

| ment réalisée).

Démonstration : En effet, on vérifie aisément (a 1'aide des espérances

conditionnelles) que (fi) est basique inconditionnelle. La condition

iel
(®) ne fait qu'exprimer (cf. Prop. 2) que {filiEI} est inclus dans Mg

pour un € positif.

Remarque 6 : Rosenthal dans [3] a étudié le sous-espace fermé engendré
dans LP par une suite de v.a.r (fn)nzl indépendanteset centrées.Il y

montre notammemi que celui-ci ne dépend a une isomorphie pres que de la

1

e
suite des nombres W= —2p

TR
Proposition 7 : Soit p > 2, tout sous-espace hilbertisable de Lp(Q,O,p) est
lcomplémenté dans LP(Q,aqp), si p est une mesure o-finie sur (Q,Q0) .

Démonstration : Il suffit de le montrer si p est une probabilité. Soit

R un sous-espace hilbertisable de LP ; soit j 1'injection de LP dans L2 H

on note k la restriction de j—l au sous-espace j(R) de 2. k j(R) - LP
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est continue puisque R a la topologie de L2. Soit P la projection ortho-
gonale de L2 sur j(R), 1'opérateur kP j de L? dans LP est une projection

de Lp sur R.

Prgbleme [1] : Est-ce qu'un sous-espace hilbertisable de LP pour 1<p <2

est nécessairement complémenté ? Rosenthal a montré ([4]) que cela était

faux si 1<p < % , on ne connait pas de contre-exemple si %‘6 p < 2.

Notons qu'un sous-espace hilbertisable complémenté de
L1 est nécessairement de dimension finie (par exemple parce que

£(L1,L2) = no(Ll,Lz) comme on le verra plus tard).

Propesitien 8 : Soit S = (xn)nEIJune suite basique normalisée dans
L (Q,Q,u), avec p > 2, équivalente a la base canonique de 1P ; alors pour
tout ¢ > 0, 1'ensemble {xnlnEIJ} n'est pas inclus dans Mg.

Démonstration : En effet (xn)n est une suite basique inconditionnelle ,

EN

il suffit donc d'appliquer la remarque 5.

. proposition
Remarque 6 : Cette derniere/est une réciproque "forte'" du théoreme 3.
Pour 1 < p < 2, on peut démontrer en utilisant le lemme 7 de [2] qu'une

suite (xn)n dans LP telle que pour tout 6 > O, il existe une sous-suite

EN
basique (1 + 8)-équivalente a la base de lp, ne peut étre incluse dans ME
quand ¢ est positif. Ce qui est exactement la réciproque du théoreme 3

quand 1 s p < 2.

§ 3 SOUS-ESPACES REFLEXIFS DE Ll

PP = . , 1 css .
Théoreme 5 : Soit R un sous-espace fermé de L™, les proprietés suivantes

sont équivalentes :

i) R est réflexif
ii) R est de type 1.
iii) R ne contient pas de sous-espace isomorphe a-1".
iv) R ne contient pas de sous-espace isomorphe a 11 et complémenté

dans Ll.
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Démonstration : L'équivalence ii) ® iii) © iv) est contenue dans la pro-

position 4. De plus i) = iii) est évident. I1 suffit donc de montrer qu'un
sous-espace fermé non réflexif R de 1! contient une suite basique équiva-

lente a la base canonique de 11,

. . 1 .
Lemme 4 : Soit (en)nEN la base canonique de 17, soit (vaelft (nk)kEN

deux suites croissantes d'entiers. On pose ¥ y € N :

z = T a(vi)(en - e )
Yk <isk 2i 2i+1
v v+l
avec a%?) 2 0 pour k < i < k " et z a(:) = 1.
M M k_<i<k
v y+1
. . 1, . s
Alors (zv)vEN est une suite basique dans 1, équivalente a (en)nEN et
‘ * ‘ 1 .
jzvh = 3 pour tout entier v.
Démonstration du lemme : C'est évident car
y=m y=m
s t 2l =25 [t].
v=1 1 v=1

Soit S la sphere unité de R, dire que R n'est pas réflexif équivaut a
dire que S n'est pas équi-intégrable dans L1 (critere de compacité de

Dunford-Pettis). On suppose donc que

lim sup X |x| dpe = 6 > 0.
e X5 {|x|>a)

Donc, il existe wune suite de réels positifs (an)nEN , croissante, tendant

vers 1'infini, telle que

6 &
¥neN: 6-— <sup [ |x|aPp < & + =— (*)
2n x€ES {lxl>an} 2n
LIPSy 3
d'ou une suite (xn)nEN dans S telle que
& o)
. - 2 2 s
¥nenN : b 5= < |x | ap < & + = (3)

Ux >8] "

0 : R = x 1 X = 2
n pose : X =X {Ixn|>an} ) X = X = X
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. o 0o i 1
On a : ¥ ¢ > 0, m{lxnl = eHﬁnH} < m{ixn] = 0} < m{lxn|>an} < E;

et comme % - 0sin—-=®, ¥g>0 {xnlnElJ} ¢ MP

n . € A
On peut donc (théoreme 3) extraire de R une sous-suite (X

n’neN n.). !
i"ieN
basique, équivalente a la base canonique de 11 puisque, d'apres (¥%),
& 36
z<lx, =5
La suite (xn)nEN.est équi-integrable car : si S = {xnlnell}
— / ] - :
sup J lx[dP = sup f lx ldp = sup df pr W~ j | x Idp
x€S p>n - p>n \ i ‘
X|>a X |>a ) X |>a X |>a
(Ixl>a,) (1% I>a,) (s l>a)  (lx l>a )
5 5 5 .
< sup [6+ Ty -(5--2-1'))13 T - 0 sin ®,
p>n
eir ES 1 s-suite ée X i

Donc on peut extreire de (xni)iEN une sous-suite notée xnk qui converge
faiblement, donc telle nue (X - X } converge faiblement vers O.

ok Noka1

L'enveloppe convexe de cette derniere suite adhere fortement a 0. Il

existe donc une suite croissante d'entiers (kv)vEN et des nombres positifs

(v) (v) .
(a;”") . avec ) a . =1 tels que si
i kV<1SkV+1 kK <i<k i A
v v+1
z = I agv)(x - x ) on a lim ||z -z | = 1im ||Z_|| = 0 avec
v . 1 n,. n.. Y v v
k <is<k 21 2i+1 Yo Yy o
v v+1
A A A - :
zZ = z a(\i’)(xn - X ) etz =2z -2 ;
Y Kk <isk 2i 2i+1 M M y
v v+1

d'apres le lemme 4, il est clair que ('z\v)v est une suite basique

EN

équivalente a la base canonique de 11 et que 1'on peut en fait choisir

(zv)véﬂ'telle que
[=2} 3 [=<] A
= IE) - T I8 e, - B < 1
v=l Y v vl Y v v
- Lo L <A )
La suite (zv)vEN'GSt alors (théoreme 1) equlvalenﬁe a (zv)VEN" On a

donc obtenu une suite basique dans R équivalente a la base canonique de

1t cqfd.
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A 1'aide de ce dernier théoreme, on démontrera plus tard

(cf. [2]) des résultats beaucoup plus précis sur les sous-espaces réfle-

xifs de L1.
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