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XVII.1

Dans 1'exposé XV, nous avons démontré que tout opérateur
linéaire et continu d'un espace E de type q dans un espace LP(Q,p) se
factorise par -LU(Q,p) et 1la multiplication par une fonction de L'(Q,p),
0<p=<gqg=<2, 1/p=1/q + 1/r. Dans cet exposé, nous allons examiner
les rapports entre ce type de théoreme de factorisation et certaines

propriétés des opérateurs p-sommants.

Proposition 1 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0 < p £ q £ +»

C une constante 2 0, et E un espace de Banach vérifiant 1'hypothese sui-
vante

a) Tout opérateur linéaire continu u de E' dans un espace LP(Q,p)

(p quelconque) admet la factorisation u = Tgov, ou v est un opérateur
linéaire continu de E' dans Lq(Q,p), T 1'opérateur de multiplication par
g € Lr(Q,p), 1/p = 1/q + 1/r, et : ¢

lel =15 [Ivll = cful
L

Dans ces conditions on a pour tout espace quasi-normé F

1'égalité nq(E,F) = np(E,F), avec plus précisément

¥we nq(E,F), np(w) < qu(w)

Nous démontrerons d'abord un lemme :

Lemme : Sous l'hypothese a), on a la propriété suivante : toute suite

(x ..;,xn) de vecteurs de E peut s'écrire X, = a;y., avec a, reel,

1’
Y; € E, et

' ' K3 . 3
2lag " s 1 Il = e il

Démonstration : Soit (xl,...,xn) une suite de vecteurs de E que 1'on

peut supposer non nuls. Désignons par lg 1'espace R" nmuni de la (quasi) -

n
norme (igl !Cilp)l/p. On définit un opérateur u de E' dans lﬁ par

u(g) = (<x,,8>)
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Par hypothese on peut factoriser u sous la forme

u=-oaev, ou v E€ L(E',lg) et ou a est un opérateur

diagonal de multiplication, avec :
Elag [T s 15 vl = dlu|

-1
Posons alors Yi =% X (ai est non nul, car nous avons

supposé x; non nul) . On voit que 1l'opérateur v est défini par :
v(g) = (<yi,§>), donc :
Il ( )P* = ||v]| = clul] = ¢ (x )H* ce qui démontre le lemme
Y Iq = = Py qui démontre me.

Démontrons maintenant-la proposition : soient F un espace
quasi-normé, w € nq(E,F), et (xl,...,xn) une suite de vecteurs de E.
Ecrivons X, = a;¥,, la décomposition ayant les propriétés énoncées dans

le lemme. Nous aurons d'apres 1'inégalité de HYlder
(EHw(xi)Hp)l/p = (ZHaiw(yi)Hp)l/p

1 1 ¥* ¥*
< (Blag]™ /P(lew(yi)llq) /e < 7 Gl s em (w) Il

ce qui montre que np(w) < qu(w).

Remarque 1 : On peut intervertir les rdles de E et E' dans la proposi-
tion 1 : si E vérifie a), on aura nq(E',F) = ﬂp(E',F). Cela résulte de la
densité de la boule de E dans celle de E" pour o(E",E'), qui implique
n ‘ n
1 1
sup (Z l<xgpIDP s (3 [oxg> PP
i=1 i=1 i

HxllESl HxHEnSl

Nous allons voir que la réciproque de la proposition 1 est

vraie (moyennant une hypothese additionnelle si p < 1).

Théoreme : Soient p et q deux membres réels tels que O < p <q < =, C
une constante =2 O et E un espace de Banach (tel que E' vérifie 1'hypothese
d'approximation métrique si p < 1). Les conditions suivantes sont équiva-

lentes
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a) Tout opérateur linéaire continu u de E' dans un espace~Lp(Q,p)

(b quelconque) admet la factorisation u = Tgo v, ou v € L(E',L%(qQ,p)), et
HgHLr <1 5 vl = cfly

b) Toute suite (xl,...,xn) de vecteurs de E peut s'écrire X5 = 0¥,

r ivi
avec Zlail <1 et

* | ¥*
Harplly = el

c) Pour tout espace quasi-normé F et tout opérateur w € nq(E,F), on

a

np(w) < qu(w)

Démonstration : Nous avons déja vu a) = b) = c). Montrons ¢) = a),

en supposant d'abord que p soit une probabilté. Soit u un opérateur liné-
aire de E' dans LP(Q,p). L'opérateur u définit une probabilté cylindrique

A de type p sur E, telle que :

g = ulg) (W ; ﬁknz = Jlull  (cf. exposé IV).

Soit (¢,,...,E_) une suite d'éléments de E'. On considere
£1 n

l'opérateur w de E dans lg défini par

wix) = (<x,§i>)
On vérifie facilement que nq(w) < (ZHEin)l/q . (En décom-
posant w sous la forme
. (HFIH) .
E >1, > 15
-1
x___;(<x,H5iH ) —A<x,E5>) )
On a donc d'apres c) np(w) < C(EHEin)l/q . D'apres

1'exposé III, prop. (III,3.1), 1'opérateur w est p-radonifiant dans le cas
p =2 1 (suppression du bidual ici!), et dans le cas p < 1, nous avons supposé

que E' vérifie 1'hypothese d'approximation (ce qui 1'implique pour le cou-
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ple (E,E') d'apres S. Simmons) . On aura donc :

¥*
Hw(")”p < np(w) ||;\\|p < cfjul[ z[lg ]| 1y1/q

Considérons 1'application ¢ de Q dans lg définie par

w—-———-——>(u(§ i) (w))

On a w()) = ¢(p). Pour le voir, il suffit de montrer que c(w(A)) = c(p(p))
!
pour tout c € lg . Or

c(w(d)) = tw(ay ) = (5 ;80 = u(Ze, g0 =
(Te;ulg,)) (W) = coplp)
Par conséquent

wenll, = lo(w [[Pau)™P = ([(z]ule ) () [HP lap(w)) /P

Le résultat découle maintenant du théoreme 1 de 1'exposé XV, puisque 1'on

a pour toute suite (gl, ...,gn) dans E'
1 N
(f @lue ) D% P < dlu) @, DT
Supposons maintenant que p soit une mesure quelconque, et soit u un
opérateur linéaire continu de E' dans Lp(Q,p). Si (gl,...,gn) est une
suite d'éléments de E', on peut trouver une fonction k 2 0 sur Q, telle
que j‘kdp: 1, et que :
U{lu(e )] > 0} < {k >0} = 4
Considérons 1'opérateur X de tP(Q,p) dans LP(Q, kp) défini par :

f xAk_l/pf; on a ||k| = 1.

D'apres la premiere partie de la démonstration 1l'opérateur

~
keu vérifie la condition de factorisation :
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([ @Ifeuts ) 1D a0 P < ¢ Rl @] 7 |
Mais puisque {|u(g;)| > 0} c A, on a :
(§ @lRoute ) 1DYC atep) VP - (] (@lulg) |HP % P,

ce qui prouve que la condition de factorisation est réalisée pour u lui-

méme, et la démonstration est terminée.

Remarque 2 : Dans le théoreme 1, on peut encore échanger les réles de
E et E'. Compte tenu de la remarque 1, il suffit de voir que si
nq(E',F) = n_(E',F) pour tout F, tout opérateur linéaire continu u de E
dans un espace LP(Q,p) se factorise par L2(Q,u). (Alors le théoreme 1
fournit la réponse pour les opérateurs de E" dans Lp(Q,p)) . C'est donc
trivial pour p > 1, car u se prolonge a E" par bitransposition. Ce sera
encore vrai si u est limite simple d'opérateurs (u;) de norme < || ul|
prolongeables a E" avec conservation de la norme, (car la condition de
factorisation passe a la limite simple), en particulier d'opérateurs (ui)
de rang fini, de norme < HuH. Cela regle le cas p = 1 (car L1 vérifie
1'hypothese d'approximation métrique), et le cas p < 1, si 1'on fait

1'hypothese d'approximation métrique sur E.



