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§ 1. NOTATIONS ET RAPPELS DE RESULTATS.

a) Soient E et F deux espaces de Banach tous les deux réels ou tous
les deux complexes, E' le dual topologique de E, g(E,F) l'espace des
applications linéaires continues de E dans F, @(E,F) l'espace des appli-
cations linéaires compactes de E dans F. On désigne par p un nombre réel
tel que 1< p<+, par p' le nombre conjugué de p (%+~§f= 1), par (x;)

une suite d'éléments de E. On pose

1
(z Hxinp)p si p<+o
i

N (x,) =
p i
Nw(xi) = s§p HxiH
Mp(xi) = sup Np(<xi,x'>)
x'¢E'
i<t
n
Soit uEE®F, w= i>-:1 X;®Y; - On pose gp(u) = ianp(xi) Mp,(yi), la borne

inférieure étant prise sur l'ensemble des représentations de u. On sait
que gp est une @ norme (cf. [11]). On note gp\ la plus grande @ norme in-
jective & droite majorée par g, et par dp et /dp lgs normes transposées

de g, et &5\ (cf. [3] et [11])). A liaide des normes €, et dp on peut défi-
nir d'une maniére naturelle les espaces £§(E,F) et £§(E,F) des applica-

tions p nucléaires a gauche et a droite, [11].

b) On désigne par'T%(E,F) et IP(E,F) l'espace des applications
p absolument sommantes et p intégrales de E dans F (cf. [10], [11]). On

sait que

(E@gp F)! = Tg'(F,EW
et que

(Eg . F)°'

I

1_,(F,E")
P

Par ailleurs, la norme gp\ sur EQ F (resp. E'®@F) est la norme induite

par T%(E',F), (resp.'ﬂ;(E,F)), (cf. [11]).
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c) Soient () un espace localement compact, p une mesure de Radon
positive sur (}, posons Lp=Lp(Q,p). Si E est un espace de Banach, on sait
que E® LP peut 8tre considéré comme un sous-espace de Lp(Q,p;E). Soit
Ap la norme induite par LP(Q,p,E) sur EQ LP. Par ailleurs, sur EQLP, on
a les inégalités : <g spA </d <d_,(ef. [17, [12]).

g g \s g sp,</d <d (1], (12D

d) Si E et G sont deux espaces de Banach isomorphes en tant
qu'espaces vectoriels topologiques, on définit la distance entre E et G,
d(E,G), par d(E,G) = inf ||A|| ”A_ln, la borne inférieure étant prise sur
l'ensemble des applications liréaires continues bijectives, A, de E sur G,

(cf. [6]).

e) On dit que l'espace de Banach F est un espace LP ou un espace
de type LP s'il est isomorphe en tant qu'espace normé a un espace
Lp(Q,p), () étant un espace localement compact et B une mesure de Radon
positive sur (). On dit que F est de type SLp (resp. QLp) s'il est iso-
morphe en tant qu'espace vectoriel topologique 4 un sous-espace (resp.

a un espace quotient) d'un espace de type LP.

f) Soit LP un espace de type tP. on désigne par Ap(E,Lp) 1l'espace
de Banach des applications p décomposées de E d{ms LP et par Dp(E,F)
l'espace des applications p décomposantes de E dans F, (cf. [12] et [14],

exposé n°® 13).

§ 2. PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES SOUS ESPACES DE LP.

Théoréme 1 : Soient E un espace de Banach, p un nombre réel tel que
l<p<+w, a un nombre réel tel que a2 1, Alors les conditions suivantes
sont équivalentes

1) sur E® lp, Aps agp\ ,
2) il existe un espace LP de dimension infinie tel que sur E® Lp,
A < a
p= 28p\
3) pour tout espace Lp, sur Eg Lp, Aps agp\ ,
4) il existe un sous-espace M d'un espace P tel que d(E,M) < a,
5) pour tout espace de Banach F, sur EQF, /dps agp\ ,

6) il existe un espace L? de dimension infinie tel que sur E® Lp,

d <a .
/P gp\
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Démonstration : Montrons que 4)= 5). Supposons 4) vérifiée. Soient i

l'injection canonique de M dans Lp, A une application linéaire continue
bijective de E sur M, F un espace de Banach, u un élément de FQE iden-

tifié a une application de rang fini de F' dans E. On a le schéma

Donc

-1
gp\(u) = &85\ (A"" Au)

< (I g\ ()

< A7) g\ (G aw

< ||A_1H /dp (i Au) , car sur EQLP, gp\S /dp ,
< [lA7Y) (Al /e

On conclut que

gp\(u) < a /dp(u)

Ainsi, sur F®E, gp\s a/dp . Donc, sur EQF, /dps agp\ .
Montrons que 5)= 3).

Supposons 5) vérifiée. Soit LP un espace de type LP. sur E€>Lp,

on a
<A £/d <a .
gP P / p gP\

Donc 3) est vérifiée.
I1 est clair que 3)= 2).

Montrons que 2)= 1).

Supposons 2) vérifiée sur Lp(Q,p). Soit (ei) la base canonique
de 1P, 11 existe une application linéaire isométrique ¢ de 1P dans LP
telle que la famille (q:(ei))i dans L? soit formée de fonctions a support

deux a deux disjoints dans Q. Soit u€ E® 1P, 0On a, par hypothése
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Ap((1E® plu) < agp\ ((1E® plu)

L'application ¢ étant une isométrie, il est clair que
gp\((1E® p)u) =gp\(u)a Par ailleurs, on vérifie immédiatement que
Ap(u) = Ap((1E® pJu). Donc, on a aussi

A (U) a (u) .
p < g \
Montrons que 1)=° 4).

Supposons 1) vérifiée. Soient (xi) et (yJ.) deux suites d'éléments
de E, avec 1<ix<n, 1< js<p, telles que pour tout x' de E',

z |<yj,x' >|p2}: |<xi,x' >]p. Soit ug¢ E@lp défini par u=y xi®ei . Iden-
i i i
tifions u & une application de rang fini de E' dans 1P,

L'inégalité x |< xi,x' >|ps 5 |<y.,x' >|p implique que
i 3 J
(u) <N (y.) .
B\ = N iy
Par ailleurs, Ap(u)sagp\(u) ou

Np(xi) < agp\(u) <a Np(yj)

D'aprés [6], theorem 7.3, on conclut que 4) est vérifiée.

I1 est par ailleurs clair que 5)= 6)= 2). Le théoréme est donc obtenu.
Remarque : La caractérisation des sous espaces de P par S. Kwapien [5]
ou J. R. Holub [4] est équivalente & : 4)s 5). Pour des résultats voisins

faisant intervenir des sous espaces de LP voir aussi [2].

Corollaire 1 : Soient E un espace de Banach, p un nombre réel tel que

1< p<+m, L? un espace de type LP de dimension infinie. Alors les con-

ditions suivantes sont équivalentes
1) T.(,LP) = a (g,LP)
P P
2) T (E,.P) = p_(E,LP)
p P
3) E est de type QLP
De plus, si elles sont vérifiées on a : TTp(E,Lp)z_cg(E,Lp).

Ce résultat découle directement du théoréme 1.
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Pour le résultat suivant, on désigne par N?(E,F) 1'ensemble des appli-

cations quasi-nucléaires de E dans F, (cf. [8]).

Corollaire 2 : Soit E un espace de Banach. Alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes

1) il existe un espace Ll de dimension infinie tel que‘ﬂl(E,L1)= Il(E,Ll)
2) pour tout espace Ll,jTi(E,Ll)z Il(E,Ll)
3) il existe un espace L! de dimension infinie tel que £;(E,L1)==N?(E,L1)
4) pour tout espace L1, L;(E,Ll)::Ng(E,Ll)

5) E!' est de type SL1.

Démonstration : Montrons que 1)= 5). Supposons 1) vérifiée. Désignons

par i, la norme des applications linéaires continues intégrales.

1
D'aprés 1) il existe un nombre k> 0 tel que pour tout TETTl(E,Ll) on ait
i3 (T)Sl (T)skr (T) .

801ent uE E'g@ L et j 1'injecticn canonique de L1 dans (L ) . On identi-

fie u a une application de rang fini de E dans L1. On a

L
gl\(u) & gl(u), car g.\<8&;
gl(u) = gl(ju), car l'injection de E® 1! dans
1
E® (LH" est une isométrie ; par ailleurs,
1
g,(Gu) = i (W) < kg, \(w)

Donc,

g}&u) < gl(u) < lcgl\(u)

Ainsi, sur E'@I}'ies normes g, et gl\ sont équivalentes. De plus, sur
E'®Iﬂ) on sait d'aprés Grothendieck ([3]) que g,=0y - D'aprés le théo-

réme 1, on conclut que 5) est vérifiée. Montrons que 5)= 2). Supposons 5)

vérifiée et soit L1 un espace de type Ll. Alors sur E'8>L1, gl\ et Al

sont équivalents d'aprés le théoréme 1. Puisque g, =4, sur E'8>L1, on

conclut que les normes g4 et gl\ sont équivalentes sur E'®I}' On en
déduit que sur E@>(L )!' les normes /d et d sont équivalentes. Par dua-
1ité, on conclut que TT(E whm =1 (E ! )"). La condition 2) en dé-

coule.
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Il est clair que 2)= 1) et que 4)= 3),
Montrons que 3)= 5). Supposons 3) vérifiée. Alors, sur E'8>L1, g, et g\
sont eéquivalentes. Puisque sur E'®L1 glzzAl , on obtient immédiatement

la condition 5),

On montre de maniére analogue que 5)= 4).

Remargue : On sait d'aprés [16] que la condltlon‘TT(E F)=1 (E,F)
(resp. £ (E F) =1 Q(E F)), pour tout espace de Banach F, caracteriqe le
fait que E soit un espace g de Lindenstrauss et Pelczynski (c¢f 6])

Par dualité, on déduit du corollaire 2, le résultat suivant

Corollaire 3 : Soit E un espace de Banach. Alors les conditions suivan-

tes sont équivalentes

1) il existe un espace L1 de dimension infinie tel que

cwhp) =1l

2) pour tout espace Ll, £(L1,E):=Im(L1,E)

3) il existe un espace L1 de dimension infinie tel que
=<}
e(h,B) = £3(L),B)

4) pour tout espace Ll, a(Ll,E)::£Z(L1,E)

5) E' est de type SL!

Corollaire 4 : Soient E un espace de Banach, L® un espace de type L=
1Y ’

de dimension infinie. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) £:;(E,L°°) =a(E, L),

2) E est de type SLlo

Démonstration : Montrons que 1)= 2). Supposons 1) vérifiée. Alors,sur

E'®L", d_ est équivalente a e,

Donc sur E"Q@(Lmr, g,\ est équivalente a g, - PuiSque'(LmY est de type
Ll, on en déduit que E'" est de type SL1, Donc. il en est de méme de L.
La condition 1) est obtenue.

Montrons que 2)= 1). La condition 2) entraine yue pour tout espace L

de type Ll, les normes 8, et gl\ sont équivalentes sur EébLl. Donc, sur
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E’@)ﬁw, les normes e et d_ sont équivalentes. On a bien 2)= 1).

Corollaire 5 : Soient E un espace de Banach, a un nombre réel positif,

p un nombre réel tel que 1<p<+®, Lp(Q,p) un espace de type LP de
dimension infinie. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes
1) pour tout élément f€ LP(Q,p;E), il existe une application linéaire
continue T de E dans lp, telle que
1 1 1
%(IQ £ apEn? < (jQ||T » £ | Pap(e)® < ([P aplen®

2) E est de type st? .

Démonstration : Il est clair que pour toute application linéaire con-

tinue T de E dans lp, 1'inégalité de droite est vérifiée. Montrons que

n

1)= 2). Supposons 1) vérifiée. Soit f¢ E®@LP, £= ¢ x,®f, , avec
i=1

X, € E et fie LP. on peut identifier f & une application de rang fini U

n
de E' dans LP et aussi & un élément de LP(Q,p;E) : t T X fi(t).
i=1

Soit T 1'application associée a f d'aprés 1). Pour tout x de E on a
Tx = (<x,x!>). avec x'€E' et ||T|| =M _(x!)=1.
J J J P J

On peut écrire
1 1

([ 7> £ Papt)P = ([ zl<£t),xt>[Papen?
Q | ol !
1

_ JIPA P
= (o x|

A

gp\(f)
Donc
1
1
3 Lt @)Papen® s g N(£)

ou encore

A
p(f) < agp\(f)

D'aprés le théoréme 1, la condition 2) est donc vérifiece.
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Montrons que 2)= 1). Supposons 2) vérifiée. D'aprés le théoréme 1, il

existe a> 0 tel que, pour tout élément f€ Eg@ LY on ait

1
5 Ap(f) < gp\(f)

Soit €> 0. I1 existe une suite finie (xg) d'éléments de E' telle que
M {x')=1 et
p ]
1
([ slcee),x!>[PapenN? 5> (1-e)g \(£)
: J p
QJ
Soit T 1'application linéaire continue de E dans 1P géfinie par

X - (< x,x5 >)J. . On peut écrire

1 |
; Ap(f) < gp\(f)
1

Lo ¢ |<f(t),x§>lpdp(t))p
‘03

1-2

<

0

ou encore
1

1
Vo (J Irszte)Papen® .
Q

1-¢ p R
- (fQ“f(wH ap(t))

Le résultat est obtenu (avec la constante a =t ).

1" 1-¢

§ 3. PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES SOQUS ESPACES QUOTIENTS DES ESPACES LP.

Théoréme 2 : Soient E un espace de Banach, p un nombre réel tel que
l<p<+%, b un nombre réel tel que b> 1. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes

1)  sur E® 1P, bd <A,
2) il existe un =2space LP de dimension infinie tel que sur EQ® Lp,
bd <A |,
p p
3) pour tout espace Lp, sur E® Lp, bdpSAp ,

4) il existe un espace de Banach M, quotient d'un espace Lp, tel que

d(E,M) < b,
5) pour tout espace de Banach F, sur EQF, b dpSgp ,

G) il existe un espace LP de dimension infinie tel que, sur E® Lp,

hd < .
p =%
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Démonstration : Pour p=1, il est trivial que toutes les conditions

sont vérifiées, pour tout espace de Banach, avec b= 1.

Pour p# 1, le théoréme se déduit du théoréme 1 en utilisant des techni-
'

ques de dualité de produit tensoriel et le fait que l'espace LP (Q,p,E")

s'identifie & un sous espace de Banach de (E@I LP)', qui lui est égal
P

si E est reflexif.

Corollaire 1 : Soient E un espace de Banach, p un nombre réel tel que

1< p<+o, LP un espace de type LP de dimension infinie. Alors, les con-
ditions suivantes sont équivalentes
1) Lg(E,Lp) = gg(E,Lp) ,

2) gE(E,Lp) = Ap(E,Lp) ,

!
3) E est de type sLP .
De plus, si elles sont vérifiées, on a : £§(E,Lp)=:Dp(E,Lp) .

Corollaire 2 : Soient E un espace de Banach et a un nombre réel tel

que a> 1. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
2
1) il existe un espace L2 de dimension infinie tel que,sur E®L,

A, < ag, (resp. adzsAz) ,
2) pour tout espace L2, sur E®L2, Azsagz (resp. adzsA2 ’

3) il existe un espace de Hilbert Hy tel que d(E,Hl)s a .

Ce corollaire est une conséquence directe, pour p= 2, des théorémes 1

et 2 si 1'on tient compte des relations
g, = B\ et d, = /d2 (cf. [13])

Voici un résultat identique au corollaire 2, mais exprimé en langage

d'applications linéaires

Corollaire 3 : Soit E un espace de Banach. AMors, les conditions suivan-

tes sont équivalentes
1) il existe un espace L2 de dimension infinie tel que
2
£§(E,L2)::A2(E,L2), resp. £§(E,L2)= A2(E,L )),
2 2
2) pour tout espace L2, Lz(E,Lz):=A2(E,L ), (resp. £§(E,L2)= A2(E,L ),
3) E est isomorphe en tant qu'espace vectoriel topologique & un espace

de Hilbert.
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Ce résultat généralise un résultat de Tin Kin Wong (cf. [157, prop. 5).

§ 4, UNE PROPRIETE DES APPLICATIONS p ABSOLUMENT SOMMANTES.

Soient p un nombre réel tel que p>2 et E un espace de Banach.
A Pietsch (cf. [10]) a conjecturé que 'ﬂ'q(E,Lp) =ﬂp's(E’Lp} pour tout
nombre réel q tel que p<g<+% et tout £> 0. Nous avons pu obtenir le

résultat suivant

Théoréme 3 : Soient s et p deux nombres réels tels que 1<s<p'<2<pP< +tw.

Alors, pour tout couple d'espaces L® et Lp on a

TTa(LS,Lp) = Ia(LS,Lp) :'ﬂsv(LS,Lp), pour p<ass' ,
et
n;)(Lp,Ls) = Ib(Lp,LS) :TTS(LP.LS) , pour s<b<p'

Démonstration

1) On prend tout d'abord LszP(QO,}LO), LS = LS(QO,HO), Qo étant 1'inter-

valle fermé [0,1] et P’o la mesure de Lebesgue sur Qo . Soit b un nombre
réel tel que s<b< p'. Puisque Lp” est isomorphe a un sous espace de L
(cf. [14], prop. XV 6.1) d'aprés le théoréme 1, g ¢\ est équivalent a g,
sur va®LS Par allleurs, d'aprés le théoréme 10 de 127, gb\ est équi-
valente a g \ sur Lp ®L On déduit qu'il existe deux constantes A >0

et >0 telles que sur Lp ®L
> i
8,28,28\2rg \ 2} g
! s P
Donc sur LP ®L ) 8Bgs gs\, 8 et gb‘\ sont éequivalentes, pour s<b< p’

2) Soit n un entier tel que nx 1 et 1p l'espace de Banach des suites

n
finies a = (al.), 1<i<n muni de la norme |al|=( g Ia |p)1/p . Soient m
1..1

et n deux nombres entiers tels que m>1 et n» 1. On déduit de 1) que

p' 8 ,
sur 1~ &1 on a aussi
n n
gsngR gb\zkgs\ zH g quels que sclent m et n

] ~
On en déduit que quels que soient les espaces LP et L® sur LP ®Lb les X
pormes
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Bsr B.\» B et g\ (s<b<p') sont équivalentes a 1'aide du théoréme III
de [7]. D'aprés le lemme 1 de [12], il découle que

TTﬁ(Lp,LS) = Ib(Lp,LS) ='ﬂg(Lp,Ls), pour s<b< p'
Par dualité, on conclut que
'ﬂ;(LS,Lp) = Ia(Ls,Lp) = Tg,(LS,Lp), pour s<b<p'

Remarque 1 : Les résultats du théoréme 3 peuvent sans difficulté se
généraliser aux espaces £p et ss de J. Lindenstrauss et A. Pelczynski

(cf. [7]).

Remarque 2 : Pour s=1, on retrouve un résultat déja indiqué dans le
théoréme 9 de [12].
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