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XIII.1

§ 1. IDEAUX NORMES. OPERATEURS r-s-NUCLEAIRES

1.1 Suivant A. Pietsch, nous appellerons idéal d'opérateurs
une sous-classe U de la classe £ des applications linéaires entre espaces
de Banach, qui contienne la classe § des opérateurs de rang fini et telle
que chacun des ensembles G(E,F) = £(E,F) (1 0 satisfasse aux conditions
suivantes

(i) si S€ a(E,F), T € Q(E,F) alors S + T € G(E,F)

(ii) si S € G(E,F), R€ £(G,E), T € £(F,H) alors To Se R € Q(G,H)

1.2 Si de plus on a défini sur G une fonctionnelle o vérifiant
les conditions

(N,0) si | € E' et y € Falors a(M® v = |7 Il llyll

(N,1) la restriction de o a chacun-des ensembles (en fait des espaces
vectoriels) G(E,F) est une norme, (N,2)si S € Q(E,F), R ¢ £(G,E), T € £(F,H)
alors a(To Ss R) < lkr|la(s) ”RIL on dit que le couple (0,a) est un idéal
normé. Si chacun des espaces Q(E,F) est a-complet, 1'idéal est dit complet.

Voici des exemples fondamentaux:

1.3 i) (£,” I1); 6,101 ||) ouX est la classe des opérateurs
compacts et ” H la norme usuelle des opérateurs

ii) (np,np) (introduit a 1'exposé II) si p = 1

iii) (72p,vp) idéal des opérateurs p-nucléaires (cf. défini-
tion 2.5, exposé III) si p =21

sont des idéaux normés complets.

Introduisons a présent une famille généralisant les

opérateurs p-nucléaires

1.4 On dit qu'un opérateur T de E dans F est (r,s)-nucléaire
(ou (r,s) est un élément de?ﬁz ) s'il existe une suite A = (A ) de

+ n’ neEN
scalaires et deux suites T = (T\n)nEN et y = (yn)neN de vecteurs respec-

tivement dans E' et F telles que les relations
llxl%< w0 (A€ c sip= 4w

i< e

i
R
+
nl~
1l
-

Iylls

LR
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soient vérifiées et que pour tout vecteur x de E on ait

+©
T(X) :n§1 xn<x7’nn>yn (1)

I1 est facile de montrer que la classe ,nr S des opéra-
?

teurs (r,s)-nucléaires est un idéal normé complet pour la norme

- +
_ N ¢ A
ve s = ine GG Iyl g5 =2 2, 1,0 ,]

Cet idéal se rattache a la factorisation 3 travers les espaces 1p par

le biais suivant :

1.5 Théoreme : Il est équivalent de dire que T est (r,s)-nucléaire

de E dans F, ou qu'il admet la factorisation suivante

T

E F
A
A B
1

r

v

e

4
n

ou A et B sont des opérateurs continus et M)\ est la multiplication par

une suite A = (xn)nEl\I de lp (c0 si p = +®).

De plus on a 1l'égalité
Iy ' . - t A
(*) VnS(T) = inf{l]la] || M?\H | *Bl| ; BoM, oA = T

£ g \ 1 .
A remarquons immédiatement que l'hypothese% + S +3 c 1 impose que

e}

p,r et s soient tous trois supérieurs ou égaux a 1 et que 1; = lsv

@ soit donc T G%r s(E,F). Par définition il peut s'écrire
+® ’

N ~

T =8y Xnnn & Y,» comme dans 1.4 avec de plus

< v () « ¢
] r,s

I
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Considérons alors les cpérateurs

A E__._____>1r : x|___.___;(<x,'qn>)nEl\J

My s L=l (B) neENtTT—7 (xngn) n€EN

tB : F! 1 ¢ g (<y ,C>)
—>"s —_— n’ nEN

il est facile de voir que 1'on a

A
et que
[ TP [ Y P
[ENREY
c'est-a-dire
(0 LAl Pyl FB) s v, (T e

@ Réciproquement si T = Bo Myo A et si (¥*)' est vérifiée on constate

aisément que les suites A, T = (tA(en))n y = (B(en»))

EN’ néEN (ou (en)nel\l
désigne la base canonique de RN) satisfont les conditions de 1.4 et
1'inégaliteée (*). v

1.6 (@ On peut remarquer que 1'idéal des opérateurs p-nucléaires se
retrouve pour r = +®, s = p'.
@ Dans - un certain sens 1l'opérateur M)\ est le prototype des

opérateurs (r,s)-nucléaires et on voit que M, || = V. s(Ml) .
,
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§ 2. ADJONCTION DES IDEAUX NORMES

2.1 A chaque idéal normé (G,a), on peut associer une autre
sous-classe de £, notée 0" et définie de la maniere suivante
1'opérateur ﬁ appartient 4 G (E,F) si et seulement si pour chaque diagram-

me

T
E s F
7
3 1
(non commutatif!) gT l h
X/ﬁ Y

u

ou X et Y sont des espaces de Banach de dimension finie et g, u, h des

opérateurs (continus) on a

*|trace(uhTg) | < o (™) |Inll |lglle(u) (1)

I1 n'est pas tres difficile de montrer que si 1l'on pose par définition

que @ (T) est la borne inférieure des p(T) qui vérifient 1'inégalité (1),

3 *
(@ ,a ) est un idéal normé complet

2.2 Donnons quelques définitions concernant les idéaux ;
o
@ on dit qu'un idéal (Q,a) est parfait si 1'on a (Q,a) = (@ ,a
® on dit qu'un idéal est maximal si la condition : "pour tous ceuples
X,Y d'espaces de dimension finie et A, B d'opérateurs avec B € L(F,Y) ;
A€ Z(X,E) on a a(BTA) < p|/Bl| ||All" implique T € G(E,F) et a(T) < p.

On a le théoreme suivant :

2.3 Théoreme : il est équivalent de dire si (Q,a) est un idéal normé :
*
i) il existe un idéal (B,p) avec (Q,a) = (B B )
ii) (G,2) est parfait

iii) (G,a) est maximal.

(aw ’ aw)
i) = iii). Soit T € 7(E,F) tel que pour tous couples X,Y d'espaces de

ii) =» i) est trivial en prenant (B,p)

¢+ trace de 1'endomorphisme uhTg appartenant a £(X,X).
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dimension finie et A, B d'opérateurs avec B € £(F,Y) et A € £(X,E), on

ait

a(BTA) = p (BTA) = p|B] ||Al

*
Nous devons montrer qu'alors T € Q(E,F) = 8 (E,F). Nous

avons :

|trace (uBTA)| < g (BT A) p(w) Ille\ HIYII

< ollB] [lAlpCw

#* #*
soit T € 8 (E,F) et B (T) < p
iii) = ii) Nous allons pour cela démontrer les lemmes suivants:
2.4 Lemme : Si (@,a) est un idéal maximal, pour que @ soit parfait il
suffit que pour tout opérateur T entre espaces de Banach de dimension fi-
st
nies on ait o(T) = o (T)
363 .
A En effet, soit T€ @ (E,F) on a dans les hypotheses de 2.2
i s
a(BTA) = a (BTA) s a (T) |B] |Al

donc T € Q(E,F) puisque 0 est maximal ; la réciproque est immédiate. §

2.5 Lemme : Si E et F sont de dimension finie et T € L(E,F) on a

E=
a(T) = o (T).

A Par le théoreme de Hahn-Banach on peut trouver sur {(E,F) une forme

linéaire S telle que pour un opérateur fixe To on ait
<TO’S> = Q(To)
et |<T,8>| < a(T) pour T € £(E,F).
En particulier comme pour chaque couple (7,y) € E'x F on a

|<n® y,s>| < Uil |yl
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A

S définit un opérateur linéaire continu S € L{(F,E) par
A
<Sy,N> =<N® y,5

A présent soientT, B, A comme dans 2.2 (@ on a

|trace (TASB)|=|trace (BTA,§)|= |<BT A,S>| < a(BTA)

< a(D|[B] |4

* A
et donc a (S) s 1, de plus a('l‘o) = <T_,8>
(T 1.81.)
= trace oIES IF
3 ® A |
<o ™) oG gl 1)
3%
soit a(T ) s a (T)
o o
La réciproque est évidente. v

1
§ 3. L'ADJOINT DE (%r’s, "r,s)

% .
3.1 Supposons que T € %r S(E,F) et considérons le diagramme conforme a
’

1, ou 1l'on a particularisé X, Y et u.

T
E
A ]
nL
ls'T M)\

. t
Soient donc A : E“”—)ls s ox— y(<x ’\'\i>)iSn

M, ¢+ Lp—— g (gi)iSnF—_—)(xigi)isn

n
L

¢ On a donc pour tout T € ¢(E,F)

A
<T,S> = Trace TS
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on peut écrire alors

n
TAMB= T A, b, ® TT,
. ii i

A i=1
soit
n
ltrace BTA M)\)| = IiZ’:]. Xi <T“i,bi> l
¥*
< vp oMy 8] Al
% ¥ o, %
<35 @ Il el

d'apres la proposition 1.7, ou de maniere équivalente puisque A

est une suite arbitraire de n scalaires :

n ' 1/0! ¥* 3 *
(i§1|<Tni,bi>|P y1/p' o ve oMbl lnl

ce qui nous amene a la définition :
3.2 Définition:Un opérateur linéaire continu de E dans F est dit (p,r,s)-

absolument sommant, s'il existe une constante p(T) ne dépendant que de T

telle que pour tout entier naturel n et pour toutes familles finies

. . , .
(xi)iSn H ('ﬂi)iSn de vecteurs respectivement dans E et F' on ait
#* *
l<mx, 1] < o (o=t % e
et on note alors T € ﬂp,r,s(E’F)
et au théoreme
3.3 Théoreme : (D 'np r s est un idéal d'opérateurs normé pour la norme
. N . . 1 1 1
np,r,s(T) =inf{p(T); (1) est valide} des que £+ 5 =S 1

* *
® On a (ﬂp,s,r’np,r,s) = (4Lr,s \ s),lorsque

,

1
P

< 1.

=

1
= =+
S

A @O se démontre de maniere standard par vérification tatillonne ; en ce

. , *
qui concerne (@) on a déja montré en 3.1 que l'on a ¥ et

cm
p,s p,s,r

s . ’ - . - ! , ‘
np,s,r vr,s Réciproquement soit T € ﬂp,s,r(E’F) considérons le
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diagranune

=

A 4

0
v &'
=

>

A

conforme a 2.1; comme X,Y sont de dimension finie, on peut alors écrire

n
u= 3¢ 2% 17°
i=1 11 1

et méme choisir K% b° et N° en sorte que HXOHP HbOH: Hﬂ”i < vr’s(u) + E.

On a alors

trace (uhTg) |

l % x‘i’ <hTg n‘i’,b‘i’>|

(LS N U I P I T e L

vy g ren (D [n] el

’

A

A

ce qui acheve la démonstration . v
3.4 Une simple application du théoreme de'Hahn Banach et le
¥*
fait que = || | ermet de voir que(m n ) =@ ,m ).
ave [l flg = 11l e e p,p,""p,p,= p’’'p
3.5 A. Pietsch a montré que 1'adjoint de (ﬂp,np) est 1'idéal

des opérateurs p'-intégraux dans le sens que T 6\7;,(E,F) si et seulement

si il admet la factorisation suivante

: '
E }L c )Lp B }F"

Bp

T /

F

De maniere analogue introduisons la définition suivante:
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3.6 Définition : On dit qu'un opérateur T de E dans F est factorisable
de type (r,s) ( % + é~$ 1) s'il existe un espace mesuré (Q,ﬁg,p) tel

que l'on ait le diagramme commutatif

M

E_A_)LF(Q,'G,p)_(P__?LS'(Q,TE,p) B 5 F"

ou A B sont des opérateurs centinus, M, l'epérateur de multiplication par
une fonction ¢ € LP(Q, 1£] JH) % + S +l = 1, et B, 1'injection canonique

r s F
de F dans F".

‘ On montre "facilement'" que la classe des tels opérateurs
notée Pr s constitue un idéal normé pour la norme
b
Y, (T = inf (| al| |8l HM@H), 1'inf étant pris sur 1'ensemble des repré-
’

sentations de T.

3.7 Dans le cas s' < r, on voit facilement que la factorisation

(2) est équivalente a la suivante :

A, i , B
E___l___)Lr(Q,G,V)._____) LS (0,6,\’) ———1——> F"

ou v est une probabilité, et i 1'injection canonique. (On remplace p par

v = lwlpp, et on modifie A et B convenablement).

3.8 Proposition : (@ Soit T un opérateur continu de E dans F alors si
T ¢ /nr’s(E,F) onaTé€Tl _(EF et vr’S(T) > yr’S(T)

@ Si E et I possedent la propriété d'approximation
métrique, si T est un opérateur de rang fini de E dans F on a
Vr’S(T) = \(I‘,S(T).

@® est trivial, ® se démontre par approximation pas a pas. On pour-

ra la trouver dans le cas particulier des opérateurs p-intégraux dans [1].

3.9 Corollaire : (O Si E' et F possedent la propriété d'approximation

métrique, on a pour touc opérateur T de 4Lf S(E,F)
b
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A. Pietsch et A. Persson : Studia Math. 33 (1969) p. 19-62.



