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§ 1. UN PREMIER THEOREME DE NIKISHIN

Si (Q,g) est un espace de probabilité, et A une partie de

nous poserons :

Théorème 1 : ([1], théorème 4) Soient espace de probabilité,
a un nombre réel que 0  a  2013y et A une partie convexe de 

formée de fonctions positives. Il existe une partie mesurable 0 
oc 

de n,

telle que 4(0- nOE ) :!g 2a, et que :
ce

La démonstration utilisera le lemme suivant :

Lemme 1 : Soient K un compact convexe d’un elcs E, et e un ensemble

convexe de fonctions réelles scs sur K, ne prenant pas la valeur On

suppose que chaque fonction f de M est concave sur K, et admet un maxi-

mum ~ 0 sur K. Il existe un point x0E K tel que :

Démonstration du lemme : D’après le lemme (4.5) de l’exposé II, il existe

une probabilité de Radon v sur K, telle que l’on ait :

Soit xa le barycentre de v, c’est-à-dire :

(A priori x 0 est un élément de E". Mais comme K est compact et convexe,

on a bien x 0 E K)
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Soit f E, et soit B l’ensemble des fonctions affines conti-

nues sur E plus grandes que f8 Puisque f est concave scs et ne prend pas

la valeur +00, on a :

Par conséquent :

ce qui démontre le lemme.

Démontrons maintenant le théorème. Désignons par K l’ensemble

des fonctions mesurables y sur 0 telles que :

Il est clair que K est un convexe compact pour la topologie

e(L’, L1). Posons R = J a (A), et définissons pour chaque f E A une fonction

F sur K de la façon suivante : 
’

(l’intégrale étant f ini e ou-.non)-

Chaque fonction Ff est concave ses sur K, ne prend pas la

valeur +00, et l’ensemble des fonctions Ff est convexe.

De plus chaque fonction Ff a un maximum &#x3E;- 0 sur K. En effet, y

si f désigne la fonction caractéristique de l’ensemble RI, on a

par définition de R = J (A) :
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D’après le lemme 1, il existe une fonction (p E K, telle que

Posons Q = fp 0 z 1 . On aura :

ce qui achève la démonstration .

§ 2. 2.

Nous rappellerons maintenant une définition déjà utilisée
dans l’exposé VII : nous appellerons suite stable d’ordre p(0  p s 2)
toute suite (f~...,f ) de variables aléatoires indépendantes sur un

1 n

espace de probabilité (X,P), suivant la loi y (définie par
cf exposé V). 

p

Nous rappellerons dans un lemme une propriété bien connue

des suites stables d’ordre p :

Lemme 2 : Soient r et p deux nombres réels tels que 0  p ~ 2,

0  r  p si p  2, 2 et (f~;..,f~&#x3E; une suite stable

d’ordre p sur un espace de probabilité (X,P). On a pour toute suite

de nombres réels :

et pour tout réel
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D~~r~ionstration : Dans les deux égalités à démontrer, les deux membres

sont des fonctions positivement homogènes de la suite ~c 1 ,...,c n ). Il

suffit donc de démontrer le résultat lorsque E Ic. 1 IP = 1. D’autre part,
i

les variables (f.) étant indépendantes, la loi de E c.f. admet pouri i i

transformée de Fourier :

c’est-à-dire que la loi de Eci f. est exactement y . Les égalités à
i i p

démontrer sont alors évidentes.

Pour abréger, nous poserons dans la suite :

Nous dirons qu’un espace quasi-normé E est de type p, 0  p s 2,

si pour tout a E ]0,1[, il existe une constante Ka telle que l’on ait
pour toute suite (x.~...~x ) de vecteurs de E et pour toute suite

(f.,...,f ) stable d’ordre p sur un espace de probabilité (X,P) :

Pour chaque a E ]0,1[, nous désignerons par K 
a,p 

(E) la plus petite

constante Ka telle que la propriété ci-dessus soit réalisée.

Démontrons tout d’abord une propriété générale des espaces de

type p :

Proposition 1 : a) Si E est un espace de type p, tout sous-espace F

de E est de type p, et l’on a pour tout a E 10,1[ :

b) Si E est un espace de type p, tout quotient F de E

est de type p, et l’on a pour tout a E ]0,1[ :
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Démon~~r ation : : Le premier point est évident. Démontrons le second.

Soient E un espace de type p, F un quotient de E, (x1,...,xn) une suite
d’éléments de la surjection canonique de E sur F et e un nombre

réel &#x3E; 0. On peut trouver une suite (x1,...,xn) d’éléments de E telle
1 n

que :

Si maintenant (fl,...,fn) est une suite stable d’ordre p, nous

aurons :

d’où le résultat puisque e est arbitraire.

Nous allons maintenant donner quelques exemples d’espaces de

type p.

Prroposition 2 : Soient p et r deux nombres réels tels que 0  r  p s 2,

(O,~) un espace de probabilité et E un sous-espace de tel qu’il
existe une constante C telle que :

(Autrement dit, les topologies induites sur E par et 

coïncident). e

L’espace E est alors de type p, et l’on a pour tout a E 10,1[ :

Démonstrat,ion : Soient (xj, ... 9x .) une suite de vecteurs de E, et
1 n

une suite stable d’ordre p. Nous aurons pour tout a E 10,1[ :1 n
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D’après le lemme 2, cette quantité est encore égale à :

ce qui achève la démonstration.

Remarque 1 : Nous démontrerons plus tard la réciproque de la proposition
2 : si E est un sous-espace de qui est de type p, sa topologie
coïncide avec la topologie induite par pour tout r  p.

Corollaire 1 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0  p  q K 2,

et (y,v) un espace mesuré quelconque. L’espace est de type p,
et l’on a pour tout a E ~0,1~, et. tout réel r tel que 0  r  p :

Démonstration : D’après l’exposé V, la fonction x - lixllq est de type

négatif sur Lq(y,v). On en déduit (exposé V, remarque 2) l’existence

d’un espace de probabilité (O,g) et d’un opérateur linéaire u de

dans LO(n,g) tel que :

(On remarquera qu’il s’agit de la généralisation du lemme 2)

Considérons l’opérateur v = A  u. C’est une isométrie dep 

dans LP(O,g). Désignons par E l’image de par v, et soit

r un nombre réel tel que 0  r  p.

Soit y un élément de E. Il est de la forme y = v~x), et on a :
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Autrement dit, l’espace E vérifie l’hypothèse de la proposition, avec

C = A-1 A . D’autre part, E et étant isométriques, on aura
p,q r,q 

~ ’ 2013201320132013201320132013~20132013

pour tout a e ]0,1[ :

et on achève donc la démonstration en appliquant la proposition 2.

Remarque 2 : Nous verrons ultérieurement que l’espace lq n’est pas de

type q. La restriction p  q est donc nécessaire dans le corollaire 1.

Corollaire 2 : a) Tout espace normé E est de type p pour tout

p E ]0,1[, et l’on a pour a E ]0,1[, r E ]0,p[ :

b) Plus généralement tout espace s-normé E (0 s~ 1)
est de type p pour tout p E ]0,s[, et l’on a pour a E ]0,s[, r E 10,p[ :

Démonstration : Il suffit de démontrer le résultat lorsque E est

complet (dans le cas général, E sera un sous-espace de son complété, et

on utilisera la proposition 1 a).) On sait alors que tout espace

s-normé complet E est un quotient d’un espace ls(I) pour un ensemble I

convenable. On conclut donc d’après la proposition 1 b) et le corollaire

1.

Nous allons trouver plus facilement une classe d’espaces de

type 2 :

Proposition 3 : Soient ~Y,v) un espace mesuré quelconque, et q un

nombre réel tel que 2 s q  00. L’espace est de type 2, et l’on

a pour tout a E ]0,1[ :

Démonstration: Soient (xl,...,x n) une suite d’éléments de et

(f.,...~f ) une suite stable d’ordre 2.
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§ 3. THEOREMES DE NIKISHIN

Nous allons passer maintenant à la démonstration des théorèmes

de Nikishin proprement dits. Nous ne ferons que commencer cette démons-

tration, qui sera poursuivie dans l’exposé suivant.

Nous introduisons une nouvelle définition :

Soient maintenant E un espace vectoriel, V une partie équili-
brée de E et p un nombre réel tel que 0  p 5 2. Nous dirons qu’une par-
tie A de E est de type (p,V) si pour tout a E 10,1[ il existe une

constante K telle que l’on ait pour toute suite (xl’ .... xn) d’éléments
ce 1 n

de A, toute suite (Àl,...,Àn) de réels et toute suite stable d’ordre p1 n

n) sur un espace de probabilité (X,P) :1 n

Nous noterons K 
a,p 

(V,A) la plus petite constante K a telle
que la propriété ci-dessus soit réalisée.

Avec cette nouvelle terminologie, dire qu’un espace quasi-
normé E est de type p équivaut à dire que sa quasi-boule unité B est de

type ~p,B), et :

Soient (O,~) un espace de probabilité, et a E ]0,1[. Nous

désignerons par Va le voisinage de zéro équilibré dans LO(0,4) défini par :

~ (jy étant la jauge de y).
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est donc la jauge de V ) .
a a

Proposition 4 : Soient (n,g) un espace de probabilité, a E JO,1[,

p E ]0,2] et A une partie de de type 

Il existe une partie mesurable 0 
a 

de 0, telle que

8a ~ et :
ex

Démonstration : : Nous utiliserons l’inégalité de Fubini

lorsque yô. ([2], Proposition (XXIV,2,4))

Soient (g1,...,gn) une suite d’éléments de A, n) une
suite de nombres réels et (fi~«»*~ n) une suite stable d’ordre p. Nous

aurons, d’après le lemme 2, l’inégalité de Fubini et la définition du

type (P,V OE) :

Considérons l’ensemble B des fonctions de la forme 
1 1

est une suite d’éléments de A, et n) une suite
de réels telle que 1. Cet ensemble B est convexe, et formé de

fonctions positives. D’autre part, l’inégalité précédente se traduit,

lorsque 1, par :
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encore

D’après le théorème 1, il existe une partie mesurable 0 
ex 

de 0 telle que

et :

et en particulier :

ce qui achève la démonstration.
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