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§ 1. LE THEOREME FONDAMENTAL

Nons avons défini, pour un Banach E, les prcbabilités cylindri-

ques A de type p, 0<ps+o,de vy p approximables ou trés approximables,
pris, sur un Banach G, les probabilités de Radon d'ordre p, enfin les

linéaires continues, p-radonifiantes, approxima-

tivement ou treés approximativement p-radonifiantes (exposé V, §861,2,3°,

et introduit les notations ”KH ) HKH;, I $R, Hkl;ta = HK”;a (PrOP-V,5§1)-

On peut remplacer E par o(F',F), F Banach,ou G par s(H',H), H Banach, u

étant alors faiblement continne de E dans G ; le dual est alors E'=F ou

applications u: E-G,

A

'=H ; pour le calcul du type et de 1'ordre, ~'est toujours la fonction

norme qui intervient sur %, F, G, ou H, autrement,dit pour A cylindrigque

sur o(F',F), HAH*'= Sup lle(M)]].., et,pour A de Radon sur o(H',H),
Poger,gl=1 P
Hk”p==(f Hx”pdk(x))yb pour p fini, et HKHUQ=Sup eSSKHXH-
Hl

Théoréme fondamental (XI,1 ;1) . Soient E, G des Banach, u une applica-

. . 0 . . /7 ’ >
tion linéaire continue de E dans G. Alors les proprietes suivantes s

ont

équivalentes

1) u est p-sommante U)<})S+m) H

2) u est approximativement p-radnnifiante de E dans G(G",G') H

)

3) u esttrés approximativement p-radonifiante de E dans o(G",G'
pour toute probabilité

1) [}l existe une constante M finie 20 telle que,

de Radon A sur L, portée par un ensemble fini, on ait

< * (XI1,1;2)
la(l, =M™

toute probabilité cylindrique A
|13¢a

dans ce cas la formule reste vraie pour
par “}‘lip ’

de type p approximable, en remplagant au 2¢me membre, HAHb
: e
et le plus petit M possible est np(u), quasi-norme p_sommante_(expose N Z)'
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(L'idée de comparer les applications p-sommantes et p-r.coni-

fiantes revient a S. Kwapien).

Démonstration : on sait que 2 et 3 sont équivalentes (prop.V,5;1) ;

nous ne parlerons plus que de 3.
Montrons 1'implication 3=21, Soit a==(an)n;N. une suite de points de E,

u(a)==u(a\n))n€]N la suite image, avec “aH;‘= Sup ||<a,E>l b = Mp(a)

P oeer,|lell<t 1

de 1'exposé 8, et |[u(a)]
Soit Aa o la probabilité de Radon sur E

)

p==Np(a) de 1l'exposé 8.

8)¢ pen ® (¢ -Vﬁa )
n n
ou C:=(cn)n¢kJeSt une suite arbitraire de nombres >0 avec I Cn==1
neEN
(Le cas p=+» n'a rien de génant, car c;yb= 1). Alors Hha’c”;==HaH: ,

”u(ka c)“p==”u(a)“p .Si la suite a est scalairement 1P, la probabilité
’
cylindrique Xa est de type p ; elle est méme de type p trés approximable,

)
car, si on considere la "tronquée"

A = T ¢ & + ( z . ) 6
a,c,N n (c-y@ a ) oSN B (0)

(on ne supprime pas de masses, on en raméne a l'origine, de maniére que
la masse totale reste 1), A converge étrdtement donc cylindriquement

vers Xa o Pour N infini, et nk’ ”; < “ka,cH; . Alors, d'aprés 1l'hypothe-

, a,c,N

se, u(ha c) est d'ordre p, donc u(a) est 1P ; donc u est p-sommante
b

(exposé 9, §6, prop.11).

Montrons 1'implication 1=4, seulement pour 1'inégalité (XI,1;2).

Soit A de Radon sur E, portée par un ensemble fini, A= I %16(3 ) -
0<n=<N n

Si.nous appelons a la suite finie anf=cny®tuﬂ on a A= Aa c suivant les
b
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notations antérieures. Alors (XI,1;2) rérulte de la définition des appli-

cations p-sommantes, avec M:Enp(u).

Quant & 1'implication 423, et & 1'inégalité (XI,1;2) étendue
a A cylindrique de type p trés approximable, elle résulte du corollaire

de 1la prop.(V,3;1).

Remarque : si G=o(H',H), H Bans~ch, on a 6(G",G')=c(H',H) =G, et le

théoréme subsiste sans modification.

Soit maintenant E=c(F',F), et soit u faiblement continue de E
dans G ; elle est a fortiori continue de F' dans G. Il est équivalent de
dire que u est p-sommante de F' dans G ou de G(F',F) dans G, a cause de

la densité de la boule unité de F dans celle de F" pour s(F",F') (si

a= (an)nébl est une suite de points de E, on a
Sul |<a,g>] = Sup  ||<a,&> ) j
grern, ]|t 1P cer,[[g]l=1 1P

cela posé le théoreme subsiste sans rien modifier a sa démonstration.
Mais une probabilité cylindrique A sur o(F',F) ne provient pas nécessai-
rement d'une probabilité cylindrique sur F', et, méme si c'est vrai, le
type n'est pas forcément conservé ; on obtient donc le résultat assez
fort suivant : si u est lindaire faiblement continue de o(F',6F) dans
G, et si elle est p-sommante de F' dans G, ou aproximativement p-radon: -
fiante de F' dans o(G",G'), elle est aussi approximativement p-radoni-

fiante de o(F',F) dans o(G",G').

§ 2. REMPLACEMENT DE 5(G",G') par G

Proposition (XI,231) : Soient E, G, des Banach, u une application liné-

aire continue de E dans G, p-sommante, 0 <p < +x,

glors u est approximativement p-radonifiante de E dans G, dans 1'un quel-

conques des 3 cas suivants
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1) G est réflexif ;

.

2) G=H', dual fort séparable d'un Banach H, et p<+=

3) 1<p<+x.

§ 3. DEMONSTRATION DU CAS 1 : G EST REFLEXIF

Nous savons que p=u(A) est une probabilité cylindrique sur G,

de Radon d'ordre p sur o(G,G'). Tout résultera alors d'un théoréme de

Phillips :

Proposition (X7,233) : Toute probabilité de Radon sur 6(G,G'>{V§‘§§930?

ou plus généralement Fréchet, est de Radon sur G lui-méme.

Démonstration : 1'énoncé pourrait préter & ambigufté. On sait d'abord

cue, G et G(G,G') ayant le méme dual, ont les méme s probabilités cylin-

driques. On sait ensuite que P(G)ngJ(G,G')) est injective (prop.(I,2;1)),

donc on peut identifier ©{G) & un sous-ensemble de P(c(G,G')) ; c'est dans

ce sens qu'on a le droit de dire que u€3°(6(G,G')) est une probabilité

sur G (on encore que j est une bijection).

Le résultat est simple si G est séparable j car alors il est

polonais, et on sait que toute probabilité de Dorel ou de Radon sur G

pour une topologie séparée plus faible 1l'est aussi sur G lui-meme.

Soit G Fréchet quelconque. Il suffit évidemment de montrer que

L, mesure 20 finie sur 5(G,G'), est portée par une partie séparable de

rd
G, car on est ramené au cas précédent. Comme elle est portée par une

réunion dénombrable de compacts faibles, on peut supposer que i est
portée par un compact faible K ; comme 1'enveloppe convexe fermée d'un

faiblement compact est faiblement compacte (Krein—Smulian), on peut sup-

Considérons 1l'application

linéaire f = f f(x) x du(x) (barycentre si £f20 et Hf”l}.=1 continue de

K

poser K convexe équilibré, et p de masse 1.

» 1 { i -
Ll(K,u) dans G. L'image de la boule unité de L est dans K, donc faible
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relativement
ment'compacte ; donc (Dunford—Pettis) 1'image de tout faiblement compact

?
1 .
de L” est compacte dans G. Or la boule unité de L” est faiblement compac-
1 3 . ’ .
te dans L° ; son image est donc une partie compacte C de G métrisable,
donc séparable. Mais soit V un voisinage faible d'un point a du support
de U, qu'on peut supposer faiblement fermé et convexe ; si fV est la
. /’ - 1 - .
fonction égale a ITVT_ sur V et a 0 ailleurs, son barycentre u(fv) est
dans 1'enveloppe convexe faiblement fermée de V, donc dans V ; donc u(fV)
converge faiblement vers a, suivant l'ordonné filtrant des voisinages
faibles de a, et u(fV) est dans I%VS C, donc dans 1l'espace vectoriel

séparable F engendré par C. Donc tout point a du support de U est da s F,

L est portée par F qui est séparable. cgfd

§ 4. DEMONSTRATION DU CAS 2 : G=H', H BANACH, H' SEPARABLE, p <+

(exemple : H=.° , G==11).

Nous savons (remarque suivant le théoreme fondamental) que
1'image de u(k) par j : ' =g(H',H), est de Radon d'ordre p. Mais une
probabilité de Radon sur o(H',H) est 1'image par j d'une probabilité de
Radon v sur H', puisque H' est polonais. Donc v et u(A) sont deux proba-
bilités cylindriques sur H', dont les images par j cofncident ; si nous
pouvons en déduire qu'elles cofncident, v=u(A), u(A) sera de Radon

sur H', d'ordre p, et le résultat sera démontré.

Soient U, V, deux espaces vectoriels localement convexes sépa-
rés, j linéaire faiblement continue injective de U dans V. Soient p et
v deux probabilités cylindriques sur U, telles que j(p)=j(v) ; peut-on
déduire que p=v ? Certainement pas, si 1l'on ne fait aucune hypotheése.
Autrement dit, j: 5(”)-‘5(V) n'est pag nécessairement injective, Et précisé-
ment on peut donner un contre exemple avec U=H', V¥=G(H',H), j=identité,
si H n'est pas réflexif. Soit en effet a™ un point de H"™ , de norme 1,
définissant une forme linéaire continue sur H", nulle sur H. Alors S(a”)
est une probabilité de Radon sur H™, donc cylindrique, donc cylindrique

sur H'CcH"™, puisque H' et H"™ ont le méme complété faible. Son image pour
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J est 6j(a”)= 6(0) puisque a" est nulle sur H. Alors les 2 probabilités
cylindriques é(am) et 6(0) sur H' ont méme image dans o(H',H).

Dire que j(p)=j(v), c'est-a-dire que i et v ont méme image
E(n)=€(v), par toute forme linéaire continue £ sur U de la forme To j,
MEV', c-a-d. les §==tj(ﬂ) ou les € € tj(V’). Nous voulons savoir si
g(u)==§(v) pour tout € €U', Alors

Proposition (XI,4;1) : Soit j:U=V linéaire faiblement continue injec-

tive. Alors, si p et v sont 2 probabilités cylindriques sur U, et si

j(u)=j(v), on a p=v au moins dans les 2 cas suivants

A) j est un morphisize strict des topologies affaiblies j
B) B et v sont scalairement concentrées sur la famille § des parties

faiblement compactes convexes de U.

Démonstration

A) si j est un morphsieme strict de topologies faibles, il permet, pour
ces topologies, d'identifier U & un sous-espace de V. Alors,d'apres Hahn-

Banach, Uj(V')=U', d'od le résultat.

B) Supposons p et v scalairement concentréeséur la famille € des faible-
ment compacts convexes. Alors la fonction caractéristiques M={pu est
continue sur U'g==T(U',U) (théoréme de 1'exposé II, §3). Si € tend vers
go, 7€ tend vers T§o uniformément pour T € R borné, donc M(TE) tend vers
M(Tgo) uniformément pour T € R ; donc (théoréme de Paul Lévy) la probabili-
té E(u) d'image de Fourier Tt M(TE), tend étroitement vers §0(u),

d'image de Fourier Th'M(Tgo). Autrement dit, €~ E(u) est continue de
U'Q’=T(U"U) dans P(R), et de méme ERE(v). Or E(n) =€(v) sur tj(V') ;
puisque j est injective, tj(V') est dense dans G(U',U), donc aussi dans

t(U',U), donc E(n)=€(v) pour tout E€U', et pu=v, cqfd.
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5 5. DEMONSTRATION DU CAS 3 : 1<p<+=

Supposons u p-sommante. On a la factorisation (prop.VII,3;4)

u=gpow

E —Y— 1(X,v) —E—s LP(X,v)

N

ol S est un sous-espace vectoriel fermé de LP, d'injection canonique j.

Mais L” ~k‘ LP est p-sommante, et, comme LP est réflexif pour 1 <p<+m,
elle est approximativement p-radonifiante de L” dans LP lui-méme, d'apreés
le § 3. Donc E = koX LP 1'est aussi ; par suite, si A est une probabilité
cylindrique de type p approximable sur E, son image par kov dans LP est
de Radon d'ordre p. Mais kv(A) est "cylindriquement" portée par 1'image
kv(E)::jS j autrement dit,si , est une application linéaire continue de
LP dans un espace de dimension finie, (p kv(A))(pkv(E)) =1, ou pkv(n)
est portée par ka(E)-— pJ(S) Mais kv(A) est de Radon, et jS étant
faiblement fermé, il est l'intersection filtrante des (_3r§7

on peut écrire :

(v (A))(GS) = 1im (W) (NI
o

= 1lim (pkv(2))(pjS) = 1.
P
Donc kv(k) est portée par jS et provient donc d'une probabilité de Radon
vsur S : kv(A)=jv ou w(k)=(j(v). Alors w(A) et v ont méme image par j,
morphisme strict, donc (prop. (XI,4;1)) w(A)=v. Ou encore : u(A)=oqw(A)
est de Radon d'ordre p sur G, cqfd.
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Un contre-exemple

. . : o
Reprenons ce qui a été dit au ¢ 4, avec H=¢

1
' = =
1 ’ H 1 ’ A 6(&'")’
a™ de norme 1 dans H" = (1 )" et nul sur H. Alors A est cylindrique sur
1}, visiblement de type +» avec HxHim==1. Elle est limite cylindrique de

6(a')’ si les a' sont des points de la boule unité de 11, convergeant
J

1 . .
vers a" dans 6((11)",(1 )'), donc elle est de type +» trés approximable,
avec HAHT£3==+1. Cependant elle n'est pas de Radon sur 11. Ce qui prouve
que, dans les cas 2 et 3 de la prop.(XI,2;1), on ne peut pas prendre

p=+=.




ADDITIF A L'EXPOSE XI

La démonstration du cas 2, $4, n'est pas terminée !

So1t u p-sommante, 0<p<+», de E dans H' =G. Alors elle est approxima-
tivement p-radonifiante de E dans o(H',H). Si donc A est cylindrique de
type p approximable sur E, u()A) est une probabilité cylindrique sur H',
dont 1'image par j: H'-'G(H‘,H) est de Radon d'ordre p. Celle-ci a son

tour provient par j d'une probalLilité de Radon v sur H' ; il faut montrer
que u(i) =+ sachant que j(u(r))=j(v). I1 faut appliquer la prop.(Xi,4;1),
et pour cela savoir que u(K) et v sont toutes deux scalairement concentrées
sur les faiblement (i.e. G(H’,H"))-compactes de H'. C'est vrai pour v, qui
est de Radon, donc portée par une réunion dénombrable de convexes compacts.

Yuant a A, 1'inégalité “E(K)”pfSHA“: HgH montre qu'elle est scalairement

3
.Hxl P

, 3 ol .
concentree a ¢ pres sur la boule de rayon R, si s=={—§—ﬂ) , donc scalaire-

ment concentrée sur la famille des boules ; tout sera démontré si nous
savons que u : E—-G est faiblement compacte, car alors u(\) sera scalai-

rement concentrée sur les images des boules, donc sur les faiblement

compacts convexes. Or :

Lemme : wune applicgtion u:E-G, p-sommante, p<+®, est faiblement

compacte.

Démonstration du lemme :

Or, s1 1<p<+=», L7~ 1P est fablement compacte puisque LP est réflexif.
Donc¢ l'image de la boule unité de E dans S est une partie failement
relativement compacte de Lp, donc de S ; son image dans G est donc fai-
blement relativement compacte.

Pour p<1, on remarquera que u est a fortiori gq-sommante,

1<q<+=,



