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Résune :

Dans le but d'illustrer la dispersion des puissances successives de convolution
d'une probabilité P sur R , nous considérons deux généralisations de la
fonction de concentration de P, Lévy relative aux intervalles de IR ; 1l'une,
notée Q, est définie 2 partir des boules de IR2 et 1l'autre, notée Q , a
partir des convexes.

Nous montrons la décroissance vers O des suites (Q(P*n’t))nem*
et (6(P*n't))ncm* , ot t est un réel positif quelconque, respectivement
en 1/n et 1//n.

Enfin nous prouvons que, si P admet une matrice de covariance,
quelque soit ¢t € r" , les suites (Q(P*n, n“c))nem* pour « e]o, 1/2[
et ((-z(P*n, n“t))nem* pour & € ]0,1[ convergent vers O.

Abstract : With intent to illustrate the dispersion of the successive powers
of convolution of a probability measure on ]R2 , we consider two generalizations
of the P. Levy's concentration function refering to the real intervals ; one
of them, noted Q , is defined through the spheres and the other, noted (-2 ,
through the convex sets.

We s:mw that the sequences (Q(P*n,t))ncm* and (a(P*n’t))nem* »
for each t € R , are decreasing to zero respectively in 1/n et 1//n .

Then we prove that, if P has a covariance matrix, for all
t—e 1']‘R+ » the sequences (Q(P*n, nat))mm* for a € JO, 1/2[ and
Qe™, nut))nem* for a €]0,1[ converge to O .

Mots clés : Lois de probabilité - Convolution - Fonctions de concentration -
T Vitesse de convergence
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0 - INTRODUCTION.-

Paul Lévy ([l]) a défini la fonction de concentration q d'une
variable aléatoire réelle X par : pour tout t € 1R+ R
q(t) = sup Px([x, x+t])
xeR

ou Px désigne la loi de X.

I1 a utilisé cette notion pour illustrer la dispersion de la
puissance éniéme de convolution d'une probabilité P sur R et a établi
. * . . . . ,
que la suite (qn(t))nem » ob q désigne la fonction de concentration

*n < . 1 . +
de P » décroit vers 0 en — quelque soit t e¢ R .

n

L'objet de cet article est de comparer les maniéres dont évolue cette
propriété selon le choix que 1'on fait parmi les nombreuses généralisations
possibles de q. Dans ce but nous placerons dans ]R2 , ce qui permet de répondre
au probléme posé en évitant aux démonstrations d'avoir une trop grande technicité.
Considérant que les intervalles de IR de longueur t sont 3 la fois des boules
de rayon % et des convexes de mesure de Lebesgue t nous définirons la fonc-
tion de concentration d'une probabilité sur ]R2 , dans un premier temps, 2
partir des boules fermées et, dans un deuxiéme temps, a partir des convexes

fermés de 1R2.

P. Roger, ([4]), a dégagé les propriétés gémnérales de la premidre
de ces deux généralisations, notée Q, et l'auteur, [5] , a dégagé celles
de la deuxidme, notée Q , a Proposé des méthodes d'estimation de Q et

Q et utilisé Q pour définir et estimer 1'e-support d'une probabilité

sur ]Rz.
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Nous allons, dans cet article, établir la décroissance vers O en

de Q1))
n

et montrer que, si P admet une matrice de covariance inversible

*
lim Q(P n n%t) = 0 pour tout o € [0, -;-[:
Db

- &
et lim Q® " , 2%t) = 0 pour tout a € [0, 1[.
D

Une partie des démonstrations de II.1. et de II.5. s'inspire de techniques

utilisées par P. Lévy.

1 - RAPPEL DES RESULTATS OBTENUS PAR P. LEVY POUR LES PROBABILITES SUR TR
{11, p. 63).-

Soit P une probabilité non dégénérée sur R et (xn)nc]N* une

suite de v.a. indépendantes de loi P. Pour tout n € ]N* » notons P
la loi de )(1 + ... +xn .
Soit n > 0 tel que la loi de X' - xz conditionnée par
{|X1 - XZI > n} , notée P" , ne soit pas dégénérée.
27

Soit t_ = =— .
o 3n

*
Alors, quelque soit (n,t) € N xR" s

6 Max(t,to)

X

I~

q,(t) = sup B ([x, x + t]) =
xeR

1 - &
nc]N* et en — de (Q(P n’t))ne]N* pour toute valeur de t

1
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ou, si o(P") désigne l'écart type de P" ,

K = /21 2 ([=n,n]) o2 (™)

Dans la suite de cet article, nous garderons les mémes notations,

mais P désignera une probabilité sur ]Rz.

1T - CONCENTRATION SUR LES BOULES FERMEES ET CONVOLUTION.-

Soit Q 1l'application, appelie fonction de concentration sur les
boules fermées de ]RZ, définie par :
Q: M xR —> R
W, t) —> Qu,t) = sup p(B(x,t)) ,
2
xR
ol Mb désigne l'ensemble des mesures bornées sur ]R2 et, quelque soit

2

(x,t) ¢ R xR" , B(x,t) désigne la boule euclidienne de centre x

et de rayon t.

+ . . .
*
Pour tout t e R > la suite (Q(P ,t)) N est décroissante

au sens large car, quelque soit n > 1 ,
QP ,t) s min(Q(P__,,t), Q(P,t)) ([2], p. 165) .

Si P est une mesure de Dirac, Q(Pn,t) = 1 quelque soit

*
(n,t) € N xR .

Dans ce qui suit nous supposons que P n'est pas une mesure de
Dirac, |} ||l désigne la norme euclidienne sur R> » H ||2 la
"norme du sup" sur R? , c'est-a-dire, si T = (x,y), ||-r||2 = Max(|x[,|y]),

et ¥ la fonction caractéristique de P.
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11.1. - Proposition.-

Quelque soit (m,t) € ]N* x R ,
72 2 a
Q(Pn,t) < _Z_—J - la('l')l dt .
R e
—_

Démonstration :
——nousiration

. +% *
Soit ne R et ne NN

soit g : B2 —[0,1]Cc .

T = (x,y) —> ;(1)

x| .
a --Ln—)(l --I%l-) si Ilrll2 $n

=0 sinon .

est la fonction caractéristique d'une probabilité p sur ]R2 car,
8 q

d'aprés le théoréme de Polya, g(.,0) et g(0,.) sont les fonctions
caractéristiques de deux probabilités sur R .

De plus, |g| étant intégrable, p est i densité g définie par,

quelque soit € ¢ ]R2

1
g(g) = — “
4112

cos(<(),e) (1 - 12hy 0 - Laly 4y gy
{G,y)/|x|sn et |y|sn} y n n

or, si ||g]], 5;"— et |lt]l, s n,alors |<1,65] 52 Helly Hell, s 5 -
n
Done, grdce au théoréme de Fubini, si ||E,||2 s+,
6n
2
80 > Ly« x| X0 NCIEP H PR
4n [x]sn n [ylsn " 8n

2

Donc, quelque soit a ¢ R ,
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2
8n
P (Bla, +=)) '§ =5 I gla~z) P_(dz)
n 6n n2 niz n

2 ~
B [ , lxp(ci<na® g0 @ ar
n 47 R
< Wo|™ ar,
n” Iftl],sn

car, puisque |; x ¥ < |;|, l; x §*| est intégrable.

ul . .
11 ne reste plus qu'a poser t = — pour obtenir le résultat
6n
annoncé.

. 2
Cette proposition nous incite a étudier l'emsemble I = {t ¢ R /ol= 1)

11.2. - Lemme.-

Si I est de cardinal infini et possdde un point d'accumulation,
alors P est portée par une _dtoite D et I est un ensemble DU, au plus
dénombrable, de droites orthogonales & D telles que l'ensemble

{AND / A e D} ne posséde pas de point d'accumulation.

Démonstration : Supposons que 1 soit de cardinal infini et

posséde au moins un point d'accumulation L

1) |§| étant continue, I est fermé et, par conséquent, 7, € 1.

Il existe donc Ao C'.IR2 et a ¢ R tels que
P(Ao) =1

et, quelque soit X € Ao .
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<X, T > =a (2n).

*
Pour tout ne IN notoms T, un élément de I vérifiant

1
o< Uty = rally < -
* . . 2
Pour tout ne N il existe A C R et a e R tels que
P@A) =1
et, quelque soit x € An N

<x, 1> =a (27m).

w
Soit A= M A . Alors P(A) = 1 et, puisque P n'est pas une
n=0
mesure de Dirac, A n'est pas un singleton.

3 - - . k3 *
Soit X, et Xy deux éléments distincts de A et me€ NN tel

que
fo"o”l $ 2mm .
*
Alors, pour tout ne N ,
KX, T T = 0 (2n)
et, pour tout n 2 m ,
|<x1-xo , 'rn-1°>| < ||x1-xo||1 x ”Tn_To“I <2 .

Donc, pour tout n 2 m,

XyTX 5 T T > S 0.
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Soit x ¢ A distinct de x, et m' > m tel que
- ]
RS x°||1 < 2m'y .

Alors <x-x > =0
o’ Tml_To .

Donc x est sur la droite D passant par xo et xl car

m' 2 m. Donc ACD et, finalement,

P(D) = 1.

2) a) Si l'équation de D est y = ax+b , il existe une variable
aléatoire X a valeurs dans (R, BJR) telle que Z = (X,aX+b) soit de
loi P,

Soit Tt = (s1.52) un élément de I. Alors, puisque

) iX(s +as,)

ibs iX (s, +as
! ) ’ |E(e ! 2

d&) = E(ekz’p) -e 2 E(e 2

)N =1. )

Et toute la droite d'équation ay = -x + (s1+asz) est incluse
dans I. De méme, quelque soit 7' = (s;,si) ¢ I, toute la droite d'équa-

tion ay = -x + (s;+as§) est incluse dans I et

3 1 1
:Lx(s‘-O-as2

0
-

)
)|

| E(e (2)

Or (1) et (2) prouvent que les rapports s, +as, / s;+asé prennent

un nombre de valeurs au plus dénombrable.

Donc I est bien constitué d'un ensemble D, au plus dénombrable,

de droites perpendiculaires & D.

b) Si 1'équation de D est x =a , on remplace 2 par Y

telle que Z = (a,Y) soit de loi P et on montre que, si 1 = (51’32) €1,
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toute la droite d'équation y = s, est incluse dans 1.

3) Si 1'ensemble {4 ND / A € P} possédait un point d'accumula-

tion T(') , On pourrait construire une suite (Tt'l)nem* C 1 vérifiant ,

pour tout n € JN*, 't"ch et
o<ty -], <2
n o't n’

Et les arguments utilisés dans la premiére partie de cette démons—

tration prouveraient que, si D1 désigne la droite perpendiculaire 2 D

passant par 'r") ,
P(D') = 1.

Ce qui est impossible puisque P(D) = 1 et P n'est pas une mesure

de Dirac.
11.3. - Conollaine.-

2@ =o0.

Démonstration : Si toute partie bornée de ZIR2 ne contient qu'un

nombre fini de points de I , I est au plus dénombrable et AZ(I) = 0.

Sinon, I posséde au moins un point d'accumulation et le lemme
II.2. indique que I est un ensemble au plus dénombrable de droites.

Donc A2(I) = o.

On en déduit aisément la proposition suivante.
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11.4. - Proposition.-

Quelque soit t ¢ r* ,

lim Q(Pn,t) =0.
n+ o

. . . +% +%
Démonstration : Soit (t,e) e R x R

Pour tout a € [0,1], posons

L=tee®/ ltll, ¢ &% et 9] 2 1=a} .

Alors I

2
o " N I et AZ(I‘) = I 5 <t
ae]0,1] 36t

Donc, d'aprés le corollaire II.3. ,

lim 2% (1) = AZ(IO) 0.
a0
Soit n e ]0,1] tel que
2
2 n €
A°(T) ¢ = .
N7 g% 2

*
Alors, d'aprés la proposition II.1. , pour tout ne N ,

2.
a0 < 22

@™ ar
2 I!'TIIZS [

A

6t
2

o 12t

ol
w2 U e

(-n)" dr + I d’l‘]
1
n

< 8- +e/2 .

Ce qui permet de conclure car € est arbitraire.
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. . . . . 1
Nous allons maintenant établir la décroissance en Y vers O

de (Q(Pn,t))nem* dans le cas ot P n'est pas portée par une droite.

Dans le cas contraire, on se raméne aisément aux fonctions de

concentration sur IR et, d'aprés le paragraphe 1 , la décroissance

est alors en L .
n

11.5. - Lemme.-

* *
Si P n'est pas portée par une droite, il existe (to,B) e RV xr*
tel que, si ||1’||1 st
2
-81x] |2
W] se .
Démonstration : Soit ¥ : RZ — [o,]]c e la fonction

v — [9|?
caractéristique de la loi P' de xl - X2 .

Pour tout t e R , si “T”1 £t,

1 - ¥(1)

L]
Sy

2 (1 -~ cos<t,%x>) P'(dx)
R

oof =

I . < x>2 P’ (dx) m
x| e

. +* P .
Soit t, € R tel que la restricticn de P' a

A = {x/ ||x]|
to L 2t°

A

2}

ne soit pas dégénérée et tel que P'(At ) > 0.
)
Soit P" la loi de X;-X, conditionnec par {X‘-XZ €A .
[¢)
Soit T tel que lll’H1 st , C lecercle unité et

T
y=-———-
=11,
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Alors, d'apres (1),
2 5
Hl? e, )
o

8 R

T - ¥{1) 2 Al <1,x>2 P'(dx) = <y,x>2 P' (dx)
8 A 2

[s]
2 .,
Hell§ Praa )

- —=y'ry ()
8

ol T désigne la matrice de covariance de P" et y' 1la transposée

de y.

Mais, puisque P" n'est pas portée par une droite, quelque soit

yeC,

Lt, puisque y' Ty est une fonction continue de vy sur le

compact C , il existe o > O tel que, quelque soit y e C ,

y 'y2a>0.

Ce qui, avec (2), entraine, si l|-r||l st

<112 era, )
1~ ¥(1) 2 2 a>0 .
8

D'ol, si ||‘r||I s,

[ P'(At )
le(0)| < exp(- ° |13 .
16 i

@ P'A )
Il ne reste plus qu'a poser B = e .

16
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11.6. - Proposition.-

. . . + .
Si P n'est pas portde par unc droite, pour tout t ¢ IR , il

. +% . *
existe K e IR tel que, quelque soit ne W ,

Qe ,t) s 5.

Démonstration : D'aprés le lemme précédent, il existe

* *
(to,S) e RV x rY tel que, si ||1||.l g to ,
-8 [l]
W@ s e L
Alors, grice 3 la proposition I1.1., si t g —— » quelque soit n ¢ IN* »
o
2
L, o8] | |2
Q(Pn’t) N Q(Pnn —_) N '—2 I e dr
6t t, ||1||2st°
+o 2
5-%7(2111[ pe-an dp=§" x-:-l-.
t, 0 t, B

*
Et, si t > T quelque soit ne N ,

6t
o
2
2 -n8||]|
Q®_,0) < l‘—j . ! ar
n 2
m ”T||2~E
2
J12e 1
mB n

Le lemme II.5. permet également d'obtenir une majoration plus fine
pPour de petites valeurs de t. C'est l'objet de la proposition suivante ou

on reprend les conditions et les notations de la démonstration précédente.
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11.7. - Proposition.-

. i *
Si t g to » Quelque soit ne N ,

2
et /2

28n

Q@ ,t) ¢

- . - *
Démonstration : Soit t g to , ne IN et x¢€ ]R2 .

Soit g la densité et § la fonction caractéristique de la loi

1 0
normale centrée de matrice de covariance ( ) B
o 1

si llyll, <,

2
gly) 3 L eT/2
27

et, puisque |g| est intégrable, |g Y| 1'est aussi.

:2/2
Donc Pn(B(x,t)) $2n e [ g(x~2) Pn(dz)
[ lx-el st
2
t°/2 -1 -
<2 et /2 LZI P 1T, %> g(D ¥ @) dr
41° ‘R
2
R TL V2
§ — 2 e M(T)I dr
2% R
R dl
s [, em-zmen o g
27 R
2
et /2

A

2fn
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111 - CONCENTRATION SUR LES CONVEXES FERMES ET CONVOLUTION.-

Soit Q 1'application, appelée fonction de concentration sur les

convexes fermés de ]R2 , définie par :

E:bem*—-—+m*

(yt) —— Q(u,t) = sup w(C)
CcCt

oll, pour tout t € r" s Ct désigne l'ensemble des convexes fermés de ]R2

de mesure de Lebesgue t.

Si P est portée par une droite, il en est de méme de Pn R

* *
pour tout n € N . Donc, pour tout (n,t)e IWN x ]R+ ,
Qe ,t) =1 .

Dans ce qui suit nous supposerons que P n'est pas portée

par une droite.

Quelque soit t e r* , la suite (a(Pn't))ndN* est décroissante
au sens large car la démonstration figurant dans ([2], p. 165) reste valable

si on remplace les boules fermées par des convexes fermés.

Pour tout a € R’ , notons Ba 1'ensemble des bandes de ]R2 de

largeur «.

111.1. - Lemme.-

*
Pour tout a ¢ R’ , il existe 1(15 RY tel que, quelque soit

~

sup Pn(B) < 2
BeB,, Vo
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Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration

du lemme II.5.

Pour tout 6 € fo,rr], notons P0 et Pa les projections,
respectives de P et P" sur la droite D, passant par l'origine de mz
cos 6
et admettant le vecteur de composantes ) pour vecteur directeur et,
sin ©

pour tout a € R , désignons par a, le point (a cos 6, a sin 6) de 1R2.

[}

2 cos ©
Alors, pour tout 6 € [0,21:], o (Pg) = (cos 6, sin 8) I‘( )
sin @

est la variance de Pe" .

Or, quelque soit 8 € [O,Zn], az(Pg) > 0 car, puisque P"

n'est pas portée par une droite, Pg n'est pas une mesure de Dirac.

cos .
Donc, puisque [O,vr_-] est compact et (cos . , sin . ) I‘( )
sin .
est une fonction continue de 6,

A = inf o(Pg)>o,
ee[o,w]

Soit ae R . D'aprés le paragraphe I il existe K; >0 tel

*
que, quelque soit ne N,

sup Pn(B) = su sup P;n([z, z + ue])
BeBu be [g, ] che

K'
£ sup L x L
8e[0,7] o (py) v

x ’

A
> |3

A
/n

*
ol l’en désigne la puissance éniéme de convolution de Pe.
]
', _ Kl
Il ne reste plus qu'a poser l(1 T —_—
A
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111.2. - Propasition.-

+ . . .
Pour tout t e R , il existe K >0 tel que, quelque soit

ne W ,

= K
QP _,t) s —
n ¥n

Démonstration : Soit t € 1R+ . Posons
cl-1fce C, / diam(©) > 1} .

On montre aisément que tout élément de Cl est contenu dans un

elemen; de th .

D'aprés le lemme III.1. et la proposition 1I.6. il existe

: * * *
(K‘ ’KZ) e R” xR tel que, quelque soit ne N

’

6(1>n,:) =Max ( sup P (C) , sup?P (C))
1 ® 1 0
CeCt-Ct c:eCt

2

Max (Q(Pn,I) ,  sup Pn(B))

BeBZt
K K
< Max(—2 , -—]) .
n vn

Il ne reste plus qu'a poser K = Max(l(l,l(z) .

L'objet du dernier paragraphe de cet article est de donner une
autre vision de la dispersion de la puissance énitme de convolution de P ,
dans le cas ol P admet une matrice de covariance inversible. Il s'agit de
déterminer danq quelle mesure on peut augmenter, en fonction de n , la

valeur de la variable des applications Q(Pn,.) et 6(Pn,.) tout en

conservant des suites convergeant vers O,
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IV - CONVOLUTION, CONCENTRATION ET V.A. ADMETTANT UNE MATRICE DE COVARTANCE.-

P désigne maintenant une probabilité sur ]Rz admettant une

matrice de covariance inversible.

Nous supposerons, sans perte de généralité, que P est centrée.

V.1, - Proposdition.-

Soit Po absolument continue par rapport a )\2. Alors les
applications Q et <—2 , de Mb x RY , muni de la topologie produit de la
topologie de la convergence faible sur Mb et de la topologie usuelle sur
r* , dans r* , muni de sa topologie usuelle, sont continues en (Po,t) ,

quelque soit ¢t € R .

N.B. - Une étude plus compléte de la continuité de Q et a figure dans [5)

Démonstration :
1) Etablissons d'abord la continuité de Q(Po") et de a(Po,.).
Soit € > 0 ., Soit n >0 tel que B € Bm2 et AZ(B) §$ n entrainent

P (B S e .
0( )
a) Soit (t ) €N une suite de réels pos:.tlfs COnVergeant vers t .

Soit ng tel que, si n 2 L

]wtﬁ-n:i]sn.

Alors, si n z n
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lQ(Po,tn) - Qe .t )| < sup , I[P (B(x,t D) - P (B(x,t )|
xeR

<

<€ sup PO(B) £ €.
BeB]RZ

Az (B)<n

b) Soit (t ,tz)e:]R"xm+ tel que 05t2—t15n.

On montre aisément que tout élément de Ct contient au moins
2

un élément de Ct . D'ol, quelque soit C € Ct , si on note C' un
1 2

contenu dans C ,

élément de C
Y

P (C) - 5“’0"1) § P (C) - P (C') =P (cC') 5 ¢c .

Donc 0 5 QP ,t,) - QP ,t,) = w () - QEe)) <6
t

2

2) Soit (Pn)nem* convergeant faiblement vers P d'apres [2],

puisque P ne charge pas les frontiéres des éléments de C ,

lim sup an(C) - PO(C)I =0,
n+>+o CeC
Soit “n)ne'm une suite de réels positifs convergeant vers t

nn_ ,

€ > 0 . Soit noc]N tel que, si o

Soit

sup le,© -2 ©] <%

€
et la@ ,t) - Q@ ,t )] €5 .
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Alors, si n2> n

- o ?

IQ(Pn,tn) - Q(Po,to)l 3 |Q(Pn,tn) - Q(Po,:n)l + [Q(Po,cn) - Q(Po,co)l

A

scup IPn(C) - Po(c)l + [Q(Po,cn) - Q(Po,to)l

t
n

€/2 +e/2 =¢ .

A

La continuité de (-2 en (Po,co) se démontre de la méme maniére.

Nous allons utiliser cette Proposition pour démontrer le théoréme suivant.

Po désigne maintenant la loi normale centrée de méme matrice

de covariance que P.

V.2, - Théoneme.-

Quelque soit te RY

1) nii:: Qe , /nt) = Q(P_,t) et ;::. a(pn,nc) = a(po,:) .

2) Pour tout o e [:0, -;— [, lim Q(P_, n%t) = Q _,0) =0
- n o

et, pour tout q e [0,1[, lim Q(P_, n%t) = Q® ,0) =0 .
oo n °

*
3) Si P est une loi normale, pour tout ne N ,

t
QP ,t) = ¢, =)
n /a
= = t
et Q(Pn’t) = Q(P) ;) .
-
. *
Démonstration : Pour tout n € N , notons PY la loi
n
X, +...+ X
de Y = L
n

/n
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D'aprés le théoréme central limite, (PY ) % converge

n nelN
faiblement vers l’0 . De plus Po est absolument continue par rapport

a2 A~ puisque sa matrice de covariance est inversible. Enfin, pour tout

*
neN , P estlaloide /tTYn.
Soit t ¢ ]R+ .

1) Puisque Q(.,t) et Q(.,t) sont continues en P,

lim a(pn, va t) lim Q(By ,t) = Q(P_,t)
n

>+ n->+o
et lim a(pn , nt) = lim a(pY ,t) = a(po,:) .
n--+w N->+o n

2) Puisque Q et Q sont continues en (Po,o) ,

1 . . t
pour tout o € [0, -2-[, lim Q(Pn’ n®t) = lim Q, , W) = Q(Po,o) =0 et,
4w no nn

pour tout a € [0, l[, lim (-Q(Pn, n®t) = lim Q. , t_‘) = (-)(PO,O) =
N>+ n->4w a n°

L
o

- . *
3) Si P est une loi normale, pour tout ne N , Yn est de

A *
loi P. Donc, pour tout ne N ,

Qe _,t) = Q@ , =) = q®, &)
n Wk Ve
et c'z(Pn,:) = 6(1>Y ,t/n) = Q(P, t/n) .
n

1V.3. - Remarque.- Nous venons de voir que, si P admet une
matrice de covariance, sup{a > 0 / 1lim Q(P_, n®t) = 0} = 1 . Dans le cas
e D
contraire, on peut prévoir que, s'il existe, ce nombre est plus grand. Par

exemple supposons maintenant que la fonction caractéristique de P soit
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¢ (x,y) —» c!"l"'IYI » Alors P n'udmet pas de matrice de covariancy

puisqu'elle est le produit de deux loisde Cauchy et, si on note ﬁ la

X +.-.+X

fonction caractéristique de —--—-‘-l—---—

3,009 = A¢en® =l alrlyimlye g o
Donc, pour tout (n,t) € ]N* xR
- 2 -
QP ,n"t) = Q(p,¢) .
Et, finglement, quelque soit ¢ < 2 ,

lmQ(P , N %e) SQ(P 0 =0
n>+®

V- LE CAS_R",-

Les démonstrations des paragraphes précédents s'étendent a ]RN
pour donner les propriétds suivantes P désigne une probabilité sur &Y
qui n'est pas une mesure de Dirac. Spit m 1le plus petit entier naturel
tel que P soit portée par un sous-ensemble affine de '.IRN de dimension
m , alors, pour tout ¢t ¢ m* » la suite (Q(Pn.t))m:m* décroit vers O

1 = P - 1
——— = * r——
en 7 et, si m=N, (Q(P“,t:))m:]N décroit vers 0 en - .

D'autre part, si P admet une matrice de covariance inversible,

lim Q(Pn, n’t) = 0 » Pour tout o <-;—
Nt

et lim Q(P , N t) =0 , pour tout a <o
N+ 2
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VI - CONCLUSION.-

- %
Les nombres o = sup {a € RY / 1lim Q™™ o%t) =0,
o
nr4eo

a

. + . = % o . Ty

quelque soit t € R} et Bo = 1lim (QP o , N ) pourraient servir a
n->+o

caractériser la dispersion d'une probabilité P n'admettant pas de matrice
de covariance. Il serait donc intéressant de savoir si ces nombres existent
pour tout probabilité P et, si c'est le cas, de mettre au point leur

estimation.

Je tiens & remercier Arlette Lengaigne qui a dactylographié

ce texte avec soin et compétence.
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