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PERTURBATIONS DES DONNEES EN ANALYSE LINEAIRE DISCRIMINANTE
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REsumé : On étudie successivement les perturbations engendrées. par la
permutation des classes d'appartenance de deux unités statistiques, la
suppression ou le transfert d'une classe d l'autre d'une unité statistique
en analyse linéaire diseriminante. Dans chacun des trois cas on 8'intéresse
au comportement du pouvoir discriminant des facteurs em proposant des bornmes
aux variations maximales que l'on peut observer pour les valeurs propres.

Abstract : This paper is devoted to the consequences of some perturbations
of the data in discriminant analysis. Bounds to the variations of the
etgenvalues, which characterize discriminant power of the factors, are
suggested when two observations are exchanged from one class to an other
and when an observation is deleted or put in another class.
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0 - INTROOUCTION

On considére un tableau X regroupant les mesures sur p variables
d'un échantillon de base de n unités statistiques (u.s.) X; considérées
comme colonnes du tableau pour i = 1, ..., n. Un poids P étant attribué a

n
chaque u.s. (pi >0, & P; = 1), on associe aux variables du tableau la
i=1

n
matrice de variance V pxp définie par V =’Z1pi(x1-g)(xi-g)' avec
1=

n
g= L Pi%;- On suppose que 1'on dispose &galement d'une variable

i=1
qualitative y & q modalités qui permet de répartir les u.s. en q classes Cj,

j=1, ..., q. Chaque classe Cj est caractérisée par son poids Ty somme des
poids des u.s. qui la composent, et par son centre de gravité
g, = L T P; X;. On désigne par G 14 matrice pxq formée par les
i ToxEcC, 11

13
q centres de gravité gj, J=1, ..., get 1'on pose A = diag Ty Alors, si V
est supposée inversible, on sait que 1'analyse linéaire discriminante du
tableau X par rapport & la variable qualitative y peut &tre envisagée comme
1'analyse en composantes principales (A.C.P.) du triplet statistique

(G, V“l, A). Si 1'on désigne par B = ﬂj (gj-g)(gj-g)' la matrice de
J=1 -
variance interclasses, les valeurs propres de B V 1 caractérisent le

pouvoir discriminant des variables que fournit 1'analyse.

Dans un contexte probabiliste un certain nombre d'auteurs se sont
intéressés aux effets d'erreurs de classement dans 1'échantillon de base sur
1'efficacité de 1'analyse discriminante. Ces &tudes ont &té en général
traitées avec 1'hypothése d'une loi de distribution parente connue et dans
le cas de deux classes seulement. Sous 1'hypothése de normalité de 1'&chantil~
Ton de base J. Mc LACHLAN [5] s'est ainsi intéressé au probléme lorsqu'on
suppose que les u.s. ont initialement la méme probabilité d'&tre mal classées.
Considérant ce modéle irréaliste P.A. LACHENBRUCH [ 4] a repris 1'étude avec
des mod&les ol les observations qui sont les plus proches de 1a moyenne de la
mauvaise classe ont une probabilité plus grande que les autres d'étre mal
classées,



“)
.

Plus récemment T.J. O'NEILL [6] s'est intéressé & des problémes
similaires par le biais du maximum de vraisemblance pour des lois de
distributions générales de type exponentielle. La liste de ces travaux
n'est bien évidemment pas exhaustive.

Pour notre part nous abordons les problémes qui viennent d'étre
évoqués aans un contexte non probabiliste qui nous dispense d'avoir recours
4 des distributions théoriques sous jacentes aux données. Nous nous
proposons simplement d'étudier d'un point de vue algébrique les fluctuations
des valeurs propres pour des perturbations types de 1'échantillon de base
a savoir :

- le transfert d'une u.s. d'une classe a une autre.
- la permutation des classes d'appartenance de deux u.s.
- 1a suppression d'une u.s. de 1'échantillon de base.

Notre objectif est de prolonger les résultats obtenus en [ 1],
(2] et [3] en ce qui concerne la stabilité des valeurs propres dans 1'A.C.P.
classique ou 1'A.F.C. et de montrer qu'une procédure mathématique simple est
dans chacun des cas &voqués suffisante pour obtenir des bornes 3 la
variation des valeurs propres.

Nous espérons ainsi fournir & 1'utilisateur un outil lui
permettant, sans avoir besocin de réaliser une nouvelle analyse, de savoir
si certains types d'erreurs dans les données de base sont & méme ou non
d'influencer significativement les valeurs propres.

Nous commengons par présenter dans le paragraphe qui suit les
résultats mathématiques €lémentaires sur lesquels nous fonderons notre
approche puis nous appliquons ces résultats a chacun des trois cas de
perturbation qui viennent d'étre &voqués. Une illustration pratique est

proposée dans le dernier paragraphe a partir de 1'exemple classique des Iris
de Fisher.



1 = PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

Les valeurs propres d'une matrice carrée A d'ordre m seront

notées A, (A), i=1l,...,m avec A (A) > AZ(A) (A) Le produit scalaire
au sens d une métrique M de Rm sera noté < >M et 1a norme associée || IIM
Or utilisera la notation plus simple <,> et || || pour la métrique identité.

On a alors les résultats suivants :

Proposition 1 : Soient A et B deux matrices symétriques d'ordre m. Alors
pour tous entiers i, j, k de 1'ensemble {1, ..., m} vérifiant j+k < i+l
les inégalités suivantes, dites de Weyl, se trouvent vérifiées :

(1) A;(MB) < A;(A) + A (B)

(2) Apojay(A8) 2 rn-j+1(A) * Ak (B)
(3) Ay(B) + A (A) < A, (A%B) < A,(A) + AI(B)

On trouvera ce résultat en [7] par exemple. On notera que la
relation (3) n'est qu'un cas particulier des relations (1) et (2).

-Proposition 2 : Soient u et v deux vecteurs colonnes de ®R™ Yinéairement
indépendants et r, s, t trois réels vérifiant rt - 52 # 0. Alors la matrice
A=ruu' +s(u' +vu') +tvy' est de rang deux et ses va]eurs propres
non nulles s'expriment sous la forme Z [a ¢ //a - 4(rt-s )B] avec

a=r lul)? 42 s <+t [[v]]2 et 8= |ul}? {{v]I? - <uwl.

De plus si rt-sz < 0, ces valeurs propres sont de signes opposés
et si rt*s2 >0 elles sont de méme signe.

Preuve : Tout vecteur colonne w orthogonal & u et v vérifie Aw = 0. Ainsi A
est au plus de rang deux. Par conséquent tout vecteur propre associé & une
valeur propre non nulle A(A) de A est de la forme a u + b v, (a,b) € Rz,

et 1'on a :

Alau+bv)=(r(A) (au+bv)



En développant cette expression il est immédiat de voir que
A(A) peut étre considérée comme valeur propre de la matrice 2x2 suivante :

r |lu||2 + s <u,v> s I|v[|2 +r<uN>
s ||u||2+t<u,v> t ||v||2+s<u,v>
car les vecteurs u et v ont é&té supposés linéairement indépendants. Cette

derniére matrice est de rang deux car rt - s2 # 0 et les valeurs propres
s'obtiennent sans difficulté.

Corollaire 3 : Si A=uu' -w' ona:
1 2
A (A) = 3 Cul1? = [IvI1Z + (el ] [luevi]]

A (A) = SL1IZ = [IvITZ = usvl] | lu=vi]d

2 - TRANSFERT D'UNE UNITE STATISTIQUE D'UNE CLASSE DANS UNE AUTRE

Dans ce paragraphe on étudie le cas ol 1'u.s. k appartenant
initialement 3 la classe Ci est transférée dans la classe Cj. Cette modifi-
cation des données se traduit par la transfgrmation~du triplet statistique
initial (G, V'l, A) en un nouveau triplet (G, vl 4). Pour étudier les
variations des valeurs propres nous commengons par expliciter G et A par
rapport & leurs homologues initiaux G et A.

Ee nouveau tableau pxq G des centres de gravité des classes se
définit par G = (51, eees gq) avec :

9, =gy si 241 et L 4£]

~ 1 1
= [( I Py X )P X l= [ T.9: = P X ]
TPy X, e ci [ R ¢ TPy -5 k"k

[7a]
Py
)

- 1 1
9; = ———[( L Py Xg) + PX] = [ 7:0: + P X
3Ty K €, 2 %) * Pid = U759 KXk



La nouvelle matrice Z = diag nj des poids attribués aux centres
de gravité 52 ,2=1, ..., q, vérifie :

My =M ST L1 et LA 5, w, = ni-pk ,

[} i =Tt Py

J

I1 est immédiat de constater que g qui est le centre de gravité
des g, pour les poids m, reste le centre de gravité des §£ pour les poids
T, L= 1, ..., q. On a alors :

w0
i

Q . . -
= L m, (9,-9) (9,-9)'
g LR 2

q - - - o~ N
E=§ m(9,-9)(9y-9)" + m;(94-9)(9;-9)" + m5(9;5-9)(95-9)"
2#1,J

A partir des relations qui viennent d'étre explicitées comme
liant ;i’ ;j’ §i, §j & leurs homologues initiaux on obtient par un calcul
simple 1'expression :

B=B+[p/(my-p )] M, + [pe/(m5+p )] M (2.1)
avec
My = m5(95-9)(9;-9)" - my [(95-9)(x,~9) "+(x,-9)(9;-9) '] + py (x,-9) (¥, -9)"

My =-5(9;-9)(9;-9)" + 75 [(95-9)(x,-9) "+(x-9)(9;5-9) '] + Py (x,-9) (=9’

On voit donc en décomposant V™! sous 1a forme V™! = §'S' que 1a
matrice B V'1 a les mémes valeurs propres que la matrice symétrique :

S'BS=5'BS+lp/(np)] S M S+ Cop/(nytp )l 8" My s (2.2)



Comme on a Ty Py " n? <0 (car Py < "i) et - “jpk - n? <0 la
proposition 2 permet de voir que les matrices S'M1 SetS' Mj S sont chacune
de rang deux avec leurs deux valeurs propres non nulles de signes opposés.
D'aprés la proposition 1'expression des valeurs propres fait intervenir des
termes de la forme IIS'uIIZ, ||S‘v||2 et <S'u, S'v> (avec u = S'(g,-9)
pour £ = i ou jetvs= S'(xk-g)) qui ne nécessitent cependant pas 1a
connaissance de S puisqu'on a :

u'S S u=u vyl
vivly

Y
LISull

Y
Hs'vll

2
Hqu'l

2
V1121

v SS'v
<S'u, S'v=uSS ve=u V3ivecu, v =<, v>-l
En appliquant la proposition 1 & 1'expression (2.2) on obtient

une famille d'encadrements des valeurs propres de B V'l avec pour
restt s mi2 et m=1,..., p

AEVyea vl s Pk (s $) + —K_ 3 (M, 5)
m r TP S i 1rj+pk t J

On notera qu'en pratique les inégalités les plus intéressantes
sont pour m=1, ..., p les suivantes :

BV <n 8y pk A(S'HSS) + =t 2 (5'M,S)
m . T, +p 1

i Pk k
@BV saevly+ PR\ (sMS) + oK Py H(S'M;5)
m “m TPy P i T, +p


http://Vr.ll8

On notera encore : si p >3 pourm=2, ..., p

» (Bl < (BV'1)+min p"x (S'M;S) Pk (3'M;5)
m m-1 T5=P ’ "i+p 1

sipx»3pourm=1, ..., p-1

X 1 Py Py
AB VY 3 A (B Y )+max[1 kx(SMS),“pkA(SMS)]

-1.
)

et enfin : pourm=3, ..., p, sipz3 Am(ﬁ V'l) < A _o(B Y

pour m = 1, ..., p=2, sip >3 A (B viysa vl

m+2

Remarques : 1. On notera 1'importance du poids Py de X, par rapport au poids
total de sa classe d'origine C puisque si P est trés proche de Tss le
terme pk/(n1-pk) peut devenir trés grand. Les encadrements autorisent alors
ces variations importantes des valeurs propres ce qui parait intuitivement
tout & fait logique.

2. I1 est possible de donner une autre formulation au probléme
én écrivant :
S'BS=SBS+S'N, S+ §'N;S (2.3)

avec : - - .
5 = my(95-9)(g;-9)" - m;(95-9)(9;-9)

=
[

= a1 q - ‘--- ! - . P 2= !
Ny = 75(95-9)(9579)" - m3(94-9)(95-9)
Alors en posant pour £ = i,j

~ ~ 2 2
ag =M ng‘gllv'l =Ty ng'gllv'l

by = |1V} (§5-9) + /7 (9,-9)|1y=1 |1/} (g,-0) - /7,  (gg-9) | ]y-1



Le corollaire 3 permet de voir que :

AL (S'NGS) = % (3,3,) A (S'N,S) = 3 (2,°,)

et Ar(S'N£S) 0 r=2,...,p-1

En appliquant 1a proposition 1 & la relation {2.3) on obtient
alors & nouveau une famille d'encadrements. Ces derniers, & 1'inverse des
précédents qui ne faisaient intervenir que des paramétres du triplet

initial (G, v, 8) nécessitent Te calcul de §i, §j, m. et ;j‘

3 - PERMUTATION DES CLASSES D'APPARTENANCE DE DEUX UNITES STATISTIQUES

Soient X, une u.s. de la classe Ci et X\ une u.s, de Ta
classe Cj avec 1 # j. On se propose ici d'étudier le comportement des valeurs
propres lorsqu'on transfére 1'u.s. X, dans la classe C. et 1'u.s. X dans
la classe Ci‘ La démarche adoptée est analogue & celle du paragraphe précédent.
La matrice de variance V n'étant pas affectée par 1a modification envisagée,
le triplet statistique (G, V'l, A) se trouve transformé en un triplet
(E, V'l, Z) dont nous allons exprimer les éléments G et A en fonction des
paramétres initiaux.

La transformation de A = diag ™. en A= diag ;r se caractérise
pour r =1, ..., g de 1a maniére suivante :
T.=m, sir Fietr#j, M=+ (pk°p2)’ o= wj-(pk—pz)

Le nouveau tableau pxq G des centres de gravité des classes se
définit par G = (91’ cees aq) avec pour r = 1, ..., q :

9, = 9, sirfdietr#j

~

gi-

[
= llp—a
~
—
™
o
«n
x
©n
N
o
>
=
©
+
b=l
=~
x
=
—
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~ 1
g =.§T N E .. Pg Xg) = Py Xy * Py Xg)

E~:T3E:E—T [nj 5Pk *t Py xgl

La nouvelle matrice 8 de variance interclasses s'exprime comme
it suit

. 9. L
B - r£1 1.(9,.-9) (9,9}

= B+ T,(9;-9)(94-9)" - 3(9;-9){(g;-9)" + 7;(3;-9)(5;~9) ' ~7;(9;-9)(9;-9)"

En posant y = pk{xk~g) - pﬁ(x ~g) et en utilisant les expressions
de “1' g1 et nJ. g. qui viennent d'étre données on obtient facilement
1'expression Suivante pour B:

BE=B+ i;;T%;:EET M1 + EE:T%;:EET Hj
avec :
My = yy' + mil{og-g)y' + y(g4-9)'3 - mi(p-p,)(95-9)(g4-9)"
My = yy' - mllgs-a)y" + y(9;-9)" ] + my(py=p,)(94-0)(g;-0)'

Afin de pouvoir ensuite utiliser la proposition 1 on raisonne sur
la matrice symétrique S'BS (avec vl 35') qui a les mémes valeurs propres
que B viet1onac:

1 1 1 !
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La proposition 2 donne tous les renseignements nécessaires a la
connaissance des valeurs propres des matrices S'M S pour r = i,j lorsqu'on
1'applique avec u = S'y et v = §' (g -g). En ce qu1 concerne S M Son
constate d'aprés la propos1t1on 2 que les deux valeurs propres non nulles
sont de signe opposé puisque :

“m(BePy) = T = oM L(mpg) + B <0 ((miepy) > 0)
I1 en est de méme pour S'MjS puisque :

Ti(Ppy) - 15 = omy [mop) + Bl <0 ((myopy) > 0)

D'autre part comme dans le paragraphe précédent on peut remarquer
que les expressions des valeurs propres de ces deux matrices, telles qu'elles
sont données par la proposition 2, ne font pas intervenir S mais seulement
vl au travers du produit scalaire <,>,-1 et de la norme || ||v-1 qui lui
est associée.

Par application de la proposition 1, on obtient une famille
d'encadrements analogues dans leur forme & ceux du paragraphe précédent et
que nous ne détaillons donc pas.

On notera qu'en pratique les poids des u.s. sont généralement
pris tous &gaux & 1/n. On a alors Pp =Py s 8 est alors invariant (Z = 4)
et i1 en résulte des simplifications dans les expressions notamment pour
Mi et Mj dont le troisiéme terme disparaft.

4 - SUPPRESSION D'UNE UNITE STATISTIQUE

On é&tudie ici les conséquences de la suppression d'une u.s. Xg
qui appartient initialement & la classe Ci. D'un point de vue mathématique
ce cas est plus complexe & étudier que les deux précédents puisque la matrice
de variance V est affectée par la perturbation, si bien que le triplet
(G, vl A) se trouve transformé en un triplet (G, vl 4). Comme dans les
deux paragraphes qui précédent nous commengons par exprimer les &léments du
nouveau triplet en fonction de ceux du triplet initial.
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On note tout d'abord que les poids des u.s. différentes de Xo
doivent é&tre normalisés par le coefficient (1 - p&)'1 de maniére & c¢e que
leur somme reste toujours &gale & 1'unité. Aprés suppression de Ifu.s. Xy
1e poids initial Pk d'une u.s. Xy avec k # 2 se trouve donc transformé en
P = P/(1-py) et 1'on a bien

n .
o kT
k#2

11 est alors facile de caractériser la transformation de

A = diag T en A= diag ;k' On a pour k=l,...,q k#i

~ ~ -1
m= L p;=(1l-p) £ ops o= m/(1-py)
k J 2 J 3 3
x5 € Cy x5 € Cp
et
~ ~ -1 Ty =Py
o= I ps=(1-py) I T
T ox.ec, I Yo ec, 9 Pe
i iC
J#L J#2

Le tableau G des moyennes se trouve transformé en un tableau
G2 (gys oons ﬁq) qui se définit de 1a maniére suivante :

pour k =1, ..., ¢ k#i

lep, p

~ 1 ~ J 1
gk_:n_ T PiX; = T .r__.x = —— I pP:X. = ¢
37 ™ P, J 0w 373 k
T X €C k X; €C, "2 k X3 € Cp
et
1-p P
~ 1 ~ [ I N 1
g; = =— L PiXy = ———— = X. = - T P:X.~P X
P xg €6 I3 TPy X €C; T-p, "3 mpy [xj ec, JI7* ‘]

) i # %
ER J

= L1 .
= wpy LM% T P



La matrice de variance se trouve transformée pour sa part en
V définie par :

q
z

V=L p(x,-9)(x,~g)' avec g= £ px, =
k=1 Kk k */. L S

k=1
k#L k#2

™ Ik
et 1'on peut écrire en utilisant le théoréme d'Huygehs :

N P ..
V= T:%I V- T:%Z (x4-9)(x,-9)" - (9-9)(g-9)'

- P
En remarquant gque g-g = I:%— (xz-g) on obtient alors facilement :
L

1

_ P, .
Ve T:BZ'[V " T, (x4-9)(x,-9)']

On suppose qu'aprés suppression de 1'u.s. Xe 1a matrice de )
variance reste inversible ce qui sera vérifié si pz(xl-g)' V'l(xz—g) ¢ 1-p2
puisqu'on peut alors écrire :

il (1-p2)[v‘1 + ¢, V(xg-0) (x,-9)' v71 (4.1)

oﬁ'cn désigne le coefficient défini par :
-1
¢y = Py / [1-pypo(x,-9)" V7 "(x,-9)]

Aprés avoir exprimé les &léments 5, V'l, A du nouveau tripiet en
fonction des paramétres initiaux nous allons étudier le comportement de la
nouvelle matrice de variance interclasses
- L
B = El "Tj(gj‘g)(gj‘g)

J

Par une nouvelle application du théoréme d'Huygens on obtient :

A L
B = 551 m5(95-9)(g4-9)" - (9-9)(9-9)'
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so0it compte tenu de 1'expression des Ej et des §j i=l,....q

- T.=p o U
_ 1 i "8, - alt - 1 - cal'al dan LW
B = T, B + T, (95-9){(94-9) 5, (94-9)(94-9)"-(9-9)(g-g) (4.2)
ida "i‘pl pe 5 ' - Y
Considérons A = T, (94-9)(94-9)" - (9-9)(g-9)
- . p
On obtient sans difficultés (a-g)(g-g)' = (T:&—)2 (x9-9)(xg-g)"' et en
iy 4 ' iz ™ 1 Pg . ~ ~ ,
utilisant 1'é&galité g; = ?F"_'["igi'pzle on peut écrire (gi-g)(gi-g) sous

:=p
1a forme : 174

2
T3

TP
(9:-9)(95-9)" = ——% [(g:-9)(X,-g)" + (X,-9)(g;-g)']
(“i_pz)i i i ("1'Pz>2 i L 2 i
2
+ ————zp" (x,-9) (X, -9)"
("i-pl) * o

On obtient alors pour A 1'expression

2
1 . L ' '
m}-(pm (9;-9)(g;-9)" - T‘H‘_PL;TTTJ [(95-9)(x,-9) "+(x,-9) (9:-9) ']

py(1-m;)

+ ———————— (%4-9)(x,-9)"
("i'pz)(l'pz) . .

n% "i TPy
En utilisant la décomposition 75 TS + T et en
(m5-pg) (1-p,) po (TP )U%p,
revenant & 1'expression (4.2) on obtient en définitive :
Beqlo(B+—1— 0] (4.3)

1-py Py



.15.

avec

D = m:py (9579)(94-9) " - miPy [(94-9)(xy-9)"+(x,-9)(94-9) ")

pi (1'“1 ) ,
YT, (%5-9)(x,-9)

En décomposant V! sous 1a forme V! = R R' on voit que B -l
a les mémes valeurs propres gue R' B R qui est symétrique et s'é@crit d'aprés
(4.3) sous 1a forme :

~ o~

Bt - 1 ot 5 1

TPy

R'DR] (4.4)

L'application de la proposition 1 @ 1a matrice symétrique R'B R
nécessite la connaissance des valeurs propres de R' B R et R' D R que nous
allons successivement étudier.

Etudions tout d'abord Tes valeurs propres de R' BR qui sont
identiques & celles de BRR' = BV ™! = (1-p,) [ Bv 1+ Cy BV'I(xz-g)(xz-g)‘V'l]

Décomposons & son tour B sous la forme B = SS'. On voit que

1 a les mémes valeurs propres que la matrice symétrique :

BV
X il S = v oyl v oyl v oy-l
= (1- py) (s'v's+ Cp S" V7 (xp9)(x,-9)" V7S]
d laquelle on peut donc appliquer la proposition 1 ce qui donne pour r=1,...,p
et t et s vérifiant t+s < r+l
BIRD 1y~ - 1 -1
A(RBR) < (1-py) [AL(SVEs)e, A (V7 (x,-0) (x,-9)" V715)]
et
=ns el -1 -1
Apers1(R'BR) > (1-p) L Aoot1(SV7S) + € Ay (S'VT(xy=9) (x,-9) 'V 77S)]
compte tenu du fait que A (R'8R) = A (8V7) = (s'V7ls)

I1 est immédiat de constater que S'V'l(xz-g)(x2~g)'V'IS est de
rang un et que sa valeur propre non nulle est égale & (xz-g)'V'IBV'l(xl-g).
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En pratique les inégalités précédentes se raménent alors aux
expressions suivantes :

M) e AT A8V € (o) VTR (xp79) (4.5)

et
A(8V7Y) < (1opy) A (BVTH) pour r 3z 2

Examinons & présent les valeurs propres de R'ODR. Elles se
déduisent de la proposition 2 avec :
. P% (1‘"1) ~ -~
PETPy S E TP o, b= T, u=R'(g;-9) , v = R'(x,-q)
2 TP (T . -
Comme rt-s” = -—1—:—5;——- <0 on en déduit que A,(R'DR) > 0O et
A (ﬁ'Dﬁ) < 0, les autres valeurs propres étant nulles. On remarquera qu'il
est possible d'exprimer ces deux valeurs propres uniquement & partir des
éléments du triplet initial (G, V'l, A) et que les expressions ne nécessitent
par la connaissance de R mais font intervenir le produit sca1aire <,>V-1
et la nonne.ll.[lv-l. On utilise alors la relation (4.1) entre vl

et V71
pour exprimér <,>>-1 et ll.Ilv-l.

Enfin J'app]ication de la proposition 1 & 1a relation (4.4)
permet_d‘obtehir pour r+k s ml m=1, ..., p:

1
Ti7Py

A (BT T;%Z[xr(B_Q'l) + A (R D R)]

1
7P,

. g vl 1 S5-1, . P
e (B V) >1_—p; [xp_m(s VY o+ Ap-ks1(R'D R)]

En pratique cempte tenu de (4.5) on remarquera principalement
les encadrements suivants : pour m=1, ..., p
A BV «a BV + ¢, (xo9)" VB Y (xog) + e A, (R'OR)
m S Aple ¥ g V%790 A & [P B!
. (4.6)
5 48 =1 . -1 1 . (R'DP

obtenus pour r =m et k = 1.
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On notera aussi si p >3
mx2 A (B e (8 « ¢, (x,-9) VB Y H(x,-0)
pour > m S Am-1 % % 9). 3 g
pourm>3 A (B <2 v (4.7)

au-1 -1
pour m < p-1 Am(BV ) > Am+1(BV )

Les inégalités (4.6) ont 1'intérét de donner un encadrement de
ta m-iéme valeur propre de B V'l d partir de la m-iéme valeur propre de
B V'l. Elles peuvent cependant étre assez lourdes & man1pu1er d cause des
expressions de X (R DR) et de A (R DR) Aussi lorsque X (BV ) sera assez

proche de A, 1(BV 1) ou de A 1(BV 1) il pourra étre p]us intéressant
d'utiliser 1es inégalités (4 7).

5 - ILLUSTRATION DES RESULTATS

Nous présentons, & partir de 1'exemple classique des iris de
Fisher, une illustration des encadrements des valeurs propres en ce qui
concerne la permutation des classes d'appartenance de deux u.s. et la
suppression d'une u.s.

A) Présentation des données

Les données sont constituées par un ensemble de 150 iris
répartis en 3 groupes et pour lesquels on a mesuré quatre variables :
longueur et largeur des sépales, longueur et largeur des pétales. Les trois
groupes sont d'effectifs &gaux (50 iris) et chacun correspond & une variété
particuliére : variété setosa pour le groupe 1, versicolor pour le groupe 2,
virginica pour le groupe 3. Les iris de chacun des trois groupes sont repérés
par un numéro compris entre 1 et 50. L'analyse linéaire discriminante a &té
réalisée en utilisant le programme MAHAL 3 de la bibliothéque ADDAD, elle a
conduit aux deux valeurs propres non nulles : 1(BV'I) = 0.970 et

(sv'l) 0.222 respectivement associées aux vecteurs propres :

= (0.039, -0.027, 0.049, -0.0145)
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et
up = (0.083, -0.193, -0.253, -0.002)

Le tableau 1 donne les coordonnées de chaqué iris sur les
facteurs discriminants.

B) Permutation des classes d'appartenance de deux unités statistiques

Nous nous proposons ici d'illustrer les résultats du
paragraphe 3. D'un point de vue pratique le poids de chaque iris est pris
égal & 1/n (n=150) ce qui entraine certaines simplifications dans la
formulation des encadrements. Pour deux u.s. k et L quelconques on a en
effet : P = Py = 0 et la relation (3.1) prend alors la forme :

e L 1 1
s'Bs =58 S+;—i~S'MiS+“—jS'MjS
) 1
avec : y= ﬁ'(xk - xl)
My = yy' + mil(gy-9)y' + y(94-9)']

=
"

j =yt - omyle;-e)y + ¥(95-9)']

On obtient donc en définitive :
T - ] ) 1 1 ] 1 - ] - ]

S'BS=S'BS+ (F? + igq S'yy's + S'(g; gj)y's + S'y(9; gj) S
I1 est commode de désigner par A la matrice

1 1 ' i - i -

(ﬁ + ;3) S'yy'S + S'(g4-9;)y'S + S'¥(9;-95)'S
On obtient alors les encadrements :

2B+ ) € A BT € AT+ ag(a) (4.1)



GROUPE VIRGINICA

GROUPE VERSICOLOR

TABLEAU 1

.19,

GROUPE SETOSA

! FACTEUR 1 ! FACTEUR 2 ! FACTEUR 1 | FACTEUR 2 ! FACTEUR 1 ! FACTEUR 2 !

P ONN TN AN MrANOMrdrd OO WWNW AT O
ONDNODODVANDVUTWMNOANINMOONWVIDINMT N WWN W
NROOTRTOFTNTANOOD At MONMNON MO0 Wr.OmM

09

DONE N A DA FTAOUNNVN AR NN TN ONAMOINONNDO
ANANNFIAUMWOINANANMUDADUNNMON AT OO MN M N OO O
DONOQONONIONONONONMNMONNRNNDONONHALAODOONVNO

v e e s e e
OHOHOrHMOOO—OMOMOOORNOFNO000000~00Q 000000 ~—100O0—
[ DR T N N R N 2 T TR O T T T O O IR TN D NN I IO TR TN T IR N O O R T N O N DO DN O N N I L B L B ¢

WMW—O — e~
NUODANOST MO NO 0 G T
D10 OO ~— 0

Q

et aaes s mas s =S S mm et mm® mr® w—e mm® Ae® MO we Wes Wms TmE m® W@ WnE mmE mmf —m® MeS mee 4my =8 Wms mms ——d WS w=e 0 mes

NSO ONONOD~NMFNONONOANMIUNONONOANANMNMTOVONONOANMOTONOONO
At A A A A R A NN NNNMNNNNNONOMOOOOOOOISIISSTT I TN

—. —p s amo Am® mmg Amp s AmE muE CmE =y AP e s TmE O S mmd mmu wm§ LS Mg TS A® Ams 8 et AmS mF wm$ P =t —mf el Wm$ Ml EmO SmF md wmd —=d = T = w—§ Wn) WS 0~y mmg




.20.

avec : AI(A) = % (o + /az + 4 B)
A(A) = 3 (- A+ g
et
ol L1 2. ) )
a = (ﬁ"'ﬁ) H.‘/Hvl+2<gi gj’ .V>v1
2 2
B = lI.vII\Z,-l Igg-g511y=1 - <g3-955 y>y-1

Pour tester la précision de ces encadrements nous avons procédé
de la maniére suivante : une procédure de tirage au hasard nous a permis de
choisir deux groupes parmi les trois en présence puis une u.s. dans chacun
de ces groupes. Nous avons alors &tudié le comportement des inégalités
(4.1) pour la permutation des deux u.s. retenues. Aprés avoir répété 200 fois
1a procédure i1 est apparu que les encadrements restent en général d'ampli-
tude relativement faible ce qui traduit une bonne stabilité de 1'analyse par
rapport au type de perturbation mis en oeuvre sur les données. Le tableau 2
qui suit propose en illustration les résultats correspondant aux 25 premiers
tirages au hasard. Pour la permutation de chaque couple d'u.s. i1 donne Tes
bornes inférieures m, et supérieure Mi proposées par les inégalités (4.1)

i
en ce qui concerne 1a variation de la valeur propre i (i = 1,2).

Pour certains des 200 couples d'u.s. retenus par la procédure
les encadrements apparaissent comme é&tant un peu moins précis. I1 nous a
semblé intéressant de vérifier si cette performance moins bonne dans
certains cas &tait en rapport ou non avec une variation effective des
valeurs propres. A cet effet nous avons calculé ces derniéres de maniére
exacte pour certaines situations correspondant 3 des encadrements apparemment
moins précis que 1'ensemble. Pour Ta permutation de chaque couple d'u.s. le
tableau 3 donne les nouvelles valeurs propres Ai(a V'l) (1=1,2) ainsi que les
bornes inférieure m; et supérieure Mi proposées par les inégalités (4.1).



.21.

TABLEAU 2

ﬁl M M T MO O NN OO N O OO Y NN
o~ N M MM T N MO T Ot O F OO NN TN ™M
= N NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN
. . e . D S S .
O O O O O 0O OO O O O O O O OO0 O O OO0 O 0 0O OO Oo
QO W O = F NN M W N F Y 0D~ OO W O WD
o~ W O N O O O N W O N M W ™M ré 4 0 4 O N O O O v~ 0O rmit
E 1211211111111121211111112
O O O 0O 0O O O O O O O O O 00 O 0O 0O 00 OO O OO
ot N e N0 M N O DO O NN NO O O
~ I~ 00 O 0 © 9 O ~ 0 O & 00 0 W O I~ OV 00 W O I~ N & © ~
= D OOV O O Gy Oy Oy OY W OO Oy O Oy Oy O Oy O OOy b2 O & Ov
. e e e e e e e L T S S G4 B
O O O O = O O O O O O O O O O 0O 0O O O O OO O OO
ﬁ..l.l.!lllllllII.llllI...l|.|.I.I.l.l.l.l.l.'.I.I.l.|.l.|.|.l.|.|.....|.|..l.|.
W I~ 0N O O —~ MO ~N N W O WO A M N WO S O N ™M
—t =W N MW SN N O AN W MW e N NM WY MW
1= O Oy 00O Oy O OY O O O) O €O OV €0 €O O OV OV O a0 GV OV O €O O O
e e e e e T T T L R S T OO -Ad 4 .
O O O 0O O O O 0O 0O 0 O 0O O OO0 OO0 OO0 O OO O OO
@
[%2] Q.
E W N MMM OMMm O N MO NNMMm MO NN MmN O MmN M
=1
=2 L&)
=
o
w
a- ‘
v 0 MV O DM~ DWW N O NI O 00 0D O — N O O
= 5 T <ttt MO ™ ~ T M At A OO NT 0N S N
7]
B | o e e e e e e e e e e s e b st e w4 e 4 e s v e e s b s s s s e m—e mt e —o —n ams m—t e
o 3
R
= a .
@] w 1212221122111121211212112
—
— j &
< | &
o
—
.
—
=
w 7] N O W N O ~NN 0 MW N O 0O AT O W~ O O N
o - <t - N ~—~ - O T -4 NN —t -~ ™M
— =
s v e e e et e e emt e e e ot e e 4 e e b e e e e et e e s 6 e s mmt —me e —ms ——t oot ——s b ot et s s mme o




TABLEAU 3
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!
Permutation E IDENTIFICATION DES U.S. PERMUTEES
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La lecture de ce dernier tableau améne un certain nombre
d'enseignements dont les principaux sont les suivants :

I1 apparait tout d'abord que la variation des valeurs propres
consécutive & la permutation des classes d'appartenance de deux u.s. peut
étre plus importante qu'on ne pourrait 1'imaginer compte tenu de 1'effectif
assez grand des u.s. Ainsi en est-i1 de la premiére valeur propre pour les
permutations 5, 6, 7, 9, 12, 13 et de la deuxiéme valeur propre pour les
permutations 2, 3, 4, 8 et 11. L'amplitude assez "importante" de certains
encadrements se trouve donc justifiée par une variation en rapport de 1'une
ou 1'autre des valeurs propres.

Les encadrements donnent une idée assez exacte des variations
maximales qui peuvent &tre observées. Ainsi, sur les 200 répétitions de la
procédure, 1a borne la plus faible a &té obtenue avec la valeur 0.848 ce qui
est relativement proche de 1a diminution maximale effectivement enregistrée
pour la premiére valeur propre avec 0.879. De méme la valeur extréme de
M2 = 0.277, que 1'on note pour la permutation n® 3, donne une bonne idée de
1'augmentation maximale de la deuxiéme valeur propre qui est enregistrée
avec 0.267.

L'amplitude des encadrements semble &galement un bon indicateur
pour orienter 1'utilisateur vers des couples d'u.s. pour lesquelles
1'appartenance aux classes initiales présente un caractére déterminant sur
les valeurs propres. Dans cet esprit on note par exemple & partir des
permutations n® 5 et 8 que le passage de 1'u.s. 33 du groupe 3 au groupe 2
a tendance & diminuer Te pouvoir discriminant du premier facteur tout en
augmentant celui du deuxiéme. Une remarque analogue peut étre formulée en ce

qui concerne 1'u.s. 2 du groupe 1 et la diminution de l1a premiére valeur
propre.

A coté de ces aspects positifs on notera cependant un inconvénient
1ié & la structure théorique des encadrements qui est la méme pour les deux
valeurs propres. Il en résulte que pour une permutation donnée entrainant une
variation sensible de 1'une seulement des valeurs propres, ce sont les enca-
drements correspondant aux deux valeurs propres qui réagissent simultanément ;
1'un seulement correspond alors 3 la réalité.
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Pour expliciter ce point de vue considérons par exemple la
permutation 11. D'aprés la relation (4.1), Al(A) se doit d'étre suffisamment
grande pour répondre & 1'augmentation de la deuxiéme valeur propre (et 1'on
obtient une borne M2 précise), mais i1 en découle une mauvaise précision
pour la borne M. La méme remarque peut s'appliquer @ la permutation 5 : la
valeur propre Ap(A) répond & 1a diminution de la premiére valeur propre avec
une borne my précise mais elle induit une borne m, qui n'est absolument pas
représentative de la deuxiéme valeur propre. Cet aspect a déja &té souligné
en [2] dans le contexte de 1'A.C.P.

Pour conclure d'une maniére plus ponctuelle ces commentaires
on notera que compte tenu de la valeur initiale de la premiére valeur propre
la borne M1 dépasse parfois 1'unité. On peut bien évidemment la ramener dans
ces cas & 1 puisqu'on sait qu'en analyse linéaire discriminante les valeurs
propres ne peuvent dépasser cette valeur.

C) Suppression d'une unité statistique

Nous avons ici calculé les encadrements qui correspondent & la
suppression de chacune des u.s. et dont la formulation est donnée & la
relation (4.6). Comme i1 serait fastidieux d'en fournir la liste exhaustive
le tableau 4 donne seulement ceux correspondant & la suppression des u.s.
n® 1 & 15 de chacun des trois groupes, ce qui est suffisant pour avoir une
idée générale de leur précision. Les bornes inférieure et supérieure & la
variation de la i-iéme valeur propre sont comme précédemment désignées par
m; et M, (i=1,2).

L'examen du tableau 4 (qui constitue un extrait assez représen-
tatif de ce que 1'on observe sur 1'ensemble des 150 u.s.) met en évidence
que les encadrements (4.6) sont en moyenne d'amplitude inférieure & ce que
1'on observe dans le cadre de la permutation des classes d'appartenance de
deux u.s. Cette précision des encadrements semble plus spécialement marquée
pour les iris du groupe 2 ce qui peut s'expliquer par la position centrale
de ces derniers sur les facteurs princibaux initiaux.
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Si les bornes obtepues révélent une bonne stabilité de 1'analyse
par rapport d la perturbation étudige, i1 est toutefois intéressant comme au
paragraphe B) de les confronter aux variations réelles des va]eurs propres.
Pour ce faire, nous avons calculé les nouvelles valeurs propres correspondant
d la suppression de certaines u.s. pour lesquelles les encadrements semblent
moins précis. Les notations étant celles du paragraphe 4 le tableau 5 donne
pour chaque u.s. x, supprimée les valeurs de C, |[x,- g|| de X (R D R) et
A (R ] R) (qu1 1nterv1ennent dans 1'expression de (4.6)), les va1eurs
propres A; (B v ) (i=1,2) ainsi que les bornes m; et M correspondantes.

L'enseignement principal qu'apporte ce dernier tableau réside
dans la stabilité des valeurs propres par rapport & la suppression d'une u.s.
puisque toutes les variations sont d'amplitude inférieure & 0.01. Les
encadrements traduisent bien dans 1'ensemble cette précision, ils semblent
toutefois moins précis pour les u.s. des groupes 1 et 3 puisqu'ils autorisent
une variation moyenne des valeurs propres de 0.03. En ce sens il sont peut
étre un peu moins pertinents que ceux du paragraphe B). La précision est
toutefois toujours suffisante pour signaler 3 1'utilisateur que 1a suppression
d'aucune u.s. n'est & méme d'entrainer des fluctuations sensibles des
valeurs propres.

6 - CONCLUSION

IT nous semble possible parmi d'autres interprétations de
considérer les perturbations étudiées comme le résultat d'erreurs dans la
saisie des données : mauvais codage de la classe d'appartenance d'une u.s.,
inversion des codages de deux u.s., non prise en compte involontaire d'une
u.s. D'un point de vue pratique les résultats obtenus permettent alors de
chiffrer la variation maximale qui peut en résulter sur les valeurs propres.
L'exemple traité montre que la précision des encadrements est assez bonne
pour pouvoir effectivement intéresser 1'utilisateur et le guider vers des
u.s. jouant un rdle déterminant sur les valeurs propres.
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En ce sens les encadrements proposés nous semblent pouvoir
prendre place dans la liste des aides & 1' 1nterpretatxon qui permettent au
statisticien d'analyser ses résultats. 17 est enfin intéressant de remarquer
que dans les trois cas étudiés la perturbation se traduit en terme de matrice
de rang 2 d'une forme bien particuliére ce qui unifie 1'approche et la
replace dans le contexte général des travaux effectués en A.C.P. sur le
méme sujet.
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