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TEST ET ESTIMATION POUR UNE CLASSE

DE PROCESSUS BIDIMENSIONNELS

par Ph. PICARD
Université de Lyon | - Département de Mathématiques

=~ -

RESUME : Pour un processus de naissance bidimensionnel 3 générateurs infinitésimaux de rapport
constant, la théorie des martingales fournit, relativement 3 divers temps d'arrét, des relatioas
remarquables assez simples. On utilise ici ces relations pour résoudre plusieurs problémes de
test ou d'estimation, lorsque la collecte des données est réalisée de fagon continue et en

accord avec les temps d'arrét considérés.

1 ~ INTRODUCTION

Nous considérerons la classe C des processus de naissance bidimensionnels (X:’Yt)t >0
pour lesquels les générateurs infintitésimaux Aij(t) et “ij(t) sont dans un rapport constant.
De fagon précise, (xt'Yc) est 3 valeurs dans Nz, a trajectoires continues 3 droite, et, pour
At > 0

(Aij(t)+e‘)At si  i' =i+, j' = j
(uij(t)+ez)At si i' =i, j' = j+l

- = 3! = 3! =1 231) =
A=) PRegpe = 2¥ape = 377X =0Y=0) =0 Oy (OB si i =i, §' =

€, At si i'<i ou j' <
ou i'-i+j'=j > 1
avec des €. POUT T = t, 2, 3, 4, de somme nulle et infiniment petits avec At (et ce unifor-
mément en i, j, t), tandis que les Aij(t) et uij(t) sont respectivement de la forme Af(i,j,t)
et pf(i,j,t) pour des \ et p constantes positives et f : N x N x R, +R,. Cette fonction £

sera prise continue de sa derniére variable (uniformément en i, j, t), er vérifiant
(1-2) vtz20, E{f(xt,Yt,t)} <+ o

On suppose de plus données les valeurs initiales X, et y .
Une application intéressante de ces processus est la reconstitution de processus de

naissance et décés (dits processus N-D) unidimensionnels, en posant

Ntsxt-Y

t
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dans le cas od f(i,j,t) ne dépend en fait que de i-j et de t, et ol f(i,i,t) = O pour tout t et
tout i. L'état 0 &tant alors absorbant, Nt sera a valeurs dans N si Xy > Yor Pour cette classe

(notée Cl), X, sera interprétée comme donnant le nombre cumulé des naissances 3 la date ¢t,

tandis que Yttsera celui des décés et Nt l'effectif actuel de la population. Le cas particulier
le plus remarquable est celui du processus N.D. linéaire homogéne ; la classe Cl en constitue
une généralisation. On sait que des résultats précis et explicites peuvent rarement &tre obtenus
pour les processus N.D. en dehors du cas linéaire, cependant on peut constater que, dans cer-
tains cas, ce n'est pas en fait la linéarité des générateurs infinitésimaux qui importe, mais
simplement la constance qu'elle entraine pour le rapport de ces générateurs. De tels résultats
valent donc pour toute la classe Cl' En particulier, lorsque f est connue, cette seule hypothése
permet d'aborder plusieurs problémes statistiques sur A et u, aussi facilement que dans le cas
linéaire. Comme ces méthodes valent aussi pour la classe C, il n'y a aucune raison de se limiter
3 la classe C'. L'extension aux processus multi-dimensionnels est d'ailleurs immédiate.

Nous définirons au § 2 une martingale Ut dont on tirera au § 3 la relation E(UT) =1 en
utilisant un temps d'arr@t convenable. Le § 4 donne la fonction de vraisemblance du processus
lorsqu'il est observé de fagon continue et que f est supposée connue. On constate que XT’ YT et
£T f(Xu,Yu,u)du forment un résumé exhaustif pour (A,u) dont la fonction caractéristique, pour

certains T, peut se déduire de E(UT).

Ceci est exploité au § 5. Au § 6 figurent quelques indications sur le cas multidimensionnel.

2 - CONSTRUCTION D'UNE MARTINGALE ASSOCIEE AU PROCESSUS (xt’Yt)t >0

On notera Ft la tribu engendrée par les xu,vu correspondant 4 0 £ u s t.

Déterminons deux fonctions @ : N XN +R et h : N x N xR, +R,_, cette derniére ayant

les mémes propriétés que f, telles que, en posant

t
(2-1) z, = g h(X ,Y ,u) du
puis

_Zt
(2-2) Ut = a(xt,Yt)e

on obtienne une martingale (Ut’Ft)t > 0°

Les conditions i remplir seront en principe, pour 0 < L, St

-Z
(2-3) E{la(x,,¥)e |} <+
“Z, -Zto
(2-4) E(a(xt.Yt)e /Ft } = a(X, ,Y )e
o o o
mais en fait, en choisissant a borné, on pourra assurer d'office la condition (2-3).
Posons
...Zc
(2-5) m(t) = Et (a(Xc,Y e ) avec E = E( /F )
o t % o
On obtiendra pour At > 0
A -Z
- - - t+At - t
(2-6) m(t+At)-m(t) Eto{a(xt+At'Yt+At) a(X.,Y e }

que nous allons calculer en utilisant le fait que E, = E, Et' Or :
o] (o]
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E {a(X Y .) -Zc*At} =1 Oy, +€)Aca(X +1,Y,0e ™ « (L, o +€)Ac.a(X,,Y. +1)e B
ALY SVYSR TRl XY, 1T e X ¥, 20T et e
(2-7) -c “Z,
+ (l-(Ax v My y " e3)A:) a(xt,Yt)e + eaA:.D e
t't Tttt
avec A = stiboc t+At

h(Xt,Yt,u) du + { h(Xt+|,Yt,u)du 0<8 <1

t +HAt
(t+0At étant 1'instant od Xu change de valeur), B ayant une expression analogue mais corres-

pondant 3 un changement de valeur pour Yu’ D étant bornée et

c - strée h(X,,Y,,u) du
t

En portant (2-7) dans (2-6) on obtient :

lim Eiﬁigéllﬁiil = lin E, My @Xertype™ - acx v )™
At + O At ¥+ 0 o t't
-B -C
(2-8) + uxth(a(Xt,Yt+l)e a(xt,Yc)e )

e.c_| -Zt
valX oY) g |e
On sait que, d'aprés le théordme de la moyenne,

-C
I -
— B

et la continuité de h relativement 3 sa derniére variable permet de majorer cette expression

< h(xt,Yt,t+6|Ac) 0 < el <1

par l+h(xc,Yt,t) si At est assez faible. Il suffira d'avoir
(2-9) E{h(xt.Y:,t)} < + @
pour pouvoir passer & la limite dans (2-8) par convergence dominée et obtenir
' = -
m} (t) Eto { [ Axth(a(Xt+l,Yt) a(X_,Y,))

(2-10) + “xth(a(xt’Yt*l) - a(X,,Y.))

-zt
- h(xc’Yt’t) a(xt,Yc)] e }

On parviendra 3 la m@me expression pour la dérivée 3 gauche m', en posant At' = - At > 0

et calculant
m(t'+At")~-m(c') m(t'-At+At)-m(c'-At)

At Ot

comme ci-dessus avec t = t'-At, et en utilisant le fait que, en t', une trajectoire du

processus est p.s. continue. Connaissant alors m'(t), on pourra annuler cette dérivée en prenant

pour tous i,j,t
(2-11) h(i,j,t) a(i,j) = Aij(c)(a(i+l,j)-a(i.j))+uij(t)(a(i.j+l)-a(i,j))

On aura alors

m(t) = cte = m(to)

c'est-i-dire :
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-2 “Z, ~Z,

E, (a(X,,Y,)e Y = E, (a(X_ ,Y )e % = a(x_ ,Y, e °

t t
o o o o (] o

c'est-3-dire (2-4). Pour satisfaire (2-11) nous ne recherchons pas la solution la plus générale

et nous nous contentons d'une solution trés simple. Prenons
(2-12) h = Ef £ constante positive ou nulle
(2~9) sera donc satisfaite. Ensuite cherchons a de la forme
a(i,j) = wi vj w>0,v>0
Cette expression portée dans (2-11) donne
(2-13) £ = A(w=1) + u(v-1)
ce qui fournit v en fonction de w et, pour avoir v > 0, il faudra prendre
(2-14) O<wel + E§§

Il ne nous reste plus qu'd assurer a borné en choisissant w convenablement, ce qui sera

aisé dans les cas particuliers utiles suivants.

-

a) St (Xt,Yt) est p.s. borné. Dans (2-11) on n'a alors 3 considérer qu'un ensemble fini
t
de couples (i,j) sur lequel a est nécessairement borné. Il suffit donc de vérifier (2-14).
B) Yt est p.3. bornée. Il suffira de prendre 0 < w < 1.

Y) Xt 2 Yt + K p.8. pour une constante K. Alors

a(xt'Yt) = (vw) Vv S v
Si on prend vw < | et v 2 1, c'est-d~-dire
(2-15) AWE = (A+p+E) wop 2 0
(2-16) we<l+E/A

Notons W, et w, les deux zéros du trindme (2-15) (avec w, < wz) il nous suffira de retenir

(2-17) 0<ws v

é) Kl + Yt 2 Xt 2 K+ .Yt p.s. pour des constantes K et Kl‘ On procéde alors comme en Y)

mais sans poser v 2 1, il n'y a donc que (2-14) et (2-15) 3 satisfaire, soit

(2-18) O<w<egw ou w

u+é
) Swl+ =

2

On peut donc conclure

Proposition | : 57 w est chois? comme en o, B, Y ou §, on a une martingale (Ut'Ft)t > g avee
t
X Y, =& [ £(X ,Y ,u)du
U =w e % - %(w-l)) te 0 u'u
De plus u < + .
p sup lu,| ©

3 - DEFINITION DE TEMPS D'ARRET

Dans la suite nous poserons X, =Y, = 0, ce qui simplifiera les expressions, sans

restreindre la généralité.
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Nous allons choisir pour temps d'arrét
(3-1) T = inf {t:(X_,Y) € &}
4 étant une partie de Nz ne contenant pas (0,0), et nous souhaitons pouvoir écrire
(3-2) E(UT) = E(UO) = |

Pour cela (cf. KARLIN and TAYLOR, p. 320) il nous suffit que T soit p.s. finie, et que la
proposition | puisse &tre appliquée.

Pour &tablir le ler point, on pourra utiliser la chaine de Markov (X ,Yt ) ou t, est
n an

iéme . - .
naissance (on pose t, = 0). Cette chalne est en effet une simple marche

1'instant de la n
aléatoire sur Nz qui présente mémes états absorbants que le processus initial. Toute trajectoire
pour la marche aléatoire qui conduit dans A en un nombre fini de pas, donnera pour le processus
initial une trajectoire conduisant dans A en une durée p.s. finie. Il sera facile de vérifier

qu'il en va bien ainsi dans les cas suivants.

3.1 = T = inf {t:xt+Yt =k} , k > 0 constant tel que f(i,j,t) > O pour tout t > 0 et pour i+j < k

Avec un tel temps d'arrét le processus sera stoppé dés sa kléme‘transition 3 seuls les (i,j)
vérifiant i+j < k joueront donc un rdle. Pour les (i,j) vérifiant i+j 2 k la valeur de f est sans
importance, on peut donc toujours supposer que cette valeur est nulle. On retombe alors sur la

situation décrite au § 2 en a) et la martingale (Ut)t peut Etre utilisée avec w vérifiant (2-14).

On pourra noter également que (1-2) se trouve automatiquement remplie.

3.2 - T = inf {t:Yt = k} , k > 0 constant tel que £(i,j,t) > O pour tout t > 0 et pour j < k

Avec ce temps d'arr@t, seuls les (i,j) pour lesquels j < k jouent un rdle. On pourra donc

supposer f nulle pour j 2 k, et retomber sur la situation décrite au § 2 en B).

3.3 -T=inf {t : X -Y =n

Y, | ou Xt-Yc = nz} » et n, donnés tels que n, < Q< n, et

£(i,j,t) > 0 pour tout t = 0 et n, < i-j < n,

Avec ce temps d'arrét on se placera dans la situation § du § 2.

On déduit de tout ceci

Proposition 2 : Pour les temps d'arrét 3.1, 3.2 et 3.3
T
; Y - [ £(X ,Y ,u)du
(3-3) B(wXT(X + % - % (w-1)) T e 0 u’u b o=

w étant choisi respectivement comme au § 2 en o, B et & .

4 - VRAISEMBLANCE DU PROCESSUS POUR UNE OBSERVATION CONTINUE DE O i3 T (f SUPPOSEE CONNUE)

Soit k le nombre des naissances observées, Tys Tp eeee Ty les intervalles de temps écoulés
entre deux naissances (1'l sera la dure écoulée cntre la date O et la lére naissance),
Q}. Q2 e Qk des indices indiquant si un &vénement correspond 3 1'accroissement de Xt

(1'indice Q correspondant prenant la valeur 1) ou de Y: (l'indice prenant la valeur 0).

L'ensemble des observations sera ainsi résumé par {Ti} Qi ; 1=1,2 .... k} et on posera
i .
t, = .1 1. avec T = 0. Alors x_ et y_ étant les valeurs observées de X_ et Y 4 la date t
1 j=o ) o t t t t
: Io(1-0.)
X, = . Q. = 1-Q.
ti J:x[ J Yti J:l ]
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et comme entre les dates t, et T aucune naissance ne se produit

r ® xtk Yo * ytk xp typ =k

Supposons les tj' X, et y, conaus pour j =0, 1,... i-1, la vraisemblance du couple

t
J J
(t; » Q) pour i €[1,k] sera

\ Q; 1-Q;
- A U
(4-1) (A+u) (X:U) (A+u)f(xti-l,yti-l,ti)e

T.
=(A+y) £ . f(xt_ Ve

formule dans laquelle on pourra poser v = ti-l+u’ La fonction de vraisemblance de toutes les

données (Ti,Qi ; i =1, 2....k} sera donc

kK Q. I-Q, =(A+y) { ! f(xt_ Ve, ,v)dv -(A+u)fT f(xt e ,v)dv
L= 1 Aty bogx y ) e i-1 i-1 Ti-l e N k k
i=] LTPRIaA FEPRA
k k kel E :
z Qi Z(I'Qi) -(A+p) T S f(x .Y ,Vv)dv
! ! Pt B Rk
=K A 0] e

en posant pour un instant T =t et groupant dans le terme K tout ce qui ne dépend pas de A
P P k+1 group

ou p. Comme sur (t. ,,t.), x =X ety =y , on parvient 3 l'expression
i-1’71 v i-1 v tio

T
Xpe Yo =(A+p) J° £(x_,y ,v)dv
(4-2) L=KA T yTle o Vv

Il est donc clair que XpsYp €t fT f(xv,yv,v)dv forment un réswumé exhaustif pour X et u .
o

On peut déduire de (4-2) les estimateurs du maximum de vraisemblance pour A et U .

En fait on pourra également s'intéresser 3

1° p = Xéﬁ , 0 = X%E dont les estimateurs seront respectivement
Xr LT .
(4~-3) R = et Q= — [ £(X_,Y ,v)dv
Xp+¥p Xr*¥r o vy
2° o= % , B= % dont les estimateurs seront
(4=4) S = Yﬁ et B =g /T E(X,Y ,v)dv
T T © vV

3° si A=y, Y= Xgi et & = Xéﬁ dont les estimateurs seront

T 1 T
(4=5) C = o et D = oo [ £(X ,Y ,v)dv
XT YT XT YT o v''v

5 - APPLICATIONS STATISTIQUES (f SUPPOSEE CONNUE)

5.1 - On observe le processus jusqu'd enregistrement de k naissances (k choisi tel que aucun

des états (i,j) vérifiant i + j < k ne soit absorbant)
On utilisera le premier temps d'arrét et donc

(5-1) Xp* Yy =k
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et dans la proposition 2 on prendra 0 < w < | + E%E . Dans la formule (3-3) posons

w s(1+ AEEO
(5-2) $ = — soit w = Y
1+ &£ - 2wy I+ =s

1} u u
on obtiendra

T k

xT -€ é f(Xu,Yu,u)du 1 l-p+ps
- e - (e
(l"'-i--J(W"l))

avec seulement la condition s > 0, condition dont on pourra se débarrasser en prolongeant analy-
tiquement (5-3). L'indépendance de XT et de gT f du s'en déduit, la premiére variable étant
B(k,p) et la deuxidme I'(k , 10. Une conséquence immédiate est que kR (resp. k8) apparalt comme
somme des composantes d'un k-&chantillon d'une loi B(l,p) (resp. d'une loi exponentielle néga-

tive de paramétre % ) autrement dit est la statistique sur laquelle on base classiquement les

problémes de test ou d'estimation portant sur p (resp. sur % ). Les propriétés de R et © en tant

qu'estimateurs ainsi que celles des tests qu'ils permettent de comstruire sont donc bien connues.
iéme

5.2 - On observe le processus jusqu'3d enregistrement pour la 28me composante de la k nais-

sance (k choisi tel que aucun des états vérifiant j < k ne soit absorbant)

On aura donc

(5-4) Y.r =k

et on tire de (3-3)

T
XT -£ /7 f(X ,Yu,u)du E4A Aw -k
(5"5) E {w e ° u } = (l + T - T)

en principe pour 0 < w < 1. En fait (5-5) peut &tre prolongé analytiquement aux w € C vérifiant

|w| <1 + 3;5 . On tire de (5-5)

k

(5-6) e T - (=)
£ fa K
(5-7) E {e fo % - (ﬁ)

ceci permet de considérer kS (resp. kB) comme somme des composantes d'un k-&chantillon d'une loi
géométrique de'paramétre p (resp. d'une loi exponentielle négative de paramétre %-). Comme en
5.1 les problémes statistiques que l'on peut se poser sur ces deux paramétres se formulent donc
dans un cadre classique. La seule différence est que ici S et B ne sont pas indépendantes, ce
qui est une géne lorsque l'on veut procéder i un test portant sur les deux paramétres.

On notera cependant que les tests du type A = A\' , 0 = 90 contre A = A" |, 6 = eo ou bien

A= Ao , 8 =8"'" contre A = Xo , 8 = 8" restent trés simples puisque

L(A;eo) I-1'8 k xT

(5-8) T,y (T-ﬁf) (3)

et
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' - PRI
L(A,8') T = A (g7 = gmkB

Tx_,6m ~ ( ] ) e

%

(5-9)

les régions critiques &tant donc de la forme xT < cte (si A' > 1") et B < cte (si 6' > 8").

5.3 - On observe le processus jusqu'd ce que xc_Yt atteigne l'une des valeurs n, oun, (avec

n, < 0 < n,, les états vérifiant n < i-j < n, étant non absorbants)
Nous utilisons (3-3) en posant
- E_2 -1y =8
(5-10) 1 + m m (w-1) e
ce qui conduira i
T
XT YT YT £ g f dv

(5-11) E (W, s e } =1 j=1,2

Wj étant l'une des racines de 1'équation en w
(5-12) A Wi (A+usE)utps = 0
Pour assurer (2-18) il suffira de prendre 0 < s s I, car on vérifie que cela entraine
= = -l‘—.:i
0 < W (s,8) sW(1,8) =w, et Wy = Wy(1,6) < W,(s,6) <1 +=

: 23 ey _ - " "y = " 3
. Introduisons les é&vénements x,r YT n, et XT YT n, notés respectivement L et M,
on tirera de (5-11)

n, YT -£ éT f dv n, YT -£ £T £ dv
(5-13) wj E {1L s e } o+ wj E {1M s e } =1
et donc
n, -nl
T 2 us
Y, - [ £ dv (w -W )(——)
T o - 1 2 A -
E{1 s e } e ey (notée H, (s,£))
W - W
1 2
(5-14) - -
Y, -€ éT £ dv Wl - W, |
E {1M s e } = —— - (notée H,(s,£))
w2t ™
| ' 2

Si A = u, on vérifie que HL et HM sont des fonctions analytiques de (s,£) sur

2

8' = {(s,8) €¢° ;0<|s| <1, |g] <a}

avec o = Min {(/% - )2, 202442) = ()}

En effet il est immédiat que Wl et w2 sont analytiques sur A' et donc HL et HM sont des
quotients de fonctions analytiques. De plus le dénominateur de ces quotients ne s'annule pas
sur A'. En effet dans le cas contraire on aurait :

2kmi
b I
(5-15) W, =W, e k EN

et donc



53

2kmi _ 2kmi

n,-n n,-n
2 us 2 1 Z.lJ_s_ 21
wste wl 3 e

ce qui entralnerait :
2km +2) = bus cosz kw
A n,~n,

2
Ature ) | 2 _bs
( A ) (wl+w2) A (2 cos n,-n,

alors que sur A' on a :

A+p+§
A

2 2
2 2
A+p=(/% - /1) 2/ n 4uls) 2 kn
> (=2 a— ) = ( ) u) 2 l cos n,-a,

I1 est donc possible de prolonger analytiquement sur A' les formules (5-14).

B 1
_—, &= yen lorsque A\ = u

Estimation de y = =0

Pour n€R et |z]| < a Min {n, , - n} on aura

Y Y
inc-z D inn—T-c%—ffdv in-n—T-C;ll—fodv
(5-16) E {e }=E(]Le ' ! }+E(1Me 2 20 } =
in/n in/n
= HL(e ! , C/n]) + HM(e 2 . C/nz)

ce qui donne la distribution conjointe de C et D, et permet en particulier d'en calculer les
premiers moments. Aprés des calculs &lémentaires mais longs, on obtient dans le cas particulier
n,=n=-n,
46
o"+a" 02

E(C) = y - 2Y(1*9) E(D) = & -

oM+a" M2
qui montre que C et D sont pour y et § des estimateurs biateés, mais asymptotiquement justes

8T n=+ + ™,
- 4 0O
2

Plus généralement on peut &tudier le comportement asymptotique de C et D lorsque n

n

n, * - avec EZ - -v <0,
1
Dans cette &étude nous poserons 0 = % > 1, ce qui ne restreint pas la généralité.

Par développement limité on obtiendra

. ' . 1/2
in/n 1+0+Z /un,, J
2 . 2, (=) 2, 20%0)8 . 1
e P ueimy) s 2 & 3“ O g, T Gaininy ¢ °<n2>$
(5-17) : , ,
- LrorDde-n f &, nIasoe  20ine-nd f1 ol
20 2uo 2uo(o-1) 20(o-1) n, n,

Si j = 1, cette derniére expression aura pour limite 1/0 et donc
"2 %
lim wl = 0 lim wl = + @

tandis que pour j = 2
n .
1Ny (notée K)

. 2 - 4 _in_
lim W, exp { TS - o-1
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n
lim W ' . K-l/v
2
On en déduit
in/n
. 2 -1
(5-18) Lim #, (e . t/ny) = K
Une étude analogue portant sur
in/n
1
wj( e , ;/nl)
conduirait a
™ 2
lim Wl = ® lim Wl = 0
n n
lim W, ek Lim W, 2 gV
et donc a
) in/nl
(5-19) Lim H (e »t/my) =0
ce qui entraine avec (5-18)
(5-20) lim E(e1NC76Dy _ 1nY~E8
i
Donc si Ny, T +®,n -, -V, (C,D) eat convergent vers (y,6).
2

6 - EXTENSIONS

Les généralisations sont immédiates. Pour un processus de naissance n-dimensionnel
(xlt, x2t,... xnt) initié au point origine et dont les générateurs infinitésimaux sont de la

forme vif(xlt"" xnt' t), on obtiendra 3 la place de (3-3)

T
n xiT -§ é f(x'u,... xnu' u) du

(6-1) : E{ I v e } =1
avec

n
(6-2) €= I, v; (u-1)

De méme, 3 la place de (4-2), on aura pour fonction de vraisemblance

0. XiT -+ /T £ dv

7~
[
@] —

n

(6-3) L =K E
n

avec p, = Bvi et 1/6 = % Vi

n
En prenant par exemple T = inf {t : { Xit = k} , les estimateurs du maximum de vrai-
semblance pour 8 et les p; seront 4 fT f dv et %

b X

it dont (6-1) donnera facilement la
distribution.

L'auteur remercie les deux lecteurs de la revue dont les remarques ont permis d'améliorer

la version initiale de cet article.
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