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Statistique et Analyse des Données
1 - 1978

APPROCHE GALOISIENNE EN CLASSIFICATION

par Alain DEGENNE (1), Claude FLAMENT (2) et Pierxrre VERGES (3)

Classe : ensemble d'objets défint par le
fait que ces objets possédent tous et
possédent seuls un ou plusieurs carac-
téres communs.

LALANDE, Vocabulaire de la Philosophie,
1926

En s'inspirant de cette définition, on peut proposer une démarche classificatoire ra-
dicalement différente des méthodes habituelles qui s'appuient sur un indice numérique de
ressemblance entre les objets : en effet, la formalisation de la définition de Lalande se

fait normalement en utilisant les correspondances de Galois.

CORRESPONDANCE DE GALOIS ASSOCIEE A UN TABLEAU DE CORRESPONDANCE (4)

Soit (X,Y) un tableau de correspondance "en 0,1", c'est-d-dire le tableau d'une rela-

(1) Laboratoire d'Economie et de Sociologie du Travail, Aix-en-Provence.
(2) Département de Psychologie, Université de Provence, Aix-en-Provence.
(3) Centre de Mathématique Sociale, Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales, Marseille.

(4) Cf. M. BARBUT et B. MONJARDET, Ordre et classification : Algébre et combinatoire, Paris,
Hachette, 1970 (Tome 2, pp. 7 & 33).
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tion p de X vers Y. On sait depuis BIRKHOFF (Lattice theory, 1940), associer & un tel tableau

une correspondance de Galois (a,B8) entre les ensembles ‘5.) (X) et 9 (Y) des parties de X et
de Y

- pour toute partie non vide A ‘de X, on définit oA comme la partie de Y dont chaque élément
y correspond & chaque élément x de A.

aA=1{y : v ¢ ¥, xpy Yxe A} ;

si A est la partie vide, on pose : aA = Y.

- dualement, pour toute partie non vide B de ¥, on a :
BB ={x : xe X, xp Y Vye B} ;

si B est la partie vide, on pose BB = X.
Rappelons les principales propriétés :
- les applicationsa et B sont antitones :

AcA'c X=> oA DoA', et Bc B'c Y = B > BB
3

;
- l'application composée Ba de (X) dans lui-méme, est une fermeture, c'est-a-dire est ex-
tensive (A c BaA, A ¢ X), isotone (Ac A'c X = BaA c BaA') et idempotente (BaBad =

BaA, A ¢ X) ;

- dualement, a8 est une fermeture dans ?(Y) .

INTERPRETATION

Si X est un ensemble d'objets et Y un ensemble de caractéres, on interpréte la rela-
tion p comme signifiant la possession d'un caractére y par un objet x : xpy. On voit alors
que toute partie de X, fermée pour Ba, est une classe au sens de Lalande, et réciproquement ;
en effet, soit une partie fermée C de X : BaC = C ; les é&léments de C possédent en commun
exactement les caractéres constituant l'ensemble aC, et ils sont les seuls & posséder tous
ces caractéres. Supposons en effet qu'un élément x de X posséde ces caractéres. On a :
oC ¢ ax ; d'ou, par l'antitonie de B : Baxc BaC ; et, puisque x e Bax (extensivité) et que

BaC = C (par hypothése), on a : x € C.

DEFINITION

On dira qu'une partition g - (G;) de X est une partition galoisienne sur le tableau
(X,Y), si et seulement si chaque classe Gi. de § est fermée pour la fermeture galoisienne

associée au tableau :

Gi = Ba.Gi, Yi.

Notons que la partition triviale réduite & une seule classe est galoisienne, puisque
X c BaX ¢ X. Cette partition galoisienne n'a évidemment aucun intérét autre que de facili-

ter certaines démonstrations.
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PROPRIETE

Soit (X,Y) un tableau de correspondance et une partition quelconque € = (Ci) de X.
L'ensemble des partitions galoisiennes moins fines que & admet un plus petit élément appe-

1é classification galoisienne associée a & .

Corollaire : Pour tout tableau de correspondance, il existe une classification galoisienne

go plus fine que toutes les autres.

En effet, l'ensemble des partitions galoisiennes plus grossiéres que & n'est pas vide,
puisque la partition en une seule classe est galoisienne ; B est évidemment pPlus fine que
la partition résultant du "produit" des partitions galoisiennes plus grossiéres qu'elle ;
et cette partition "produit" est la classification galoisienne recherchée, puisque 1l'inter-
section de parties fermées est fermée.

La classification So s'obtient en considérant pour 8 , la classification triviale dont

chaque classe est composée d'un seul élément.

CONSTRUCTION

On cherche & construire la plus fine des classifications galoisiennes plus grossiéres
qu'une partition donnée t.
Notons Cx la classe de E contenant 1'élément x de X, et'pi, la partie construite a

l'étape i de l'algorithme et contenant x ; posons : P: = Cx'

Algorithme :

-Sii=2k+1, T
X b4

Pour cela, il suffit de remarquer que :

i-1

X € BaP_," e&=> ox > aPlTl
x x

- 8i i = 2k, on construit la classification (Pi) la plus fine telle que :

i-1 i-1 i i
Px n Px' Ao = Px = Px' i
1

1 1

en fait, si P;-ln P;T # @, on agrége ces deux parties ; puis, si (Pi- v Pijl) n P;T, # 9

on agrége les trois parties, et ainsi de suite.

Critéres d'arrét : Si on rencontre une partie P; telle que aPi = @, on sait que la classifi-
cation cherchée se compose de la seule classe X, puisqu'alors BuP; = X. Sinon, on arréte l'al-
gorithme lorsque, pour tout x : Pi = P;-l ; alors la famille (P;) de parties de X est la

classification galoisienne cherchée, ce qu'il convient de démontrer.



Justification

A chaque étape i, on obtient une famille (Pi) de parties de X ; si i = 2k+l1, c'est un
recouvrement de fermés ; si i = 2k, c'est une partition.

Supposons que (Pl) soit une partition galoisienne :

= si i+l = 2k+1 : P1+l = Ban = Pi, puisqu'on suppose tous les Pi fermés ;
- si i+l = %k : P n P , # @ ne se produit que si Pi = Pi,, puisqu'on suppose que (P ) est
une partitién ; l'algorithme n'agrége donc aucune classe et Pi+l Pi.

Supposons que, pour tout x, on ait Pi+l = P

- si i+l = 2k+1, (P ) est une partition ; montrons qu elle est galoxsienne. Par construction
i+l i i+1 i

P = BaP ; mais, par hypothése, P = P ; donc 3 BaP est fermé.

¥ x . i _in
- si i+l = 2k, tout P est fermé ; si P n P , # B, alors P = Px, , €t par notre hypothé-
se, P; = P;, H (P ) est donc une partitxon galoxsienne.

s

Ainsi, 1° algorithme s'arré&te toujours sur une partition galoisienne. Reste & montrer
que c'est la plus fine des partitions galoisiennes plus grossiéres que la classification €
de départ. .

Soit.f la classification galoisienne associée & 8 ; notons G la classe ou figure x ;
il suffit de montrer que pour tout i, P c G :

- P C c G , par hypothese :
- si i= 2k+1, on a P = Bc\PiL 1, pais si Pi-lc G, on a aussi BaPi-lc BaG = G, par 1'iso-

tonie de Ba et l'hypothese que G est fermé.

- si i = 2k et, pour tout x : P; lc. Gx’ on a
pi=l g Pi:l c G.nG_, ; si pi=l PLTl £ 9, alors G_n G_, # § et, puis-
X x x x 1-1% i-1 % x X i
que Q est une partition, Gx = Gx' ; donc Px v Px, c Gx = Gx' . Par suite, Px est obtenu
par agrégation de fermés PiTl tous ‘contenus dans Gx : Pi ‘:Gx'

Remarque : Pour trouver la classification galoisienne la plus fine, é3cﬂ il suffit de dé-
marrer l'algorithme avec la classification € 1a plus fine, c'est a dire de poser :

o
P_.=C = {x}.

EXEMPLE

Le tableau suivant correspond 3 une expérience ol 14 sujets étaient invités & cons-
truire une phrase en utilisant certains termes choisis dans une liste. Cette liste consti-
tue l'ensemble X ; Y est l'ensemble des sujets. La classification cherchée porte sur les

mots.



x \\\\f A B ¢c D E F 6 B I J K L M N
1 - salaire 1 i 1 i 1 1 0 1 0 i 0O 0 o0 o
2 - Force de travail o] 1 0 O 0 0 0 0 0 1 i 0 0 i
3 - Profit -0 0] 0 0 i 0 1 0 1 1 1 0 1 i
4 - Superflu 0 0 0 0 0] i 1 1 1 0 0 0 0 0
S - Besoins 1 1 0o o0 1 1 1 1 0 0 ¢ 0 o0 ©
6 - Capitalistes o] 0 0 0 1 o] 1 0 1 1 i 1 i 1
7 - Acheter 1 1 0 i o 0 0 1 0 0 0 0 0 0
8 - Lutter 0o o 1 0 o] 0 o] 0 0 i 0 i 1 i
9 - Travailleurs 1 1 1 1 b i 0 0 1 i 1 1 b 1

Etapes pt / aPi

i=1 1/ABCDEFHJ, 29/BJKN, 36/EGIJKMN, 4/FGHI, S/ABEFGH

6/EGIJKLMN, 71/ABDH, 89/CJLMN, 9/ABCDEFIJKLMN

i=2 17/ABDH, 289/JN, 36/EGIJKMN, 4/FGHI, S5/ABEFGH

i=3 17/ABDH, 2389/JN, 36/EGIJKMN, 4/FGHI, S/ABEFGH

i=4 17/ABDH, 23689/JN, 4/FGHI, 5/ABEFGH

i=5 17/ABDH, 23689/JN, 4/FGHI, 5/ABEFGH

Ces étapes peuvent &tre illustrées comme suit (ol chaque enveloppe réunit les éléments

d'un fermé)

7

i=1

i=2 17 /289 /36 / 4/ 5

i=3 aD 28D TEEEEED
i=a 17 /23689 / 4 / 5

La partition go ainsi obtenue est la plus
envisager d'étudier les partitions galoisiennes
(Gl)i €I
la partition composée de (U Gj) et des classes

fine qui réponde & la 8éfinition. On peut
moins fines qui s'en déduisent. Soit

, une partition galoisienne; s'il existe J c I tel que Ba(U Gj) = U Gj' alors

Gi’ i e I-J, est evideunent galoisienne

On applique ce principe de proche en proche & partir de -50 Ainsi, dans notre exemple, on

ocbtient :

33
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§ o

!

52

53

17/ABDR J(17/ABDE 1457/8 v
23689/IN 23689/3N 23689/JN
4/FGHT 45/FcH
5 /ABEFGH
£

157/ABR

23689/3N

4/FGHI

APPROXIMATION

Parfois la classif:'icaticm!:'E> parafitra insuffisamment fine. On sera donc tenté de cher-
cher & éclater certaines classes. La structure permet d'envisager la prise de décisions qui
ne soient pas "arbitrairement" fondées sur un calcul de distance. Ces décisions consistent

4 retirer certains éléments de X de fagon & faire éclater certaines parties PY. C'est notam-

ment le cas d'éléments figurant dans plusieurs fermetures d'ensembles Pin1

, tel l'élément
9 dans notre exemple, qui joue un rSle déterminant dans l'obtention de la classe 23689.
Supposons qu‘on prenne la décision de le retirer ; on obtient alors (en deux étapes)

pour 5% le résultat suivant :
17/aBpH, 2/BJKN, 4/FGHI, 5/ABEFGH, 36/EGIJKMN, 8/CJLMN.

Bien entendu §<> est la classification galoisienne la plus fine pour cet ensemble et
rien n'interdit de considérer comme précédemment les partitions moins fines dont la liste

figure ci-dessous

157/2/4/36/8 1457/2/36/8 17/2/36/45/8 17/2/4/356/8
157/2/346/8 1457/236/8 17/236/45/8 17/2/3456/8
157/236/4/8 1457/2/368 17/2/368/45 17/236/4/5/8
157/2/368/4 1457/2368 17/2368/45 17/2/368/4/5
157/2368/4 1257/36/4/8 17/2/346/5/8 17/2368/4/5
1257/346/8
1257/368/4

Ainsi 1l'cbservation des différentes é&tapes de 1l'algorithme donne le moyen de rechercher par

approximations successives une classification faisant sens pour 1'analyste.
Références citées

BARBUT, M. et MONJARDET, B., Ordre et classification : algébre et combinatoire, Paris, Ha-
chette, 1970, (deux tomes).

BIRKHOFF, G., Lattice theory, Colloquium publications, vol. XXV, AMS, Providence, 1940
(troisiéme édition, 1967).



35

8tatistique et Analyse des Données

1 - 1978
ETUDE DE L'ALGORITHME DE WILKINSON EN ANALYSE
DE VARIANCE
Astier Roger
I.U.T. d'Orsay - Département Informatique - 91406 ORSAY
RESUME

Présentation d'un algorithme d'analyse de variance traitant aussi bien les plans orthogonaux

que ceux non orthogonaux. Ecriture de cet algortihme en Fortran.

1 = INTRODUCTION

Cet article reprend une méthode d'analyse de variance publide par WILKINSON (1970) et JAMES
et WILKINSON (1970) ; cette technique, peu connue en France, met en oeuvre un certain nombre
d'idées qu'il nous a paru intéressant de résumer, d'autant plus, que c'est l'algorithme qui est
employé dans la directive "ANOVA" de GENSTAT (NELDER, 1975). Enfin un travail de programmation,
aboutissant 3 un sous—programme FORTRAN, a &té effectué ; celui-13 est disponible auprés de
1'auteur, ou au laboratoire de Biométrie de 1'INRA (78350 JOUY-EN-JOSAS).

L'algorithme de WILKINSON est basé sur les deux idées suivantes :

i. une démarche itérative, dans laquelle les facteurs d'un modéle sont introduits progres-—
sivement, qui prend donc en compte la simplicité de la matrice d'incidence associée 3 un facteur
en analyse de variance.

2. une inverse géndralisé&e de matrice devant &tre trouvde, on détermine le polynome minimal
associé 3 cette matrice pour y arriver.

Nous exposerons quelques considérations géométriques utilis@es pour &tudier la modification
d'un mod&le par introduction d'un facteur "simple" ; un bref apergu du déroulement de 1'algori-
thme est ensuite exposé (pour plus de détails se référer aux articles précédemment cités).

Un exemple est ensuite traité.
2 - CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES

I M Dans R! muni d'un produit scalaire, considéroms deux projecteurs
orthogonaux M et R, dont les images respectives sont notées Im M

et Im R, et les noyaux respectifs Ker M et Ker R. Si x et y sont

&léments de R™ <x,y> est leur produit scalaire ; si A et B sont
deux sous espaces orthogonaux A & B représente leur somme directe

(orthogonale) ; A' + B' représente la somme ou la somme directe

\
)Qwﬂ

de deux sous espaces de RUT,
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2.1 - Diagonalisation de MRM.

Proposition

F étant le supplémentaire orthogonal dans Im M de (Ker RaIm M), L TERREEEC N étant les va-
leurs propres non nulles (si elles existent)de MRM, - Fel...Fek les sous espaces propres qui leur
sont respectivement associés :

i) F # {0} ¥ MRM admet une valeur propre nulle.
ii) F = Fel ® ...0 F et imM =F 8 (Ker Rnlm M) sont des sommes directes orthogonales.
iii) €)s...,e sont des réels positifs ; de plus si 61...0L sont les angles canoniques,
distincts de & , entre Im R et Im M, alors e; = coszﬁl (pour i = 1...k).
iiii) le sous espace propre de MRM associé 3 la valeur propre O est Ker M 8(Ker R nIm M).

Démonstration

MRM est un endomorphisme symétrique, donc diagonalisable, avec des sous espaces propres
deux 3 deux orthogonaux. Si N est la restriction de MRM 3 Im M, N est aussi un endomorphisme
symétrique. N et M ont les mémes sous espaces propres associés 3 des valeurs propres non nulles
(% MRMx = x : (x € Im M et %-Nx = x). Cherchons le sous espace propre de N associé i la valeur
propre de O. Ce sous espace contient Ker RAIm M ; si maintenant x est vecteur propre de N asso-
cié 3 la valeur propre O alors : Mx = xcar x € Im M ; MRMx = 0 ;
calculons <Rx, Rx> = <Rx, x> = <RMx, Mx> = <MRMx, x> = 0 : donc Rx = O etxe Ker R ; le sous
espace propre de N associé 3 la valeur porpre 0 est (Ker N Im M).

Si MRM admet O comme seule valeur propre, alors il en est de m€me pour N domc Ker-Rplm M = Im M,
donc F = {0} et réciproquement.

Le point ii est démontré en utilisant la restriction N, endomorphisme symétrique.

Les sous espaces propres Fe s seey F sont les sous espaces canoniques entre Im R et
Im M. Si x est un élément de Fe dé norme 1, alors :

- i
Je.
Mx ' 2
MR e, = <MRMx, x> = <RMx, Mx> = <Rx, x> = cos 6 i
'\ : R Ainsi le point iii est démontré.

\ -

\ dm Le point iiii se déduit du fait que 1'endomorphisme MRM

Rx

est diagonalisable.

2.2 - Diagonalisation de MR.

Proposition
i) MR et MRM ont les mémes valeurs propres non nulles et les mémes sous espaces propres
respectivement associés.
ii) MR est diagonalisable et a les mémes valeurs propres que MRM ;

R® = Ker R + (Im RAKer M) + F est une somme directe (pas nécessairement orthogonale).
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Démonstration
i est &vident en &crivant pour x vecteur propre associé i la valeur propre non nulle e :

-;-MRx= *-;erdeoncéM'RMx=x

%MRMx=$ stdeoncéMRx - x

On peut aborder ii en disant que Ker R & (Im RN Ker M) est inclus dans le sous espace

propre de MR associ@ 3 la valeur propre O ; montrons de plus que les sous espaces :

F REEEED Fe , Ker R 8 (Im RN Ker M)
i k
forment une somme directe de Rn.D'une part ces sous espaces sont en somme directe car ils sont
inclus dans des sous espaces propres associés 3 des valeurs propres distinctes de 1'endomor-
phisme MR. .

D'autre part, calculons la somme des dimensions de chacun d'eux (en util.il.sant 2.1-11 et
le fait que l'orthogonal de (Im RM Ker M) est (Im R)‘L + (Im M)‘L soit(Rer R + Im M) :

dim (F_ ) + ... + dim (F_ ) + dim (Ker R ® (Im R A Rer ¥))
1 k

= dim (F) + dim (Ker R) + dim (Im RnKer M)

={dim (Im M) - dim (Ker RAIm M)} + dim(Ker R)+[n—dim(Ker R+ Im M)]

= n + dim (In M) + dim (Ker R) ~ [dim (Ker R + Im M) + dim (Rer R Im m)]‘
=n

ii et iii sont alors démontrés.

2.3 - Polynome minimal de MRM ou de MR

Proposition
En supposant Im M non inclus dans Ker R et Im M distinct de Rh, le polynome minimal de
MRM ou de MR est de degré au moins &gal 3 2 ; on peut l'écrire :
i) m(x) £ x + % e\xi'H
i=1 1
ii) m(x) = x - xq(x)x, et alors q(MR) est un inverse généralisé de MR.
iii) m(x) £ =xp(x), et alors p(x) = l-xq(x) = (l--;l X) ... (1 - lx) :

p(MR) est une projection sur Ker R & (Im Rn Ker M) parallélement 3 F.

Démonstration

La condition (Im M non inclus dans Ker R) est &quivalente & MRM # O donc il existe
au moins une valeur propre non nulle pour MRM ou pour MR ; la condition (Im M distinct de Rn)
est 8quivalente 3 l'existence de O comme valeur propre de MRM.

Lorsque les deux conditions sont réalisées, il existe au moins deux valeurs propres dis-

tinctes, le polynome minimal est de degré au moins &gal 3 2. Ce polynome a nécessairement la



forme donnée en i ( & une constante multiplicative non nulle prés ) car :
- 0 est une racine du polynome donc pas de terme constant ;
- 0 est une racine simple, comme toutes les racines du polynome minimal d'un endo-
morphisme diagonalisable ; donc le terme de plus bas degré est de degré 1.
En utilisant la forme ii on trouve 1'égalité MR - MRq(MR) MR = O d'ol 1'inverse généralisé.
La forme iii dégage p(x) comme polynome ayantpour racines e» ey ... € ; pour t vecteur
propre de MR associé 3 la valeur propre e on peut &crire p(MR)t = t = p(e)t; avec p(e) = 0O
si e est wmevaleur propre non nulle et p(o) = |. En utilisant les résultats sur la diagonalisa-
tion de MR on vérifie immédiatement que 1'endomorphisme p(MR) est nul sur F, et se restreint i

l'identité sur Ker R @ (Im R N\ Ker M).

Remarque : On obtient facilement les résultats suivants :

_ a) I-p(MR) = q(MR) MR est une projection sur F
ko ImRoleed parallélement i Ker R @ (Im R Ker M)
\ b) Rp(MR) est une projection orthogonale sur Im RaKer M
b) I-Rp(MR) est une projection orthogonale sur
R Ker R + Im M
; c¢) (I-R)p(MR) est une projection sur Ker R paralléle-

/
A«R‘_Tmm ment & (Im R\ Ker M) + F

3 - MODIFICATION D'UN MODELE PAR INTRODUCTION D'UN FACTEUR

3.1 - Présentation

Soit le modéle : u«é Y =Xt +EPS
Y , EPS v.a. i valeurs dans R" ; E(EPS) = O
var EPS = ozw 3
R" muni du produit scalaire W~l;
Eo sous espace engendré par les colonnes de Xo-

2

Supposons connue la projection orthogonale R sur EJ‘; I-R est la projection orthogonale sur E°

et nous savons estimer xoto dans ce modéle.

Considérons maintenant le modéle : ”Q; Y = Xoto + Xt + EPS
Y, EPS i valeurs dans R" ;
E(EPS) = -0 : var EPS = 02 W
E sous espace engendré par les colonnes de X ;
P Eo X'W_IXmatrice diagonale inversible.
< L) A
Kiﬁ tha a;R)Xé Pour ce nouveau modéle nous devons déterminer la pro-

. . . . , - N A
jection orthogonale sur E + Eo permettant d'avoir une estimation, notée Xoto + Xt, de Xoto + Xt

nous devons aussi décomposer cette estimation en un &l&ment de Eo et un &lément de E pour obtenir

N
séparément xoto et f?.
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Nous calculerons aussi la projection orhtogonale sur (E + E)L afin d'avoir une estimation decz.
Enfin nous calculerons les covariances des estlmateurs de t et de t, dans ce modéle 04;.

La projection orthogonale M sur E est aisément calculable- Wil W ),
on peut écrire :
Y = Xe, + Xt + EPS = X + Xt + EPS

N
RY = RXt + EPS car R X = 0 puisque X t est &lément de Eo

R EPS = EPS car EPS valeur dans (E + E) E N\ E

MRY = MRXt car MPES =0

?Q
o5

Ainsi 1'estimateur de Xt est trouvé 3 partir d'ume inverse généralisée de MR, que l'on sait trou-

ver & partir du polynome minimal de MR, d'aprés la paragraphe ci-dessus. Reportons nous i ce
paragraphe.

3.2 - Utilisation des résultats précédents

La projection orthogonale R a pour image IEZ‘L

o et pour noyau E o’ la projection orthogonale

M a pour image E et pour noyay El
Par application des résultats démontrés nous pouvons &crire :

E = (EJ\ E) 8 F introduit F comme somme directe des sous espaces propres de MR associds aux
valeurs propres non nulles. (voir 2.1. ii)

n 1 -1 - 1 E%) ca n

R = Eo + (E° N ET) + F présente Eo + (EOCN comme sous espace propre de MR associé 3 la
valeur propre O. (voir 2.2. ii)

Cette derniére é&galité montre, en outre, que E + F a méme dimension que l'orthogonal de

Elr\ El, soit E + E ; comme de plus Eo + F est inclus dans Eo + E on en conclut que :

Eoet F sont en somme directe dans Eo+;j[

3.3 - Estimation dans le modéle UQ;

Nous supposons dans un premier temps que E n'est pas inclus dams Eo 3 les résultats
diparagraphe 2.3. faisant intervenir le polynome minimal de MR, et le polynome p sont alors :

- I-Rp(MR) est la projection orthogonale sur E + E donc :

+ ¢ = {- I - RpOR :1 X

-

- I- (MR) est la projection sur F parallé&lement i Eo + (E + E) y Projection obllque en

général donc :

i? = [ I - p(MR) 1 Y

- (I-R)p(MR) est la projection sur Eo paralldlement & F + (E° + E)L projection oblique
en général donc :

xo?o = (I-R)p(MR) Y

On peut constater de plus, en utilisant 1'&galité : (I-R) p(MR) = I-R-(I-R) (I-p(MR)) que
X = (I-R) ¥ - (I-R) A
Ainsi 1'estimation du facteur £ dans le modéle de/é est la somme de 1'estimation de ce facteur

dans le modéle‘a; et d'un terme "correctif "' tenant compte de 1l'existence du facteur t.
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- Rp(MR) est la projection orthogonale sur (Eo + E)'L donc :
Y'W-l Rp(MR) Y a pour espérance 62 trace (Rp(MR)).
Dans le cas ou E est inclus dans Eo, alors Im M est inclus dans Ker R et le sous espace F est

3 . . A » 3 .
réduit & { 0}. L'estimation Xt est alors nulle. En fait, 1'introduction du facteur t n'apporte

rien sur la connaissance de EY ; on dit que le facteur t est totalement confondu avec le

facteur t_.
o)

Remarques

1) le sous espace Eo + E est donc décomposé en une somme directe de Eo (contenant i?o) et
de F, orthogonal i Eor\E dans E ; l'estimation x? se fait dans F ; les contraintes permettant
1'estimation se traduisent par l'orthognalité de Xt avec EgnE.

2) 1'ordre "d'introduction" des facteursdans le mod&le joue un rdle important ; si nous
écrivons Eo = Fo (] (Eo N E) (somme directe orthogonale) alors :

- Eo + E=F + (Eon E) + F, le second membre &tant une somme directe.

o
- Si Xo?o + X?. =a+b+c ol aat'Fo, bannE, ceF alors :

dans le modale "Y Xot° + Xt + EPS" on estime Xoto par a+b on estime Xt par cj

dans le modéle "Y = Xt + Xot° + EPS" on estime xoto par a, on estime Xt par b+c.
3) Examinons le cas ol t, = (39) représente deux facteurs d et B et t représente l'in-

tB
téraction entre ces deux facteurs ; alors Eo est inclus dans E et le sous espace dans lequel est
estimée 1'intéraction est ici orthogonal i Eo (qui est aussi Eon E) ; nous trouvons une estima-
tion de l'interaction orthogonale aux estimations des facteurs principauxdet B ; ceux sont les

contraintes habituelles imposées i l'interaction.

4) Si Eo et F sont othogonaux alors F est inclus dans Im R et il existe un seul angle
(o mod (w)) différent de.% entre Im M et Im R. Ainsi MR a une seule valeur propre non nulle qui
vaut 1, le sous espace propre associé &tant Im RAaIm M = Eé n E.
Le polynome minimal est MR(I-MR) = O ; F = EL.E et donc (I-R) Xt'= 0

les estimations de t, dans les modélesy¢; eth;sont les m€mes.

3.4 - Modifications des sommes de carrés

g

: 2 oy 2 . . -
~ En notant {| x||” 12 norme d'un &l&ément de R" pour le produit scalaire W l, nous pouvons
écrire :

| a-» 1| 2 est la contribution des facteurs i la somme des carrés dans le modéle/z

H (I~-Rp(MR)) Y||2 est la contribution des facteurs & la somme des carrés dans le

modéle /.
Comme [ I-Rp(MR)]. Y

x® +x®

o 0

(1-R) ¥ = (1K) XT + X
(I-R) Y + RX ¢t

et que les vecteurs (I-R) Y et R X ? sont orthogonaux, on peut &crire :

l [I—Rp(MR)] Y l] 2o la-n P Z R x ¢ 2.

A
2t2
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o A2 - . . . . < s .
Ainsi (\R X t \|” apparalt comme contribution du facteur t (introduit aprés to) 3 l'accrois-

sement de la somme des carrés expliquée par les facteurs.

3.5 = Covariance des estimateurs

En supposant var (EPS) =02I pour simplifier les calculs, on trouve :
i) var (x?) =2 ¥ o4 V = qOR)M + p/ (0)p (MRIM
ii) cow (2, & =02 (I-R) V

I\

iii) var (X ) = o (1-R) + 02(I-R) V (I-R)
Démonstration

Xt = [I-P(MR)] Y et var Yz ¢ 2 I donc P
var (Xt) = Y_I-p(MR)] var Y EI—-p(MR)] [I-p(MR)] rI-p(RM)]
ou var $.49) =o? I—p(MR)] RMq(RI*iI() = UZ[I-p(MR)]Mq(RM) = ¢ LI-p(MR)] q (MR)M

or pR)q(MRIMU = p(MR)L °(M z°< i (MR)* J avec les notations du paragraphe 2.3.

- -4,p<rm> M- pOR) MR I OR)
i2
“4 |p(MR) M car p(MR) MR = O
de plus e(1= p' (o) d'ol le résultat i)
Les résultats ii) et iii) peuvent se démontrer de fagon analogue.

=

Etudions la quantité Y'v Yquand Y est un &l&ment particulier de Im M, c'est 3 dire de E :

-siYEEAE: Vy=qMR) Yy +p'(c) p(MR) ¥
=[at@ +p' P T ¥
= 0 car p(o) = | et q(o) =-p'(0)
donc Y'Vy =0

q(MR) y + p' (o) P(MR)Y
q(e;) v + p'(0) pley)y

'SlYEFe : Vy

! = = —
Eiy car p(ei) = 0 et q(ei)

donc y'Vy= -I-Y' Y

La variance d'une fome linéaire estimable Xt, ( Y est élément de F), normalisée par
1 /

1
Yy =1 est donc[— Yl Y1+'E7 Y, % 4. +e‘k Yk Yk]oz
siy= Y+ ...+ Y correspond d la décomposition F = Fe ® .....0 Fe_k.
Ainsi var (YXt) avec Y'Y = | est extréma minimum si Yaﬁpartlent 3 'un sous espace propre F R

et vaut alors _1. c 2 ; ;e est un facteur d'efficacitéd dans le modéle jl" du facteur t. %
. e

4 - DEROULEMENT DE L' ALGORITHME

Envisageons le mod&le, ayant f facteurs fixes.
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Y = xltl + ...+ Xftf + EPS
oit Y,EPS sont des variables aléatoires & la valeurs danms Rn'
tl’ tz .o tf sont, respectivement, &léments de Rpl, RPZ s ecee RPf :

E(EPS) = 0 ; var (EPS) = 02 W avec W inversible

-] 1 "l
x1 w! Xp X', Wl X, oo, X2 W

Wilkinson suggére, pour 1'&tude de ce mod&le, d'effectuer d'abord un "analyse muette"

Xf sont inversibles.

-

consistant 3 &tudier (f-1) mod&les, obtenus par adjonction progressive d'un seul facteur par
rapport au modéle précédent. Il faut donc déterminer (f-1) polynomes minimaux : on 1l'utilise
pour celd :

Proposition

Soient A une matrice de format (p , p) diagonalisable et 3 coefficients rationnmels,
€5 €y, ... € ses valeurs propres (i # j § ey # ej), t un &lément de RP dont les coordon-
nées sont les puissances successives d'un nombre transcendant ( par exemple t' =(l,ﬁ,...,np-l).

Alors :

i) t, At, ..., Ak_lt sont indépendants. -1

“k-1 . -
ii) Akt - % A{ Alt = 0 et le polynome minimal de A est xk - Ai X
i=0 1=0

i

Démonstration
Les valeurs propres €15 €5 o+ , € sont algébriques puisque A est & coefficients
rationnels.
Les sous espaces propres de A formant une somme directe de RP (A est diagonalisable),
je peux écrire :
t=a +a,+ ... +a ol Aai =e.a.{i=1...Kk).

i%i
Alors les aj sontnuls. Supposons en effet avoir a; = 0 ; alors cela entraine

k
T (A-ejI) t=0
j=2
D k I
onc i (A-e ) = 0 car sinon 1'égalité ci-dessus domnerait un polynome en T, nul avec
j=2 k
des coefficients algébriques non tous nuls.Or = (A-e 1) est non nul puisque e; est une valeur
j=2

propre de A.
On peut donc dire que E, sous espace engendré par 815 35 .. admet pour base
(al, a,s ak) puisque ces vecteurs sont non nuls, et appartlennent respectlvement i des
sous espaces en somme directe. On peut calculer Al = (e. ) at ...+ (ek)lak Les &léments
Alt appartiennent donc i E. t, A]t, cee Ak ! sont 1ndependants, puisque le déterminant de ces
vecteurs dans la base B est un déterminant de Vandermonde, et forment une base de E. Akt est

donc combinaison lindaire de t, At...A k-lt:
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k k-1
I A A
At ot * lAt:+... At
k
M| 1 | oo 1 Ao
< e e, ee @ Al
k k-1 k-1 k-1
() e () seeley) -1

-

Les coefficients Ao’ Al . Ak—l sont algébriques, car solutions d'un systéme 3 coef-
. . . . k-1 i
ficients algébriques, et 1'égalité (Ak - % AiAl) t = 0. avec les coordonnées de t

. i=0
transcendantes, entraine :

kX! i
A" -2 Ai A" =0
Ainsi le polynome minimal estiggtenu en cherchant la relation de dépendance entre t,At,...,Akt
(par procédé d'orthogonalisation) faisant intervenir le plus petit k.

L'algorithme se poursuit par la détermination, pour chaque facteur fixe, du degré de 1li-
berté de son estimateur, ainsi que de la matrice de covariance générale de ces estimateurs
(a 02 prés).

Enfin on utilise les résultats de 1'"analyse muette" pour obtenir, 3 partir d'une va-
riable expérimentale, les estimations des effets des facteurs fixes, ainsi qu'une décomposi-

tion en somme de carrés.

5 - EXEMPLES

Nous étudions un exemple, dans lequel apparaissent facilement les sous espaces Eor\E
et F en particulier. Nous intervertissons ensuite l'ordre d'apparition des facteurs.

Considérons donc le cas de deux facteurs 3 trois niveaux, to et t, dont les matrices

d'incidence, respectivement Xo et X sont données ci-dessous.

N
(3, ) (100 ‘(1001 (1) =
Yy 100 100 ] -2
Y, oto 010 S 1 1
Y = Yy ; Xo =t 010 ; X ={ 01 O};base de Eon Ex/| 1 s 1 H
Vs o011 o010 \ 1 1
\Y6 k? Ol) \0 Ol' \l' \ l’
- [ o]
0

—
NN——

BASE DE F = { 1
1
‘-3

Les sous espaces Eo et E ont intersection de dimension 2, dont on peut trouver facilement une

base ; F orthogonal de Eor\ E dans E est donc de dimension | ; on détermine un vecteur de E

non nul, orthogonal -3 Eol\ E, pour avoir une base de F (produit scalaire euclidien de Rn).

Les projections orthogonales, (I-R) sur Eo, R sur Eo et M sur E se calculent facilement.
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(I-R)Y =

o -

\
Dans le cas du modéle‘/é t Y=

yy yz\ Yy T
Yy, AT
y3 + Y4 . Y3 -
Y3 + y4 3 RY = 7 'Y3 +
Y5 * Vg Y5 =
’ \
0 3
o (
s " Y6 2. 1 Vs
Y5 " Vg |3 (MR) °Y ) v
Y5 = g ys
F3ys + 3y :3’5

+

3y6J
Xoto + Xt + EPS (avec E(EPS) = 0 ;

we

l'estimateur Xt dans le sous espace F, de dimension 1

o —

3y
3yl
2y3
2y3
2y3

+ 3y
+ 3y
2y4 + 2y5
2, * s
2y4 + 2y5
6y6

var (EPS) =c‘2 I), on obtient

3 pour ce modéle cet estimateur a pour

degré de liberté 1. Nous le calculons précisemment 3 partir du polynome minimal de MR. Les
calculs de MRY et (MR)2 Y font apparaitre :

. . N
Les estimations sont obtenues par Xt

/

N 1
Xt A

Nous pouvons,

7
2y]
2y1

-3y
0

\

f3yq

(I-R)Xt

7/

1
A

2

- polynome minimal MR - %'(MR)Z H

P OR) =1-3 QR ; q (W) =

rolw

\

e

]
,é; :Y =Xt + X t_ +EPS
oo
Les estimations, dans ce cas, notées Xéfg et XE’sont

+ 2y2
+ 2y2
Yy * W
Yy * 25
Yy * s

+
+
+
+ y4 -

2y5 + 4y6

)

o

(

I

+ + O O

alors

T

ZyS
2y5
+ 2y5
+ 2y5

MRY et x€; = (I-R)Y - (I-R)X?

-

de la méme fagon que précédemment, &tudier le modéle :

7

2y *+ 2y,
2yl + 2y2
2y3 + 2y4 -
2y3 + 2y4 -
3y5 +
3y5
~
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| Yy vV, *Y¥g Yy
oo “oo & Y3+, t Y5+ Y
Y3+, *Yst Vg
I3 * Y Y Y5t Y

A

On peut vérifier que x;?o +x® = X;?; + Xt est la projection orthogonale sur Eo + E ; de plus

~
Xo?o - Xoto est &lément de Eor\E, projection orthogonale sur Eof\E de Y.
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