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Séminaire P, SAMUEL 2-01
(Algdbre coumutative)
Année 1967/68, n° 2 8 novembre 1967

CARACTERISATION DES EPIMORPHISMES
PAR RELATIONS ET GENERATEURS

par Pierre MAZET

Cette caractérisation repose sur le lemme suivant (cf. BOURBAKI, Algébre Commuta-—

tive, ch. I, § 2, n° 11, lemme 10).

LEMVE, - Soient A un anneau unitaire, E un A-module & droite et F un A-

module & gauche ;

(eA)AeA une famille de générateurs de E , (xi)ieI une fa-

nille de générateurs de F , et (fk)xeA une famille 3 support fini de vecteurs de

F 3 alors
2 e ¥f, =0
xen M A
équivaut a :

Il existe famille & support fini de scalaires telle que :

(ax,i)x,ieAxI ’

V Ael f = 2 a . x,
( ) A iel Ayd l)
et
(viel) ( 2 e a .=0) .
AEN Ahd

La condition est évidemment suffisante car

eh&f)\_—.z e}\ a.)\’i@xi .

La condition est nécessaire :

Soient X, les vecteurs de la base canonique de A-module & droite AdA , et @

A ()

le morphisme de Ad dans E défini par ¢(XX) =e . On a la suite exacte

Ker o i A((ll\) BN -— 0 ,

d'ou la suite exacte

Ker 9 @ F -4 AgA)@F A, 8507 > 0
o J=idldy, §=¢Ild , et

¢(th®f}\)=2x>\®f =0 ,

A
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donc
P ef,enmy .
I1 existe donc (Vi)ieI , famille & support fini de vecteurs de Xer ¢ , telle
que
X 86 =@ vyex) .
Or 1l'on a une décomposition

i(\)i) = 2 X a

AE A ol

(

I F . & support fini, et
“rnpiln,iemxi & SUPP » ©

ZX)\‘Qf)\=ZXA®a- X, .

Al T
. (n)
(XK) étant une base de Ad , on a , pour tout A, fx = Z_ah,i X; et

v; € Ker ¢ s'éerit

Ze a .-"—-O .
A }\’l ' Co Q. FoDo

Dans la suite, les anneaux considérés seront toujours commutatifs et unitaires.
Soient alors A un anneau, et B une A-algeébre unitaire (on ne suppose ni 1l'as~
sociativité, ni la comuutativité de B ).

Pour tout A-module it , désignons par SA(B , M) 1la partie de B 3, M formée

par les vecteurs z tels que, pour toute double fldche de A-algdbres (unitaires)

on ait, dans C'@A u,

¢ 3 Id, (2) = § 2 I, (z)

I1 est clair que SA(B , M) est un sous-A-module de B =N M et qu'il contient

1B ® x pour tout x de M (nous noterons 1B d M 1le sous-module des 1B ® x ).
I1 est clair également que B opére dans B ® M de telle fagon que
bt.(b®m) =b'bdm .

Avec ces conventions, on peut alors énoncer le théordme suivant :
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7/ A Y
TIECREME, ~ Les éléments de SA[B ’ M) sont exactement ceux qui admettent une

by

découposition du type =z = 2 a . bz, , 00 a ., est une famille & support fini
n,i n i ?’— "n,i
de scalzires, b~ une famille d'éléments de B, z; une famille d'éléments de

B ®A M, et, pour tout i,

g an,i by € Alp

et pour tout =n ,

2 8,1 % € 1, 1 .

En effet, si 2z admet une telle décomposition, et si ¢ , ¢ est une double fld-

che B RC, alors :

2 a g b€ Aly = 2 2, 3 (b)) =2 o ¥(v,)

s

2 s - : o
8,1 % € g1 = 2a; ewlg(s)=2 a,i

v @ 14,(z,)
et alors

QB IdM(z) =2 xp(bn) Z a ;99 Idl\‘l(zi)
i 9

n

=Z §® IdM(zi) 2 a cp(bn)
i n ?

2, 5 ¥w(py) v o 1,(s)

¥y D IdM zZ
donc z € SA(B , M) .

Réciproquement, si =z € EA[B , M) , considérons 1l'algébre B 8, B et les applica-

tions canoniques il et 12 de B dans B @A B définies par

il(X) = 1B dx iz(x) =3x ¥ 1

B L4
Prenant alors pour double fléche particulidre, la double fldche i, , i, , nous

aurons
(1) i, @ 14, (z) = i, ® 14,(2) .
Soit (bn)nEﬂ une famille de générateurs du A-module B . Alors z admet une dé-

composition du type z =2 bn ? X, ou X, est une famille & support fini dans

M, et la relation (1) s'écrit :
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13 ®2-2b 91l8x =0 .
Soit z; est une famille de générateurs de B ®A M ; comme 1B et les bn en—

gendrent B , on trouve en appliquant le lemme deux familles de scalaires a3 et
?

ay a supports finis, telles que
(2) z =2 a; 7, 1B®xn=z an,i z3
et
(3) | ai.lB =2 zatn’:.L bn .
Donc

z=2a .b z ,

n,i n i
- .

(2) montre que 2 2,1 % €1, 90N, et (3) montre que 2 oni b, € Ay .

C. Qo F. Do

Remarques. - La démonstration montre également que 5A(B , M) est le noyau de la
double fléche
11®IdM y 12®IdM .
Un cas particulier est celui o M = A , alors il y a un isomorphisme canonique
entre B 3, A et B qui identifie éZA(B , A) 2 une partie de B appelée épicen-
tre de B , et notée 5A(B) « C'est le noyau de la double fléche i, 5,455 clest

donc une sous-algébre de B . Ses éléments ont une décomposition du type

2a b B,
m,n n n

ol & GA,meB,b'meB

Za b etZa
m m,n

1
m,n , bneA'lB ¢

Si B est associative ou commutative, il en est de méme de B ®A B ; on peut donc

reprendre la théorie en remplagant "algdbre" par "algdbre associative" (ou commuta—

tive, ou les deux).

Représentation matricielle. — Soit 2z =2 a 4 bn z, une décomposition d'un é1é-
?

ment de SA[B , M) . Limitons les ensembles d'indice & et I & des parties fi-

nies ‘.TLO et IO de fagon que fﬁo x IO supporte an,i o Notons B 1la matrice-

ligne des bn sy Z la matrice-—colonne des Z; A la matrice des a, ;2 ona:
?
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[Z]:BAZ

avec les conditions ¢ B A & coefficients dans A.lB , et A Z & coefficients

dans 1B XM,

Mais si alors A' est une matrice équivalente 3 A (A* =M AN) (avec M, N
& coefficients dans A ), posons :

Bt =B ML, 2t =Xtz .

On a [z]=B"'"A"'Z' et B' A* = BAN est & coefficients dans A.l; ; de méme

A' Z' =M A Z est & coefficients dans lB«8 M.

En particulier, si A est un corps, toute matrice est équivalente & une matrice

du type

(@]

donc les éléments de SA[B » M) ont une décomposition du type :

z=2b_ 2z avec b_€ Al et z_ €1 3N ;
n n B n

n B

LI = QD i 3 =
dtou §A[B , M) = 13 ® I , et en particulier ShﬁB] = Addg .

Changement d'anneau de base.. - Soient A —ELpAJ un morphisme d'anneaux, B une

A-algdbre unitaire et M un A-module. Par extension de l'anneau de base on défi-

nit la A'-algdbre At 81 B = B' et le At-module A‘-8k M= M .

On sait qu'il existe alors un iscmorphisme canonique entre B"@A' M et

5 1 3 1
(B&AM)®AA , donc B M.

THEOREME, - Cet isomorphisme identifie &,,(B' , M') et &,(8, H') .

I1 suffit de voir que l'on a le double diagramme commutatif :

5 1 ——— ; ; ]
B dh M B @!'B 81 M

l |
|
\4
1 1 ' '
B 81, M B ®A‘ B 8%

QM'

AY AR\

ol les fliches horizontales sont les doubles fldches résultant des applications ca-

noniques

—— 5 ] '-‘—) t ] .
B 2 B8 B ot B T3 B9, B
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et les fliches verticales sont les isomorphismes canoniques. Les noyaux des doubles
fléches horizontales sont donc identifiés par ces isomorphismes ; or ce sont respec-
tivement SA(B , M) et SA,[B' , M) .

Applications. - Soient A un anneau , B une A-algebre unitaire, M un A-

module et p un idéal premier de A , Désignons par K 1le corps des fractions de
A/p et & 1le morphisme canonique A —3>X ; il permet de définir B! =B QE_K ’

' — .
MY =M 6Z.K .

Si =z € éAfB R M) » i1 est clair que z® 1, € 8A(B , M') . Or, K &tant un
corps, SK(B' , M) = lp, @ M' 5 41 existe donc un élément x' de M' +tel que

zQ lK s'identifie & 1_, ® x' , c'est-a~dire

Bl
4 - X 1]
z IK = lB ¥ x .
Or tout élément =x' de M' peut s'éerire x 3 1/q0 ol qo est la classe dans

A/lp de q (q, élément de A , avec q¥ p et x € M ). On a donc
qz @ lK = lB DX lK
c'est-a~dire
[qz-(1B®x)]®lK=O .
Ceci signifie qu'il existe r € A - p avec
r[qz-1B®x]epB®M
en posant rq =a , a € p et rx =y, on voit qu'il existe un a ¢ p , avec
az € lB QM+ pBIM
En particulier si A est intdgre, on peut prendre p = {0} , et il existe a #0

tel que az € lB QU .

Application & 1l'étude des morphismes d'anneaux. - On sait que se donner un mor-

phisme unitaire d'un anneau A dans un amneau B équivaut 3 se donner une struc-
ture de A-algébre sur B . Pour tout morphisme « : A -=B , on peut donc parler

de 1'épicentre de B .
Cet épicentre permet de caractériser

- les morphismes stricts par &(B)

i
>
-

- les épimorphismes par &(B) = B

-e

ctest évident d'aprds la définition de &(B) .

Les résultats déja obtenus montrent que :
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- Pour gﬁe @ soit un.épimorphisme strict, il faut et 1l suffit que o soit surjec-

tif,
- Pour que « soit un épimorphisme, il faut et il suffit que tout z € B ad-

mette une décomposition du type z =M PN, ou M et N sont des matrices & coef-

ficients dans B, et o P , MP , PN sont & coefficients dans A4 (22_ A.lB ).

- Tout épimorphisme issu d'un corps est surjectif.

Remarque. - La deuxi®me remarque nous améne & considérer l'ensemble & des tri-
plets (P, U, V) o P, U, V sont des matrices & coefficients dans A de di-

mensions respectives :

P m lignes n colonnes ,
U 1 1ligne n colonnes |,

V m 1lignes 1 colonne .

. o s .
Nous voyons alors que si A -—-B est un épimorphisme, pour tout z de B, on

peut trouver (P , U, V)€ G et X, Y matrices & coefficients dans B tels que

(z) =XPY, XP=U.1 PY="V.l

B? B °

Mais si z' € B et si X* Y' sont & coefficients dans B avec

(z') =x' P Y', Xt P=U.1, , PY'=V,1

B B

on aura
(2') =X'PY' =X PY' =XPY=(z) .

Donc, si on note Gz la partie de & formée par les cléments (P , U, V) pour
lesquels il existe X et Y avec (3) =X P Y s XP=1U.1 PY= V.lB , alors

les Gz sont deux & deux disjoints.

B 9

En outre, 1'on munit © des deux lois + et o ainsi définies :

(P,u,Vv)+(pr,u ,Vv)=(p",Un, V)

/20 \
i ‘_.m_.__i-_w_ . ‘

PN = U = (U | ) v = (¥3)

\o i ®Yy
et (P, U, V(P ,U',V!')=(P®P",Ud0U', VsV, aprés avoir fait une

convention sur l'ordre & prendre pour les vecteurs de la base du produit tensoriel.
On voit que, pour z et z' dans B, on a

c ° c .
Gz + Gz' Z;z+z' Gz z5z' Gzz'
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Ce qui montre que, si GB = U EZ y GB est fermé pour les lois + et o j de
z€B

plus, les & forment une partition de EE , donc peuvent &tre considérés comme

4}

les classes modulo une certaine relation d'équivalence R, qui est stable pour les

lois + et o, et donc que B s'identifie & GB/tR,

Donc tout épimorphisme de source A s'obtient comme quotient d'un sous-truc de

GB o Ceci a deux conséquences importantes :

1° Pour tout anneau A , il existe un ensemble E d'épimorphismes de source A
tel que, pour tout épimorphisme o : A +->B , il existe o' de A dans B' ,

avec «' € E , et un isomorphisme u : B' =B tel que o =1u o a' .

20 31 A est infini, comme T est réunion dénombrable des parties pour les-
quelles les matrices du triplet ont une dimension fixée, et comme ces parties sont

équipotentes & A" pour un certain n , on conclut
Card © = Card A
Donc, si A - B est un épimorphisme, on a
Card B <Card A .

(Remargue s Cette dernidre assertion est encore vraie si A est fini.)



