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Le theÂoreÁme de Schanuel pour un corps non commutatif
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ABSTRACT - We prove a version of Schanuel's theorem in the noncommutative case :
we provide an asymptotic formula for the number of one-dimensional left sub-
spaces of DN of height at most H , where D is a finite dimensional rational division
algebra, N a positive integer and H a real number. The height, as considered in a
previous paper, is defined with the help of a maximal order in D and a positive
anti-involution. We give a completely explicit main term involving class number,
regulator, discriminant and zeta function of D. We also compute an explicit error
term.
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1. Introduction

Dans toute la suite, D est un corps de dimension finie n sur Q. Nous

fixons aussi un entier naturel N � 2. Nous cherchons aÁ estimer, pour un

reÂel H � 0, le nombre N (N;H) de sous-espaces vectoriels aÁ gauche V de

DN de dimension 1 et de hauteur au plus H. Notre but consiste aÁ eÂtablir la

majoration

jN (N;H)ÿ cprincH
Nnj � cerreurHNnÿ1

pour des valeurs entieÁrement explicites de cprinc et cerreur .
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Pour expliciter notre formule, il nous faut fixer la hauteur employeÂe.

Nous utilisons la hauteur consideÂreÂe dans [LR]. Soient donc O un ordre

maximal de D et ? une anti-involution positive sur D
R ; la positiviteÂ

signifie que la formule jxj2 � Tr(xx?) ouÁ x 2 D
R et Tr est la trace de la

R-algeÁbre D
R deÂfinit une norme euclidienne j � j sur D
R. Les don-

neÂes O et ? resteront fixeÂes par la suite et nous leur associons toujours

cette norme j � j sur D
R ainsi que l'extension aÁ l'espace (D
R)m ouÁ m

est un entier. Les eÂleÂments de (D
R)m sont vus comme des vecteurs

colonnes. GraÃce aÁ la norme sur D
R et (D
R)N, nous deÂfinissons la

hauteur d'un sous-espace (aÁ droite ou aÁ gauche) V de DN de dimension M

par (voir [LR])

HO;?(V ) � vol(V \ ON)

vol(O)M

 !1=n

en eÂcrivant vol pour le covolume d'un reÂseau dans un espace euclidien. Nous

eÂcrirons alors preÂciseÂment NO;?gche(N;M;H) pour le nombre de tels sous-

espaces aÁ gauche V qui veÂrifient HO;?(V ) � H et de meÃme NO;?dte (N;M;H)

pour les sous-espaces aÁ droite.

Pour un anneau A nous notons Matml(A) l'anneau des matrices sur A
avec m � 1 lignes et ` � 1 colonnes. DeÂcrivons ensuite les ingreÂdients qui

apparaissent dans les constantes cprinc et cerreur . Il s'agit tout d'abord des

entiers d, r1, r2 et r3 deÂfinis par l'existence d'un isomorphisme

D
R ' Matdd(R)r1 �Matdd(C)r2 �Matd=2;d=2(H)r3

ouÁ H est le corps des quaternions de Hamilton et r3 est nul si d est impair

(voir le lemme 1.1 de [LR] ; d2 est la dimension de D sur son centre). Nous

utilisons aussi des valeurs reÂelles de la fonction zeÃta de D donneÂe par

zD(s) �
X

I

Card(O=I)ÿs

pour s > 1 ouÁ la somme porte sur les ideÂaux aÁ droite non nuls de O (voir

partie 3). Nous notons DD=Q le discriminant absolu du corps D : avec les

notations preÂceÂdentes, nous avons jDD=Qj � dÿnvol(O)2 (voir lemme 2.3 ci-

dessous).

En guise de nombre de classes, nous notons h0 �P
I

[O� : Og(I)�] ouÁ

la somme porte sur un ensemble de repreÂsentants des classes d'iso-

morphie (comme O-modules) des ideÂaux aÁ droite non nuls de O, Og(I)

est l'ordre aÁ gauche fx 2 D j xI � Ig de I et [O� : Og(I)�] deÂsigne

[O� : O� \ Og(I)�]=[Og(I)� : O� \ Og(I)�] (voir partie 4).
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Finalement nous avons besoin d'une notion de reÂgulateur. Nous

deÂfinissons R0 comme le volume d'un domaine fondamental de

fx 2 D
R j jNm(x)j � 1g modulo l'action aÁ gauche de O�. Ici Nm est la

norme de l'algeÁbre D
R. Nous pouvons eÂcrire un peu plus ex-

plicitement R0 � R=w avec w � Cardfx 2 O� j xx? � 1g et

R � volfx 2 (D
R)� j jNm(x)j � 1 et 8u 2 O� jxj � juxjg:
Nous eÂtudierons en deÂtail cet ensemble en partie 6. Nous montrerons

en particulier qu'il est borneÂ et nous notons r le supremum de la norme

sur cet ensemble.

Nous notons encore vi � pi=2G(i=2� 1)ÿ1 le volume de la boule uniteÂ de

l'espace euclidien Ri. Pour m;m0; k � 1 nous eÂcrivons

m![k] �
Ym
i�1

ivki et
m

m0
� �

[k]
� m![k]

m0![k](mÿm0)![k]
:

Nous sommes en mesure d'eÂnoncer notre reÂsultat.

THEÂ OREÁ ME 1.1. Nous avons pour tout reÂel H � 0

jN O;?gche(N; 1;H)ÿ cprinc HNnj � cerreur HNnÿ1

avec

cprinc � h0R0

zD(N)jDD=QjN=2

2(Nÿ1)d2(r2�r3=2)

Ndn=2

Nd

d

� �r1

[1]

Nd

d

� �r2

[2]

Nd=2

d=2

� �r3

[4]

et

cerreur � h0(Nnr)7N2n2

:

Un reÂsultat anteÂrieur de Franke, Manin et Tschinkel [FMT], eÂtabli

dans le cadre plus geÂneÂral des varieÂteÂs de drapeaux geÂneÂraliseÂs (voir la

partie 9 de [LR] pour la traduction en termes de hauteur de sous-espaces),

donnait deÂjaÁ le comportement asymptotique ci-dessus mais sans indication

sur le terme reste. Dans le terme principal, la constante donneÂe n'eÂtait pas

expliciteÂe comme ici en fonction de N et des invariants du corps D. Elle est

en revanche exprimeÂe en termes de mesure de Tamagawa sur la varieÂteÂ de

drapeaux correspondante dans le travail de Peyre [P]. Enfin la meÂthode

est treÁs diffeÂrente de celle que nous employons.

Lorsque D est commutatif, notre theÂoreÁme s'apparente au reÂsultat de

Schanuel [Scha] aÁ ceci preÁs qu'il consideÁre la hauteur de Weil d'un point

projectif (deÂfinie avec la norme du supremum aux places infinies) alors que
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nous employons une hauteur leÂgeÂrement diffeÂrente (deÂfinie avec la norme

hermitienne standard sur CN). Dans ce cas commutatif, notre terme

principal se retrouve tel quel dans le travail de Thunder [T2], qui a eÂteÂ

repris en termes plus arakeloviens par Gasbarri [G] puis Christensen et

Gubler [CG]. Dans toutes ces reÂfeÂrences, cependant, le terme reste n'est

pas explicite. Cet aspect est donc nouveau meÃme pour les corps de nom-

bres.

Pour permettre la comparaison avec les reÂfeÂrences citeÂes, nous devons

remarquer que si D est commutatif alors w est le cardinal des racines de

l'uniteÂ dans D tandis que R est relieÂ au reÂgulateur usuel RegD des corps

des nombres par la formule RegD � 2r1 (2p)r2R (ceci est essentiellement la

formule encadreÂe page 133 de [La] ; la diffeÂrence d'un facteur 2r2 provient

du choix leÂgeÁrement diffeÂrent de norme sur D
R). Dans le terme reste, il

est eÂgalement possible de majorer r en fonction de RegD et n. Toutefois

l'estimation obtenue est exponentielle en RegD (voir lemme 9.2) alors que

l'on sait qu'un argument duÃ aÁ Schmidt permet d'obtenir un terme reste

lineÂaire en RegD : voir la partie 8 de [W] (laÁ encore il ne semble pas que ce

terme ait eÂteÂ calculeÂ explicitement).

Revenant au cas non commutatif, nous remarquons que nous avons

NO;?gche(N;M;H) � NO;?dte (N;N ÿM;H)

par dualiteÂ ([LR] theÂoreÁme 7.1). Pour cette raison, nous compterons en fait

dans la suite du texte les sous-espaces aÁ droite de dimension N ÿ 1. Le

principe de ce deÂcompte sera deÂcrit ci-dessous mais, auparavant, nous

examinons comment notre reÂsultat principal deÂpend des donneÂes : comme

la hauteur elle-meÃme neÂcessite le choix d'un ordre maximal et d'une invo-

lution (ainsi que le choix d'une orientation gauche/droite), il est naturel de

se demander comment cela influe sur notre formule asymptotique.

Pour cette analyse, et seulement celle-ci, nous consideÂrons d'autres

ordres maximaux et involutions que O et ? . Pour les ordres maximaux,

nous rappelons d'abord qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes de

conjugaisons de tels ordres dans D : c'est une conseÂquence du theÂoreÁme

de Jordan-Zassenhaus (voir [R] page 232, exercice 26.8 ; deux ordres O0
et O00 sont conjugueÂs s'il existe x 2 D� avec O00 � xO0xÿ1). Par ailleurs,

pour un ordre maximal O0 de D, nous notons hbil(O0) le nombre de

classes d'isomorphie d'ideÂaux bilateÁres de O0. Nous notons aussi R0O0 le

quasi-reÂgulateur deÂfini comme R0 pour O (nous veÂrifierons que celui-ci

ne deÂpend pas de l'involution) et nous geÂneÂralisons aussi la notation r
en rO0;?0 pour une anti-involution ?0. Enfin nous notons Dop le corps

opposeÂ de D.
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PROPOSITION 1.2. Le terme cprinc est indeÂpendant de O et ?. Nous

pouvons eÂcrire

h0R0 �
X
O0

hbil(O0)R0O0

ouÁ O0 parcourt un systeÁme de repreÂsentants des ordres maximaux de D

aÁ conjugaison preÁs. De plus toutes ces quantiteÂs sont les meÃmes pour D

et Dop.

Comme cette proposition le suggeÁre, nous veÂrifierons aussi que les

quantiteÂs hbil(O0) et R0O0 ne deÂpendent pas du choix deO0 aÁ l'inteÂrieur d'une

classe de conjugaison d'ordre maximaux.

Au vu de ces reÂsultats d'invariance, il ne faut pas perdre de vue que la

hauteur deÂpend reÂellement des donneÂes. Elle deÂpend de l'ordreO : lorsque

V et ? sont fixeÂs on peut avoir supO0 H
O0;?(V ) � �1 (ouÁ O0 parcourt les

ordres maximaux de D) ; et, de meÃme, la hauteur deÂpend reÂellement de

l'involution contrairement aÁ ce qui est affirmeÂ page 225 de [B] : on trouve

eÂgalement des exemples ouÁ, aÁ V etO fixeÂs, on a sup?0 H
O;?0 (V ) � �1 (ouÁ ? 0

parcourt les involutions positives sur D
R).

Nous montrerons aussi que le nombre NO;?gche(N;M;H) peut deÂpendre

de l'involution ? . De meÃme le cardinal w deÂpend eÂgalement de l'involution

(en particulier, il n'y a pas d'interpretation intrinseÁque de w qui geÂneÂra-

liserait le nombre des racines de l'uniteÂ dans le cas commutatif).

Enfin le parameÁtre le plus deÂlicat de notre estimation, le nombre r,

deÂpend de l'ordre et de l'involution mais le reÂsultat suivant montre que l'on

peut le remplacer par une quantiteÂ finie indeÂpendante de tout choix.

PROPOSITION 1.3. La famille des reÂels r obtenus en changeant d'ordre,

d'involution et d'orientation est borneÂe. Plus preÂciseÂment on a rxÿ1Ox;? �
rn
O;?, rO;?0 � rn

O;? et rOop;?op � rnÿ1
O;? .

StrateÂgie

Pour expliquer le principe du deÂcompte que nous allons mettre en

úuvre, commencËons par examiner le cas des sous-espaces de codimension

M sur Q (il est certes tout aÁ fait distinct du cas que nous consideÂrerons

mais l'algeÁbre non commutative MatMM(Q) y joue un roÃle un peu analogue

aÁ celui du corps D). Il s'agit donc de compter les sous-espaces V � QN de

codimension M de hauteur borneÂe. Un tel sous-espace peut eÃtre vu comme
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le noyau d'une application lineÂaire surjective W: QN ! QM. Si V est fixeÂ, W
est deÂtermineÂ modulo un automorphisme de QM. On restreint le choix si

l'on impose de plus W(ZN) � ZM. Dans ce cadre, W est donneÂ par une ma-

trice A 2 MatMN(Z) de rang M deÂtermineÂe par V modulo GLM(Z), le

groupe des matrices inversibles d'ordre M sur Z. La hauteur de V s'ex-

prime par H(V ) � det(A tA)1=2, ouÁ tA est la transposeÂe de A, donc nous

cherchons aÁ eÂvaluer le cardinal de

fA 2 MatMN(Z) j det(A tA) � H2; AZN � ZMg=GLM(Z):

La condition AZN � ZM n'est pas facile aÁ traiter, par opposition par

exemple aÁ AZN � ZM qui signifie simplement A 2 MatMN(Z). Nous pou-

vons nous ramener aÁ une condition de ce type par inversion de MoÈbius

(cette ideÂe, treÁs classique, est deÂjaÁ celle exploiteÂe par Schanuel). En effet,

si nous deÂfinissons pour tout sous-module A de ZM de rang M

fA(H) � Card(fA 2 MatMN(Z) j det(A tA) � H2; AZN � Ag=GLM(Z))

et

gA(H) � Card(fA 2 MatMN(Z) j 05det(A tA) � H2; AZN � Ag=GLM(Z));

alors on constate sans peine que

gA(H) �
X
B�A

fB(H)

donc par la formule d'inversion de MoÈbius (voir partie 3), la quantiteÂ que

nous voulons calculer qui se trouve eÃtre fZM (H) s'exprime

fZM (H) �
X
A�ZM

m(A)gA(H);

ouÁ m est la fonction de MoÈbius deÂfinie sur l'ensemble des sous-modules

de ZM de rang M. Pourquoi ceci repreÂsente-t-il un progreÁs ? La con-

dition AZN � A apparaissant dans gA(H) signifie que les colonnes de A

appartiennent aÁ A ou encore que A 2 MatMN(Z) ' (ZM)N se trouve

dans le sous-reÂseau AN. Par conseÂquent la quantiteÂ gA(H) est le car-

dinal de l'intersection de ce reÂseau AN avec un domaine fondamental du

quotient

fA 2 MatMN(R) j 05det(A tA) � H2g=GLM(Z):

Ceci s'eÂcrit plus agreÂablement

gA(H) � Card(AN \H1=MS)
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si S deÂsigne un domaine fondamental pour le quotient

fA 2 MatMN(R) j 05det(A tA) � 1g=GLM(Z). Notre travail se reÂduit

donc aÁ un probleÁme classique de geÂomeÂtrie des nombres : estimer le

nombre de points d'un reÂseau dans un domaine fixeÂ. Le principe geÂneÂral

est que ce nombre doit eÃtre proche du rapport du volume du domaine

par le covolume du reÂseau ce qui s'eÂcrit dans notre situation

gA(H) � vol(H1=MS)

vol (AN)
� vol (S)

vol (A)N
HN:

Si l'on croit aÁ ce principe, il reste pour calculer le terme principal aÁ eÂvaluer le

volume de S et la somme
P
A
m(A)vol (A)ÿN. Cette dernieÁre s'exprime sans

peine aÁ l'aide de la fonction z (voir parties 3 et 5). La difficulteÂ consiste aÁ

estimer l'erreur que l'on fait dans cette approximation. Ici deux cas se

distinguent nettement : si le domaine S est borneÂ, des estimations explicites

geÂneÂrales se trouvent dans la litteÂrature (nous rappelons la situation en

partie 7) ; si, en revanche, il n'est pas borneÂ, il semble qu'il faille travailler

seÂpareÂment sur chaque ensemble S. Cette distinction explique que nous

nous restreignons aÁ M � 1 : en effet, notre S est borneÂ si et seulement si

M � 1 (dans le cas D � Q deÂcrit jusqu'ici si M � 1 alors S est une demi-

boule uniteÂ de RN).

Voyons maintenant comment l'on peut adapter le plan ci-dessus pour

passer de D�Q aÁ D quelconque. EÂ crire V comme le noyau de W: DN!DM

ne pose pas probleÁme mais nous ne pouvons pas remplacer la condition

W(ZN) � ZM par son analogue eÂvident W(ON) � OM. Nous devons faire

apparaõÃtre ici les classes d'isomorphie de sous-modules de OM. Ceci in-

troduit plusieurs complications puisque si nous nous inteÂressons aux mor-

phismes W tels que W(ON) � C alors il nous faut quotienter leur ensemble

par le groupe des automorphismes duO-module aÁ droite C (noteÂ WC) et non

par MatMM(O)� (qui est WOM ). Cela nous obligera aÁ quelques acrobaties

pour comparer les deux groupes tout au long de la partie 4 dont la clef est le

lemme 4.1 qui assure que l'on ne manipule que des groupes d'indices finis.

Le preÂsent article s'organise comme suit. Nous donnons dans la partie

suivante quelques preÂliminaires. Les trois parties 3, 4 et 5 reprennent le

scheÂma deÂcrit ci-dessus pour M quelconque aÁ l'exception de l'estimation

centrale du nombre de points dans l'intersection d'un domaine et d'un reÂseau.

Celle-ci fait l'objet des parties 6 et 7 ouÁ nous deÂcrivons le domaine fonda-

mental et son bord pour M � 1. Enfin, la partie 8 est consacreÂe au calcul du

volume de S tandis que la dernieÁre partie conclut la preuve et deÂmontre les

autres assertions de l'introduction (propositions 1.2 et 1.3 et exemples).
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2. PreÂliminaires

Pour une algeÁbre A de dimension finie sur R nous notons toujours

Nm : Aÿ!R la norme comme R-algeÁbre.

Rappelons maintenant l'eÂcriture matricielle de la hauteur d'un sous-

espace aÁ droite V de DN de codimension M. Si A est une matrice de

MatMN(O) de rang M telle que V � fx 2 DN j Ax � 0g, alors

HO;?(V ) � HO;?(A) � Nm(AA?)1=2Mn[OM : AON]ÿ1=n

(voir propositions 6.1 et 6.3 de [LR] ouÁ nous avions utiliseÂ la norme reÂduite

au lieu de la norme Nm sur MatMM(D
R)).

LEMME 2.1. Pour toute matrice A 2 MatMN(D) de rang M on a

HO;?(A) � 1:

DEÂ MONSTRATION. Soit V � DN le sous-espace aÁ droite sur D de

codimension M deÂfini par V � fX 2 DNjAX � 0g. On choisit une

projection orthogonale p: DN ! DNÿM obtenue en oubliant M coor-

donneÂes et dont la restriction aÁ V est surjective (et donc bijective, car

dim V � N ÿM). On a donc vol(V \ ON) � vol (p(V \ ON)), mais

p(V \ ON) � ONÿM, d'ouÁ vol(O)NÿM � vol(ONÿM) � vol(p(V \ ON)).

Ceci donne HO;?(A) � HO;?(V ) � 1. p

Rappelons que j � j est deÂfinie par jxj2 � Tr(xx?). Le lemme suivant

rassemble quelques proprieÂteÂs de base de cette norme euclidienne.

LEMME 2.2. Si x; y 2 D
R on a

(1) jxyj � jxkyj.
(2) jTr(x)j � ���

n
p jxj.

(3) Si x est inversible, jxÿ1j � jxjnÿ1

jNm(x)j.

(4) jNm(x)j1=n � 1���
n
p jxj avec eÂgaliteÂ si et seulement si xx? 2 R.

DEÂ MONSTRATION. Le probleÁme se rameÁne aÁ des identiteÂs sur les ma-

trices reÂelles en consideÂrant la repreÂsentation reÂgulieÁre (aÁ gauche ou aÁ

droite) t: D
R,!Matnn(R) donneÂe par une base orthonormeÂe de D
R de

sorte que Tr(x) est la trace de la matrice t(x), Nm(x) son deÂterminant et

t(x?) sa transposeÂe. Ainsi jxj2 est la somme des carreÂs des coefficients de
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t(x) ou encore la somme des valeurs propres de la matrice symeÂtrique po-

sitive t(x) tt(x). L'assertion (1) reÂsulte d'un calcul direct avec les matrices

t(x) et t(y). Pour l'assertion (2) soient a1; . . . ; an les coefficients de t(x) sur la

diagonale. On a Tr(x) � a1 � � � � � an et a2
1 � � � � � a2

n � jxj2. L'ineÂgaliteÂ

souhaiteÂe s'obtient donc en appliquant Cauchy-Schwarz aux vecteurs

(a1; . . . ; an) et (1; . . . ; 1). L'assertion (3) traduit l'ineÂgaliteÂ

lÿ1
1 � � � � � lÿ1

n �
(l1 � � � � � ln)nÿ1

l1 � � � ln

pour les valeurs propres de t(x) tt(x) tandis que l'assertion (4) exprime

que la moyenne geÂomeÂtrique de ces meÃmes valeurs propres est infeÂ-

rieure aÁ leur moyenne arithmeÂtique. Il y a eÂgaliteÂ si et seulement si

toutes les valeurs propres sont eÂgales. Ceci eÂquivaut aÁ dire que la ma-

trice t(x) tt(x) � t(xx?) est scalaire donc de la forme t(z) pour un reÂel z. On

conclut par injectiviteÂ de t. p

On rappelle que la norme Nm prend des valeurs entieÁres sur O ou plus

geÂneÂralement sur MatMM(O). Par suite, elle vaut 1 ou ÿ1 sur O� et

MatMM(O)�.

Nous notons N(I ) la norme d'un ideÂal non nul de O c'est-aÁ-dire

N(I ) � Card(O=I ). De la meÃme facËon si D est un sous-O-module de rang

M de OM nous notons N(D) � Card(OM=D).

LEMME 2.3. Pour tout ordre maximal O de D et toute involution po-

sitive ? sur D
R, nous avons vol (O) � (dnjDD=Qj)1=2.

DEÂ MONSTRATION. Soit e1; . . . ; en une base de O sur Z. Par deÂfinition

DD=Q � det(tr(eiej))1�i; j�n (voir [R] page 218) ouÁ tr est la trace reÂduite,

relieÂe aÁ la trace par Tr � dtr (voir [R] (9.17) page 119). Par ailleurs, vol (O)2

vaut det(Tr(eie
?
j ))1�i; j�n par deÂfinition de la structure euclidienne associeÂe

aÁ ?. Ceci nous montre vol(O)2 � dnDD=QdetM ouÁ M est la matrice de ? dans

la R-base e1; . . . ; en de D
R. Comme ? est une involution, on a M2 � I

donc jdet Mj � 1. p

Au passage, ceci nous montre que la mesure vol sur D
R est indeÂ-

pendante de ? et, en particulier, le quasi-reÂgulateur R0 ne deÂpend pas de ?.

Nous appellerons symeÂtrique un eÂleÂment y de D
R tel que y � y?.

Nous lui associons la forme quadratique x 7! Tr(x?yx) sur D
R et nous

dirons que y est positif ou deÂfini positif lorsque c'est la cas de la forme

quadratique qu'il deÂfinit. Nous deÂsignons par (D
R)sym, (D
R)�0
sym et
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(D
R)>0
sym les parties de D
R formeÂes des eÂleÂments symeÂtriques, po-

sitifs et deÂfinis positifs respectivement. Ces deÂfinitions s'explicitent faci-

lement deÁs que l'on choisit un isomorphisme

D
R ' Matdd(R)r1 �Matdd(C)r2 �Matd=2;d=2(H)r3 :

En effet, si K est l'un des trois corps R, C ou H, nous noterons A 7! A? la

transconjugaison sur Matmm(K) puis Hm(K) � fA 2 Matmm(K) j A � A?g
le sous-espace des matrices hermitiennes (voir [LR], page 552, ouÁ la

transconjugueÂe eÂtait noteÂe t�A). Nous introduisons de manieÁre analogue

l'ensemble des matrices positives H�0
m (K) et celui des matrices deÂfinies

positives H>0
m (K). Alors, aÁ travers l'isomorphisme preÂceÂdent, nous avons

(D
R)sym ' Hd(R)r1 �Hd(C)r2 �Hd=2(H)r3

et de meÃme en introduisant partout l'exposant � 0 ou > 0.

Nous utiliserons encore le groupe unitaire Um(K) � fK 2
Matmm(K) j KK? � Ig et l'ensemble Dm � Matmm(K) des matrices

diagonales reÂelles avec les variantes D�0
m et D>0

m lorsque l'on impose

aux coefficients diagonaux d'eÃtre positifs ou strictement positifs. Re-

marquons que l'on a Dm � Hm(K) et D�0
m � Dm \H�0

m (K), D>0
m �

Dm \ H>0
m (K).

Citons le reÂsultat de diagonalisation des matrices hermitiennes.

LEMME 2.4. Pour tout A 2 Hm(K), il existe B 2 Dm et K 2 Um(K) tels

que A � KBKÿ1. De plus B est unique aÁ permutations des coefficients dia-

gonaux preÁs et l'on a A 2 H�0
m (K)()B 2 D�0

m , A 2 H>0
m (K)()B 2 D>0

m .

DEÂ MONSTRATION. Ceci est tout aÁ fait classique si K 6� H. Pour H on

consultera par exemple [FP]. p

Nous pouvons donc parler des valeurs propres d'une matrice hermi-

tienne A : ce sont les coefficients diagonaux de B comme dans le lemme.

COROLLAIRE 2.1. L'application x 7! x2 induit une bijection

(D
R)�0
sym ! (D
R)�0

sym et

(D
R)>0
sym � fxx? j x 2 (D
R)�g:

DEÂ MONSTRATION. Pour la premieÁre assertion, montrons que l'eÂleÂva-

tion au carreÂ est une bijection H�0
m (K)! H�0

m (K). Pour la surjectiviteÂ, il

suffit d'eÂcrire A 2 H�0
m sous la forme KBKÿ1 par le lemme ; comme B 2 D�0

m

il existe C 2 D�0
m avec B � C2 et cela donne A � (KCKÿ1)2.
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Pour l'injectiviteÂ supposons que l'on ait X2 � Y2 avec X;Y 2 H�0
m (K).

EÂ crivons Y � KBKÿ1 par le lemme et posons Z � Kÿ1XK 2 H�0(K). Nous

avons Z2 � Kÿ1X2K � Kÿ1Y2K donc Z2 � B2. Remarquons que ce calcul

permet deÂjaÁ de conclure si X est une matrice scalaire aI (avec a 2 R,

a � 0). En effet, dans ce cas, Z � Kÿ1(aI)K � aI donc B2 � a2I. Comme B

est diagonale et positive, cela force B � aI d'ouÁ Y � Kÿ1(aI)K � aI � X.

En revenant au cas geÂneÂral (X quelconque), nous notons que Z2 � B2

entraõÃne que Z commute avec la matrice B2. Si a1; . . . ; am sont les coef-

ficients diagonaux reÂels de B et zij les coefficients de Z alors ZB2 � B2Z

s'eÂcrit zija
2
j � a2

i zij (1 � i; j � m) donc zij � 0 deÁs que a2
i 6� a2

j c'est-aÁ-dire

deÁs que ai 6� aj. Par conseÂquent Z est une matrice diagonale par blocs ouÁ

chaque bloc correspond aÁ un eÂleÂment a 2 fa1; . . . ; amg : on forme le bloc Za

en retenant les coefficients zij ouÁ i; j 2 f1 � k � n j ak � ag. L'eÂgaliteÂ

Z2 � B2 se traduit par Z2
a � a2I pour tout a. D'apreÁs le cas des matrices

scalaires deÂjaÁ traiteÂ, on a Za � aI (la matrice Za se trouve dans H�0
m0 (K)

pour m0 � m) d'ouÁ Z � B. Ceci entraõÃne alors X � Y .

Pour la deuxieÁme assertion, si x 2 (D
R)�, la forme quadratique

z 7! Tr(z?xx?z) est deÂfinie positive car eÂgale aÁ z 7! jz?xj2. Ceci montre

fxx? j x 2 (D
R)�g � (D
R)>0
sym. ReÂciproquement si y 2 (D
R)>0

sym il

existe x 2 (D
R)�0
sym avec y � x2 � xx? et x est inversible car y l'est. p

3. Fonction de MoÈbius

Dans cette partie, nous eÂtudions la fonction de MoÈbius des modules et

des ideÂaux. La notion de fonction de MoÈbius peut eÃtre deÂfinie pour des

ensembles partiellement ordonneÂs plus geÂneÂraux (voir par exemple le

paragraphe 8.6 page 480 de [J] ou le paragraphe 3.7 page 116 de [St]) mais

nous nous contentons de rappeler la deÂfinition dans le cadre restreint dans

lequel nous nous placerons.

Soient A un anneau et M un A-module aÁ droite. ConsideÂrons l'en-

semble S(M) des sous-A-modules aÁ droite N deM tels queM=N est de

cardinal fini. On construit une fonction m(�;M) de S(M) vers Z en impo-

sant les conditions m(M;M) � 1 et, si N 2 S(M) n fMg,X
N�N 02S(M)

m(N 0;M) � 0 :

Ceci a bien un sens car l'ensemble fN 0 2 S(M) j N � N 0g est fini. On le

voit par exemple en notant que l'ensemble des sous-groupes de M con-

tenant N est en bijection avec l'ensemble des sous-groupes du groupe
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abeÂlien fini M=N . Par reÂcurrence sur le cardinal du groupe M=N on

montre facilement que les formules donneÂes ci-dessus deÂfinissent de facËon

unique une fonction m(�;M) : S(M)! Z.

Citons maintenant le reÂsultat simple mais fondamental qui justifie

l'introduction de cette fonction et qui porte le nom de formule d'inversion

de MoÈbius.

LEMME 3.1. Soient A un anneau, M un A-module aÁ droite et

f :S(M)! R une application telle que f (N ) � 0 sauf pour un nombre fini

de N 2 S(M). Si l'on pose pour N 2 S(M)

g(N ) �
X

N 02S(N )

f (N 0);

alors

f (M) �
X

N2S(M)

m(N ;M) g(N ):

DEÂ MONSTRATION. On aX
N2S(M)

m(N ;M) g(N ) �
X

N2S(M)

X
N 02S(N )

m(N ;M) f (N 0)

�
X

N 02S(M)

f (N 0)
X

N 0�N2S(M)

m(N ;M) :

Par deÂfinition meÃme, la deuxieÁme somme est nulle pour tout N 0 6� M et

eÂgale aÁ m(M;M) � 1 pour N 0 � M. Ceci montre le lemme. p

Dans la suite de cette partie, nous nous inteÂressons aÁ un cas particulier

de cette fonction de MoÈbius. Soit D une algeÁbre centrale simple de di-

mension finie sur un corps de nombres Z et soit O un ordre maximal de D.

On speÂcialise A �M � O dans les notations ci-dessus, de sorte que S(O)

est l'ensemble des ideÂaux aÁ droite de O qui sont des Z-modules de rang

[D : Q]. On obtient donc une fonction m(I ;O) � m(I ) pour I 2 S(O) qui est

deÂfinie par m(O) � 1 et X
I�J2S(O)

m(J ) � 0

pour tout I 2 S(O) n fOg.
L'objet principal de cette partie est de majorer la fonction de MoÈbius

d'un ideÂal de S(O). Pour eÂnoncer notre reÂsultat, notons d2 � [D : Z].

232 GaeÈl ReÂmond - Christine Zehrt-LiebendoÈrfer



THEÂ OREÁ ME 3.1. Tout eÂleÂment I de S(O) veÂrifie

jm(I )j � N(I )(1=2)ÿ(1=2d):

Remarquons que, si D � Z est un corps de nombres, nous trouvons

donc m(I ) 2 fÿ1; 0; 1g comme dans le cas classique de la fonction de MoÈ-

bius usuelle sur les entiers. Cela se prouve aussi directement en factorisant

l'ideÂal I en produit d'ideÂaux premiers dans l'anneau de Dedekind O � OZ

(entiers de Z).

Pour deÂmontrer le theÂoreÁme, nous utiliserons la fonction de MoÈbius

plus geÂneÂrale introduite au deÂbut de cette partie. Chaque fois que l'on

dispose d'une bijection croissante entre sous-modules, l'on voit apparaõÃtre

une relation entre fonctions de MoÈbius. De manieÁre preÂcise, nous utilise-

rons les reÂsultats suivants.

LEMME 3.2. Soient A et B deux anneaux.

(1) Si M est un A-module aÁ droite et N 2 S(M) alors m(N ;M) �
m(0;M=N ).

(2) SiM est unA-module aÁ droite,M0 unB-module aÁ droite,N 2S(M)

etN 02 S(M0) alorsM�M0 est unA�B-module aÁ droite,N �N 02
S(M�M0) et m(N �N 0;M�M0)� m(N ;M)m(N 0;M0).

(3) Si I est un ideÂal aÁ droite de l'anneau Matmm(A) (pour un entier na-

turel m � 1) et siM est le sous-A-module de Am formeÂ des colonnes

des eÂleÂments de I alors Card(Matmm(A)=I )�Card(Am=M)m. Si de

plus ces quantiteÂs sont finies alors m(I ;Matmm(A)) � m(M;Am) (ouÁ

l'on regarde Matmm(A) comme Matmm(A)-module et Am comme A-

module).

DEÂ MONSTRATION. (1) L'assertion est conseÂquence immeÂdiate de la bi-

jection croissante entre les sous-modules de M contenant N et les sous-

modules deM=N .

(2) L'isomorphisme (M�M0)=(N �N 0) ' (M=N )� (M0=N 0) montre

N �N 0 2 S(M�M0). De plus, tout sous-(A�B)-module deM�M0 est

de la forme P � P0 pour un sous-A-module P deM et un sous-B-module P0
deM0. Nous notons aussi que la formule est claire si N �M et N 0 � M0.
Nous supposons donc N 6� M ou N 0 6� M0. Par conseÂquent, on a par deÂ-

finition de mX
N�P2S(M)

m(P;M) � 0 ou
X

N 0�P02S(M0)

m(P0;M0) � 0
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et donc en multipliant X
N�N 0�P�P02S(M�M0)

m(P;M)m(P0;M0) � 0 :

Ceci montre que la fonction P � P0 7! m(P;M)m(P0;M0) remplit bien les

conditions deÂfinissant la fonction m(�;M�M0).
(3) L'application qui aÁ I associe M est une bijection croissante de

l'ensemble des ideÂaux aÁ droite de Matmm(A) vers celui des sous-A-modules

aÁ droite de Am (la reÂciproque associe aÁ un module M l'ideÂal I formeÂ des

matrices dont toutes les colonnes appartiennent aÁ M). Le reÂsultat s'en

deÂduit directement, en notant pour les cardinaux que l'on a un isomor-

phisme de A-modules I ' Mm. p

Nous eÂtudions maintenant le cas des modules sur un anneau local fini.

PROPOSITION 3.2. Soient A un anneau local fini, m son ideÂal maxi-

mal etM un A-module aÁ droite fini.

(1) Si A est un corps autrement dit si m � 0 alors pour tout entier

naturel m on a m(0;Am) � (ÿ 1)m(CardA)m(mÿ1)=2.

(2) Si Mm � 0 alors il existe un entier naturel m tel que M est iso-

morphe aÁ (A=m)m et m(0;M) � (ÿ 1)m(CardM)(mÿ1)=2.

(3) SiMm 6� 0 alors m(0;M) � 0.

DEÂ MONSTRATION. (1) Voir exemple 3.10.2 page 126 de [St] ou exercice 4

page 488 de [J]. On peut calculer explicitement le nombre de sous-espaces

vectoriels de dimension donneÂe de Am et en deÂduire la formule.

(2) LorsqueMm � 0, le A-moduleM est un (A=m)-module c'est-aÁ-dire

un (A=m)-espace vectoriel. En notant m sa dimension nous avons

M' (A=m)m et le reÂsultat de (1) s'applique (les sous-A-modules de M
sont eux aussi des (A=m)-espaces vectoriels).

(3) Nous montrons cette assertion par reÂcurrence sur Card(M). Si

Card(M) � 1 on a M� 0 et Mm � 0 : l'assertion est donc vraie (car

l'hypotheÁse est fausse). Soit maintenant M avec Card(M) � 2 ; nous

supposons Mm 6� 0 et que l'assertion est vraie pour tout module de car-

dinal 5Card(M). Pour montrer m(0;M) � 0, nous devons eÂtablir, par

deÂfinition de la fonction de MoÈbius,X
N2S(M)nf0g

m(N ;M) � 0:

Or, siN 2S(M)nf0g, nous avons m(N ;M)� m(0;M=N ) et Card(M=N )5
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Card(M). Par conseÂquent, notre hypotheÁse de reÂcurrence montre

m(N ;M) � 0 deÁs que (M=N )m 6� 0. Il nous suffit donc de prouverX
N2S(M); (M=N )m�0

m(N ;M) � 0 :

Maintenant, la condition (M=N )m � 0 eÂquivaut aÁMm � N . De la sorte, la

formule ci-dessus est vraie par deÂfinition dempour le sous-moduleMmdeM,

en remarquant queMm 6� M par le lemme de Nakayama (voir [R] (6.11)

page 81). p

Nous utiliserons seulement la conseÂquence suivante.

COROLLAIRE 3.1. Si A est un anneau local fini et M un sous-A-

module aÁ droite de Am alors

jm(M;Am)j � Card(Am=M)(mÿ1)=2 :

DEÂ MONSTRATION. Notons m l'ideÂal maximal de A. Si (Am=M)m 6� 0,

nous avons par l'assertion (3) de la proposition m(M;Am) � 0 donc la ma-

joration est certainement vraie. Si (Am=M)m � 0, le module Am=M est un

(A=m)-espace vectoriel de dimension disons `. La proposition 3.2 donne

donc m(M;Am) � m(0;Am=M) � (ÿ 1)`Card(Am=M)(`ÿ1)=2. Maintenant

Am=M est clairement engendreÂ par m eÂleÂments donc ` � m et la majora-

tion s'ensuit. p

Nous savons aÁ ce stade eÂvaluer la fonction de MoÈbius d'un module sur

un anneau local fini donc, par le lemme, nous savons controÃler celle d'un

ideÂal d'un produit d'anneaux de matrices sur de tels anneaux locaux finis.

Le lien avec notre situation initiale apparaõÃt dans l'eÂnonceÂ suivant.

PROPOSITION 3.3. Si a est un entier naturel non nul, nous avons un

isomorphisme d'anneaux de la forme

O=aO '
Yr

i�1

Matmimi
(Ai)

ouÁ r est un entier naturel et, pour 1 � i � r, Ai est un anneau local fini et

1 � mi � d.

DEÂ MONSTRATION. Si l'on omet la condition mi � d, ceci est deÂmontreÂ

dans [LR] : voir proposition 7.3 et la deÂmonstration du lemme 7.2 qui eÂtablit
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que O=aO en veÂrifie les hypotheÁses. Quitte aÁ permuter les facteurs, nous

supposons que la suite mi est deÂcroissante de sorte qu'il nous reste seule-

ment aÁ montrer m1 � d. Notons m � m1, A � A1, m son ideÂal maximal et

k � A=m. Le produit Matmm(m)� Qr
i�2

Matmimi
(Ai) est un ideÂal bilateÁre de

O=aO donc son image reÂciproque dansO est un ideÂal bilateÁre I deO tel que

O=I ' Matmm(k). Remarquons que l'on a donc N(I ) � Card(k)m2

puis,

graÃce aÁ l'assertion (3) du lemme 3.2, m(I ) � (ÿ 1)mCard(k)m(mÿ1)=2 �
(ÿ 1)mN(I )(1=2)ÿ(1=2m) (ceci ne sert pas dans la preÂsente preuve mais montre

que m � d est indispensable pour avoir le theÂoreÁme).

Nous notons OZ � O \ Z et p � I \ Z. L'anneau OZ est l'anneau

des entiers de Z par maximaliteÂ de O : si x 2 Z est entier sur Z de

degreÂ disons e l'ensemble O0 � O� xO� � � � � xeÿ1O est un anneau

(car x est central) donc un ordre de D d'ouÁ O0 � O et x 2 O. Par

ailleurs, p est un ideÂal de OZ. L'anneau OZ=p est un sous-anneau de

O=I ' Matmm(k) et, comme Z est le centre de D, l'image de OZ=p est

incluse dans le centre de Matmm(k) c'est-aÁ-dire k (matrices scalaires).

Ainsi OZ=p s'identifie aÁ un sous-corps k0 de k (en particulier p est

maximal).

Pour terminer, consideÂrons pO : c'est un ideÂal bilateÁre de O inclus dans

I . Il y a donc un morphisme d'anneaux surjectif O=pO ! O=I . De plus,

O=pO est isomorphe aÁ (k0)d2

comme OZ-module : en effet,

O=pO � O
OZ
k0 � O 
OZ

OZ;p 
OZ;p
k0

ouÁOZ;p est le localiseÂ de Z en p ; commeOZ est un anneau de Dedekind,OZ;p

est un anneau de valuation discreÁte donc le OZ;p-module O
OZ
OZ;p (sans

torsion car naturellement inclus dans D) est libre de rang [D : Z] � d2

(puisque si l'on fait le produit tensoriel avec Z on retrouve D). Nous avons

donc une surjection de k0-espaces vectoriels (k0)d2 ! Matmm(k) d'ouÁ

(Cardk0)d2 � (Cardk)m2

. Enfin, avec Cardk � Cardk0 > 1, il vient d2 � m2

puis m � d. p

Nous pouvons maintenant conclure.

DEÂ MOSTRATION DU THEÂ OREÁ ME 3.1. Nous choisissons a > 0 dans I \Z

de sorte que aO � I . Nous eÂcrivons O=aO ' Qr
i�1

Matmimi
(Ai) comme dans

la proposition preÂceÂdente. L'image I=aO de I dans cet anneau est un

produit
Qr
i�1

J i d'ideÂaux. D'apreÁs le lemme 3.2, nous avons (avec l'isomor-
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phisme O=I ' (O=aO)=(I=aO))

m(I ) � m(I ;O) � m(0;O=I ) � m(I=aO;O=aO)

� m
Yr

i�1

J i;
Yr

i�1

Matmimi
(Ai)

 !
�
Yr

i�1

m(J i;Matmimi
(Ai)) �

Yr

i�1

m(Mi;A
mi

i )

siMi est le sous-module des colonnes des eÂleÂments de J i. Par application

du corollaire 3.1, il vient

jm(I )j �
Yr

i�1

Card(Ami=Mi)
(miÿ1)=2 �

Yr

i�1

Card(Matmimi
(Ai)=J i)

(1=2)ÿ(1=2mi) :

Puisque mi � d, nous obtenons

jm(I )j �
Yr

i�1

Card(Matmimi
(Ai)=J i)

 !(1=2)ÿ(1=2d)

� N(I )(1=2)ÿ(1=2d)

comme preÂvu. p

Terminons cette partie en reliant la fonction de MoÈbius d'un ideÂal de

S(O) aÁ la fonction zeÃta de D qui est deÂfinie par

zD(s) �
X
I2S(O)

1

N(I )s

pour s 2 C avec Re(s) > 1. Cette deÂfinition ne deÂpend pas du choix de

l'ordre maximal O (voir page 130 de [De]).

LEMME 3.3. On a X
I2S(O)

m(I )

N(I )s �
1

zD(s)

pour tout s 2 C avec Re(s) >
3

2
ÿ 1

2d
.

DEÂ MONSTRATION. Pour un ideÂal I 2 S(O), soient Od(I ) et Og(I ) les

ordres aÁ droite et aÁ gauche de I deÂfinis par

Od(I ) � fx 2 D j Ix � Ig et Og(I ) � fx 2D j xI � Ig :
Ici Od(I ) � O et, comme O est maximal, l'ordre Og(I ) est eÂgalement

maximal (voir le theÂoreÁme 17.6 page 173 et la remarque 18.8 (ii) page 179 de

[R]). De plus I � Od(I ) entraõÃne I � Og(I ) (theÂoreÁme 22.8 page 193
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de [R]). Puisque la deÂfinition de zD ne deÂpend pas du choix de l'ordre

maximal, on peut eÂcrire X
I2S(O)

m(I )

N(I )s

!
zD(s) �

X
I2S(O)

m(I )

N(I )s

X
I02S(Og(I ))

1

N(I0)s :�1�

Comme Od(I0) � Og(I ), le produit I0I est deÂfini et J � I0I 2 S(O) avec

J � I . De plus, N(J ) � N(I0)N(I ) par le theÂoreÁme 24.4 page 211 de [R].

Les deux sommes du membre de droite de (1) convergent absolument pour

Re(s)>
3

2
ÿ 1

2d
(pour la premieÁre somme on utilise le theÂoreÁme 3.1) ; on peut

donc reÂarranger les termes des deux sommes de sorte que le membre de

droite de (1) devientX
I2S(O)

X
J2S(I )

m(I )

N(J )s �
X
J2S(O)

1

N(J )s

X
J�I2S(O)

m(I ) � 1

ce qui montre le lemme. p

4. Inversion

L'objet de cette partie est de deÂmontrer la proposition 4.1 ci-dessous

qui exprime le nombre NO;?gche(N;M;H) de sous-espaces aÁ l'aide du nombre

de points d'intersection entre un reÂseau (variable) et les multiples d'un

certain domaine fixeÂ.

Dans cette partie, tous les sous-O-modules de DM consideÂreÂs sont des

sous-modules aÁ droite. On fixe un ensemble R de repreÂsentants C � OM

des classes d'isomorphie de sous-O-modules de DM de rang M. On re-

marquera que deux tels sous-modules A et B sont isomorphes si et seu-

lement s'il existe une matrice inversible T de MatMM(D) telle que TA � B.

On sait en outre que R est fini d'apreÁs le theÂoreÁme de Jordan-Zassenhaus

(voir (26.4) page 228 de [R]).

Pour un sous-O-module A de DM de rang M, nous notons simplement

AN l'ensemble des matrices formeÂes de N colonnes eÂleÂments de A, c'est-aÁ-

dire que nous eÂcrivons

AN � fA 2 MatMN(D) j AON � Ag :
Par ailleurs, nous deÂfinissons le sous-groupe WA de MatMM(D)� par

WA � fT 2 MatMM(D)� j TA � Ag :
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Si A � OM, nous eÂcrivons W � WOM � MatMM(O)�. Ce groupe agit aÁ

gauche sur l'ensemble

U � fA 2 MatMN(D
R) j 05Nm(AA?) � 1g�2�

(puisque si T 2 W on a Nm(TT?) � 1). Soit S un systeÁme de repreÂsentants

de l'ensemble quotientU=W . Finalement, on note R0 �WR et, pourD 2 R0,
on pose wD � 1=[WD : W \WD].

Voici le reÂsultat principal de cette partie.

PROPOSITION 4.1. Pour H > 0, on a l'eÂgaliteÂ

NO;?gche(N;M;H) �
X
D2R0

X
A�D

wD m(A;D) Card
ÿAN \H1=MN(D)1=MnS

�
;

ouÁ tous les termes de la double somme sont nuls sauf un nombre fini. Plus

preÂciseÂment, R0 est fini et la seconde somme, qui porte sur tous les sous-O-

modules de D de rang M, peut eÃtre restreinte aÁ ceux qui veÂrifient

N(A) � HnN(D).

Pour la deÂmonstration de cette proposition, nous avons besoin de

quelques lemmes preÂliminaires. CommencËons par le reÂsultat ci-dessous

qui montre notamment que R0 est fini et que wD n'est jamais nul.

LEMME 4.1. Soient A et B deux sous-O-modules de OM de rang M.

Alors le sous-groupe WA \WB est d'indice fini dans WA. De plus l'en-

semble R0 est fini.

DEÂ MONSTRATION. On peut supposer B � A. En effet, il existe un entier

non nul m tel que mB � A et WmB � WB car T(mB) � mB si et seulement si

TB � B.

On consideÁre maintenant l'ensemble F � fB0 � AjN(B0) � N(B)g.
Pour A et B fixeÂs, c'est un ensemble fini car il n'y a qu'un nombre fini de

sous-groupes de A de volume fixeÂ. Si T 2 WA et B0 2 F , alors

A=B0 ' A=TB0 et donc N(TB0) � N(B0). Ceci implique que WA agit sur F
et on a un morphisme de groupes W de WA vers le groupe SF des ap-

plications bijectives de F dans F . Il suit que le noyau KerW est d'indice fini

dans WA.

Enfin, si T 2 KerW, alors T agit comme l'identiteÂ sur F . En particulier

TB � B, d'ouÁ T 2 WB. On a donc KerW � WA \WB � WA ce qui montre

que WA \WB est d'indice fini dans WA .
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De la meÃme facËon, si C 2 R, les eÂleÂments de la forme TC avec T 2W

sont des sous-O-modules de OM de meÃme norme que C donc en nombre

fini. Par suite la finitude de R implique celle de R0 �WR. p

Si A et B sont comme dans le lemme, nous deÂfinissons

[WA : WB] � [WA : WA \WB]

[WB : WA \WB]
:

De plus, si G est un sous-groupe d'indice fini de WA , l'intersection

WB \ G � WB \WA \ G est d'indice fini dans G et WA \WB donc dans

WB. Nous posons alors de meÃme

[WB : G] � [WB : WB \ G]

[G : WB \ G]
:

Pour la suite, nous utiliserons la description de la hauteur d'un sous-

espace en termes matriciels pour relier l'ensemble des sous-espaces de

hauteur borneÂe aÁ des eÂleÂments de l'ensemble U. Nous consideÂrons d'abord

l'ensemble

E � E(H) � fA 2 MatMN(D)j05Nm(AA?) � H2Mn[OM : AON]2Mg
et les deux sous-ensembles

FC � FC(H) � fA 2 EjAON � Cg ; ~FC � ~FC(H) � fA 2 EjAON ' Cg ;
ouÁ C est un sous-O-module de OM de rang M. On note que le groupe

MatMM(D)� agit aÁ gauche sur E car HO;?(BA) � HO;?(A) pour tout

B 2 MatMM(D)� (voir proposition 6.1 de [LR]). Comme BAON ' AON, le

groupe MatMM(D)� laisse stables les sous-ensembles ~FC de E. Enfin, le

groupe WC agit aÁ gauche sur FC.

LEMME 4.2. Il y a une bijection naturelle entre FC=WC et ~FC=MatMM(D)�.

DEÂ MONSTRATION. L'inclusion FC � ~FC induit une application c de FC
vers le quotient ~FC=MatMM(D)�. Cette application est surjective : si A 2 ~FC,
alors AON ' C, ce qui veut dire qu'il existe B 2 MatMM(D)� tel que

BAON � C. Donc BA 2 FC et l'image de BA par c est dans la meÃme orbite

que A.

En outre, on a c(A) � c(A0) pour A;A0 2 FC si et seulement s'il existe

T 2 MatMM(D)� tel que TA � A0. Mais C � AON � A0ON � TAON � TC,
d'ouÁ T 2WC. Ainsi c(A) � c(A0) si et seulement si A0 � TA avec T 2WC ce

qui montre le lemme. p
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Nous pouvons aÁ preÂsent calculer le nombre de sous-espaces de hauteur

au plus H en fonction des ensembles quotient FC=WC. Pour cela, on in-

troduit la fonction

fC(H) � Card(FC(H)=WC)
[W : WC]

:

LEMME 4.3. On a

NO;?gche(N;M;H) � NO;?dte (N;N ÿM;H) �
X
C2R

[W : WC] fC(H) :

DEÂ MONSTRATION. Soit V un sous-espace (aÁ droite) de DN de codi-

mension M. Il existe une matrice A 2 MatMN(D) telle que

V � fX 2 DNjAX � 0g et on a

HO;?(V ) � HO;?(A) � Nm(AA?)1=2Mn[OM : AON]ÿ1=n

par les propositions 6.1 et 6.3 de [LR]. La matrice A est unique aÁ multi-

plication aÁ gauche par une matrice B 2 MatMM(D)� preÁs. Le nombre

NO;?gche(N;M;H) est donc eÂgal au nombre d'orbites aÁ gauche de E sous

l'action de MatMM(D)�.

Nous eÂcrivons E � S
C2R

~FC ouÁ l'union est disjointe. Comme les ~FC sont

stables sous MatMM(D)�, on a

E=MatMM(D)� �
[
C2R

~FC=MatMM(D)�:

Ainsi, par le lemme 4.2,

NO;?gche(N;M;H) �
X
C2R

Card
ÿ

~FC=MatMM(D)�
� �X

C2R

Card
ÿ
FC=WC

�
ce qui donne l'identiteÂ souhaiteÂe par deÂfinition de fC(H). p

Il nous reste aÁ calculer fC(H) pour C 2 R. Pour faire ceci nous consi-

deÂrons l'ensemble

GC � GC(H) � fA 2 MatMN(D) j 05Nm(AA?) � H2Mn; AON � Cg ;
ouÁ C est un sous-O-module de OM de rang M. Le groupe WC agit aÁ gauche

sur GC. En effet, si A 2 GC et T 2WC, alors TAON � TC � C et

Nm((TA)(TA)?) � Nm(AA?)Nm(T)2 � Nm(AA?) � H2Mn car TC � C en-

traõÃne Nm(T) � � 1 via N(TC) � N(C)jNm(T)j1=M.
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On pose

gC(H) � Card(GC(H)=WC)
[W : WC]

:

LEMME 4.4. On a

gC(H) �
X
A�C

fA(HN(A)ÿ1=n) ;

ouÁ la somme porte sur tous les sous-O-modulesA de C de rang M. C'est une

somme finie.

DEÂ MONSTRATION. Soit A 2 GC(H). AlorsA � AON � C est un sous-O-

module de OM de rang M et, comme 05Nm(AA?) � H2Mn, on voit que

A 2 FA(HA), ouÁ HA � HN(A)ÿ1=n. On peut donc eÂcrire

GC(H) �
[
A�C

FA(HA)�3�

ouÁ l'union est disjointe.

De plus, si A 2 FA(HA), alors

N(A) � [OM : AON] � Nm(AA?)1=2M � Hn ;�4�
puisque HO;?(A) � 1 (voir lemme 2.1). Donc FA(HA) est vide si A � C avec

N(A) > Hn. Comme il n'y a qu'un nombre fini de sous-groupes A de C de

norme borneÂe, l'union dans l'eÂquation (3) est finie.

On pose maintenant

G �
\
A�C

N(A)�Hn

WA

et on note que G est d'indice fini dans WC (c'est une intersection finie de

sous-groupes d'indices finis). Le groupe G agit aÁ gauche sur GC(H) et il

laisse stable FA(HA) pour tout A � C. En utilisant que Card(GC(H)=G) �
Card(GC(H)=WC)[WC : G], on trouve que

gC(H) � Card(GC(H)=G)

[W : G]
�
X
A�C

Card FA(HA)=G� �
[W : G]

�
X
A�C

fA(HA) :

C'est une somme finie car fA(HA) � 0 si N(A) > Hn. p

DEÂ MONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1. Pour calculer fC(H), C 2 R,

nous utilisons la formule d'inversion de MoÈbius (lemme 3.1) : aÁ partir du
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lemme 4.4, elle donne directement

fC(HN(C)ÿ1=n) �
X
A�C

m(A; C) gA(H):�5�

En utilisant l'ineÂgaliteÂ (4) on voit que gA(H) � 0 si N(A) > Hn. La somme

dans (5) est donc finie et porte sur tout A � C avec N(A) � Hn.

Soit G comme dans la deÂmonstration du lemme 4.4. Nous deÂmontrons

maintenant que

gA(H) � 1

[W : G]

X
T2GnW

Card
ÿ
(Tÿ1A)N \H1=MS

�
:�6�

On note d'abord Card(GA(H)=W\WA)�Card(GA(H)=WA)[WA : W\WA],

d'ouÁ

gA(H) � 1

[W : W \WA]
Card

ÿ
(AN \H1=MU)=W \WA

��7�

avec U deÂfini par (2).

Soit S un domaine fondamental de U sous l'action de W comme dans

l'eÂnonceÂ de la proposition 4.1. Si fTig repreÂsentent les classes aÁ droite de

W modulo W \WA, alors
S
i

TiS repreÂsente U modulo W \WA. En effet, si

A 2 U il existe T 2 W, B 2 S tels que A � TB. De plus, T � T0Ti, ouÁ

T0 2W \WA. Donc A 2 (W \WA)TiB. En outre, si T0TiB � TjB
0 avec

T0 2W \WA et B;B0 2 S, alors Tÿ1
j T0TiB � B0, ouÁ Tÿ1

j T0Ti 2 W. Donc

B � B0. Il suit que T0Ti � Tj, d'ouÁ Tj 2 (W \WA)Ti ce qui signifie que

Tj � Ti .

On conclut que

Card
ÿ
(AN \H1=MU)=W \WA

�
� Card

�
AN \

�[
i

H1=MTiS
��

�
X[W:W\WA]

i�1

Card
ÿAN \H1=MTiS

�
�

X[W:W\WA]

i�1

Card
ÿ
(Tÿ1

i A)N \H1=MS
�

� 1

[W \WA : G]

X
T2GnW

Card
ÿ
(Tÿ1A)N \H1=MS

�
:

Avec (7) ceci montre bien (6).
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Si A � C, alors Tÿ1A � Tÿ1C et m(A; C) � m(Tÿ1A;Tÿ1C), donc les

eÂquations (5) et (6) donnent

fC(H) � 1

[W : G]

X
T2GnW

X
A�Tÿ1C

m(A;Tÿ1C) Card(AN \H1=MN(C)1=MnS) :

Ensuite, la somme sur tout T 2 GnW peut eÃtre remplaceÂe par

[W \WC : G] fois la somme sur tout T 2W \WCnW . En utilisant le lemme

4.3 et [W : G] � [W : WC][WC : W \WC][W \WC : G] on trouve que le

nombre NO;?gche(N;M;H) est eÂgal aÁX
C2R

1

[WC : W\WC]

X
T2W\WCnW

X
A�Tÿ1C

m(A;Tÿ1C) Card(AN\H1=MN(C)1=MnS) :

Enfin, on peut remplacer les deux sommes sur C 2 R et T 2 W \WCnW
par la somme sur D 2 R0, car TC � T0C pour T;T0 2W si et seulement si T

et T0 sont dans la meÃme classe modulo W \WC. De plus, il y a une bijection

entre WC et WD pour C 2 R, T 2W et D � TC. En effet, T0 2 WC si et

seulement si TT0Tÿ1 2WD. Donc [WC : W \WC] � [WD : W \WD] � wÿ1
D

et on trouve le reÂsultat souhaiteÂ en notant que l'on a N(C) � N(D) car

Nm(T) � � 1 pour tout T 2 W. p

REMARQUE. L'argument final de cette deÂmonstration montre aussi

que l'on a X
D2R0

wD �
X
C2R

[W : WC]

(ces deux sommes sont eÂgales aÁ
P
C2R

P
T2W\WCnW

[WC : W \WC]ÿ1).

5. Sommation sur les sous-modules

Nous conservons les notations de la partie preÂceÂdente. En particulier,

soientA etDdeux sous-O-modules aÁ droite deOM de rang M tels queA � D.

Dans cette partie, nous eÂtablissons une estimation deNO;?gche(N;M;H) sous la

condition qu'un reÂsultat de la forme

Card(AN \H1=MN(D)1=MnS)ÿ c1
HNn

[D : A]N

���� ���� � c2
HNnÿ1=M

[D : A]Nÿ1=Mn
(y)

existe, ouÁ c1 et c2 sont des constantes indeÂpendantes deA et D.

Nous deÂmontrerons (y) seulement pour M � 1 dans la partie 7 et nous

donnerons des constantes explicites c1 et c2.
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Pour eÂnoncer notre reÂsultat, notons h0 � P
C2R

[W : WC]. Dans le cas ouÁ

M � 1 il s'agit bien du nombre h0 deÂfini dans l'introduction.

THEÂ OREÁ ME 5.1. Sous l'hypotheÁse (y) et si N > 3M=2ÿ 1=2d� 1=Mn,

on a

NO;?gche(N;M;H)ÿ c1h0HNn

zD(N) � � � zD(N ÿM � 1)

���� ���� � c2h0(N2n)nHNnÿ1=M:

L'ineÂgaliteÂ sur N peut se simplifier de la manieÁre suivante : dans

presque tous les cas, le nombre 3M=2ÿ 1=2d� 1=Mn est contenu dans

l'intervalle ouvert ](3M ÿ 1)=2; 3M=2[ qui ne contient pas d'entiers donc la

condition est eÂquivalente aÁ N � 3M=2. Les exceptions sont les cas ouÁ

Mn � 2d c'est-aÁ-dire ouÁ (M;n; d) est l'un des triplets (1; 1; 1), (2; 1; 1),

(1; 2; 1) ou (1; 4; 2). En examinant ces cas, on voit que la condition peut

s'eÂcrire N � 3 dans le premier cas et N � 2M dans les autres.

Pour la deÂmonstration de ce theÂoreÁme nous utiliserons deux reÂsultats

sur la fonction zeÃta de MatMM(D).

LEMME 5.1. Soit m > 3M=2ÿ 1=2d un entier naturel et D un sous-O-

module aÁ droite de OM de rang M. Alors

X
A�D

m(A;D)

[D : A]m � zMatMM(D)(m=M)ÿ1:

DEÂ MONSTRATION. Nous utilisons la bijection (voir l'assertion (3) du

lemme 3.2) qui associe aÁ un sous-O-module aÁ droite A de OM de rang M

l'ideÂal aÁ droite IA de MatMM(O) formeÂ des matrices dont toutes les colonnes

appartiennent aÁ A. Par le lemme 3.2 on a m(A;D) � m(IA; ID) et

[D : A] � [ID : IA]1=M.

Notons, comme dans la deÂmonstration du lemme 3.3, Og(ID) l'ordre aÁ

gauche de ID. Par le theÂoreÁme 22.19 (ii) page 197 de [R] on a IA � ID si et

seulement s'il existe un ideÂal aÁ droite I de Og(ID) tel que IA � IID. Donc

[ID : IA] � [ID : IID] � N(I ) et m(IA; ID) � m(I ;Og(ID)) � m(I ). Par

conseÂquent,X
A�D

m(A;D)

[D : A]m �
X
IA�ID

m(IA; ID)

[ID : IA]m=M
�

X
I2S(Og(ID))

m(I )

N(I )m=M

et en utilisant le lemme 3.3 on trouve l'identiteÂ souhaiteÂe. p
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Le lemme suivant fait le lien entre les fonctions zeÃta de MatMM(D) et de

D et en donne une majoration simple.

LEMME 5.2. Pour tout s 2 C avec Re(s) > 1 on a

zMatMM(D)(s) �
YMÿ1

i�0

zD(Msÿ i)

et

jzMatMM(D)(s)j � Re(s)

Re(s)ÿ 1

� �[Z:Q]

:

DEÂ MONSTRATION. La formule de KaÈte Hey (voir (4) page 130 de [De])

s'eÂcrit

zMatMM(D)(s) �
Y
p

YMdÿ1

i�0
ep ji

1ÿ 1

N(p)Mdsÿi

� �ÿ1

ouÁ p parcourt les ideÂaux premiers non nuls de OZ (rappelons que Z est le

centre de D donc de MatMM(D)) et ep est l'indice de ramification de p dans

MatMM(O). Comme MatMM(O) n'est pas ramifieÂ au-dessus deO, l'indice ep
ne deÂpend pas de M et il divise d � [D : Z]1=2. Ainsi en posant i � dj� k

nous avons

YMdÿ1

i�0
ep ji

1ÿ 1

N(p)Mdsÿi
�
YMÿ1

j�0

Ydÿ1

k�0
ep jk

1ÿ 1

N(p)d(Msÿj)ÿk

qui donne par produit la premieÁre formule de l'eÂnonceÂ. Pour la seconde, on a

jzMatMM(D)(s)j �
Y
p

YMdÿ1

i�0

1ÿ 1

N(p)MdRe(s)ÿi

� �ÿ1

�
YMdÿ1

i�0

zZ(MdRe(s)ÿ i):

Nous utilisons ensuite pour x > 1 la majoration zZ(x) � zQ(x)[Z:Q]

(voir corollaire 3 page 315 de [N]) et l'estimation facile zQ(x) �
1� R1

1

tÿxdt � x=(xÿ 1). Finalement on trouve

jzMatMM(D)(s)j �
YMdÿ1

i�0

MdRe(s)ÿ i

MdRe(s)ÿ iÿ 1

� �[Z:Q]

� Re(s)

Re(s)ÿ 1

� �[Z:Q]

:

p
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DEÂ MOSTRATION DU THEÂ OREÁ ME 5.1. Soit D 2 R0. EÂ crivonsX
A�D

m(A;D)Card(AN \H1=MN(D)1=MnS) � a(D)� b(D)

ouÁ
a(D) � c1HNn

X
A�D

m(A;D)

[D : A]N

et

b(D) �
X
A�D

m(A;D) Card(AN \H1=MN(D)1=MnS)ÿ c1HNn

[D : A]N

� �
:

Par les lemmes 5.1 et 5.2 on a immeÂdiatement

a(D) � c1HNn

zMatMM(D)(N=M)
� c1HNn

zD(N) � � � zD(N ÿM � 1)

si N > 3M=2ÿ 1=2d.

Pour l'estimation du terme b(D) nous obtenons

jb(D)j � c2HNnÿ1=M
X
A�D

jm(A;D)j
[D : A]Nÿ1=Mn

graÃce aÁ la majoration (y). Par la dernieÁre formule de la deÂmonstration du

lemme 5.1, la somme du membre de droite est eÂgale aÁX
I2S(Og(ID))

jm(I )j
N(I )N=Mÿ1=M2n

�
X

I2S(Og(ID))

1

N(I )N=Mÿ1=M2n�1=2Mdÿ1=2

� zMatMM(D)(N=M ÿ 1=M2n� 1=2Mdÿ 1=2)

en utilisant le theÂoreÁme 3.1 pour l'algeÁbre MatMM(D) lorsque

N>3M=2ÿ 1=2d�1=Mn. Ici le rationnel s�N=Mÿ1=M2n�1=2Mdÿ1=2

veÂrifie s > 1 et 2M2ns 2 Z donc s � 1� 1=2M2n. Par suite le lemme 5.2

montre
zMatMM(D)(s) � (1� 2M2n)[Z:Q] � (N2n)n:

Nous aboutissons donc aÁ jb(D)j � c2(N2n)nHNnÿ1=M.

Par la proposition 4.1 ceci nous donne le reÂsultat car
P
D2R0

wD � h0. p

6. Domaine fondamental

Dans cette partie, nous nous attachons aÁ la description de l'ensemble S

apparu dans la partie 4 en vue de deÂmontrer (dans la partie suivante) la
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majoration (y) de la partie 5. Alors que tout ce que nous avons fait jusqu'ici

vaut pour M quelconque, nous nous limiterons deÂsormais au cas M � 1

c'est-aÁ-dire au cas des sous-espaces de (co)dimension 1 comme dans le

theÂoreÁme 1.1. Cette restriction trouve son origine dans le fait suivant : il est

possible de choisir S borneÂ exclusivement lorsque M � 1.

Lorsque M � 1 nous avons W� O� avec les notations de la partie 4.

Nous faisons donc agir le groupe O� aÁ gauche. Pour commencer, consi-

deÂrons son action sur (D
R)�. Trouver un domaine fondamental revient aÁ

choisir un point dans chaque orbite. Une ideÂe naturelle consiste aÁ choisir

un point de norme minimale. Ceci nous ameÁne aÁ poser

F � fx 2 (D
R)� j 8u 2 O� jxj � juxjg:
Ce domaine est visiblement stable par homotheÂties (si x 2 F alors

R�x � F). Nous consideÂrons aussi

F�1 � fx 2 F j jNm(x)j � 1g:
Notre premieÁre taÃche est de montrer que F�1 est borneÂ. En d'autres

termes, il s'agit de montrer la finitude de

r � sup
x2F�1

jxj � sup
x2F

jxj
jNm(x)j1=n

:

Nous faisons ceci apreÁs un lemme preÂliminaire (eÂgalement utile dans la

partie suivante) qui illustre les contraintes qu'impose aux minima succes-

sifs d'un reÂseau le fait que ce reÂseau soit un O-module. Rappelons que le

i-eÁme minimum mi d'un reÂseau est l'infimum des m pour lesquels il existe i

vecteurs indeÂpendants dans ce reÂseau de norme euclidienne plus petite

que m.

LEMME 6.1. Soit M un sous-O-module (aÁ droite ou aÁ gauche) de type

fini et sans torsion de D
R et soient m1 � � � � � mn ses minima successifs.

Alors

(1) vol (M) � m1 � � � mn �
���
n
p n

vol (M).

(2) vol (M)1=n � mn �
���
n
p

vol (O)1ÿ1=n vol (M)1=n.

(3)
���
n
p vol(M)1=n

vol (O)1=n
� m1 �

���
n
p

vol (M)1=n.

DEÂ MONSTRATION. L'ineÂgaliteÂ de gauche dans (1) reÂsulte de l'ineÂgaliteÂ

d'Hadamard, celle de droite du second theÂoreÁme de Minkowski : la cons-

tante qui apparaõÃt est (4=p)n=2G(n=2� 1) dont on veÂrifie facilement qu'elle
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n'exceÁde pas nn=2. Ensuite l'ineÂgaliteÂ de gauche dans (2) et celle de droite

dans (3) deÂcoulent immeÂdiatement de (1).

Lorsque x 2M est non nul, nous avons jxj � ���
n
p jNm(x)j1=n par l'asser-

tion (4) du lemme 2.2. Si M0 est le sous-module de M engendreÂ par x alors

jNm(x)j � vol(M0)=vol (O) � vol(M)=vol (O). En combinant, ceci deÂmontre

(3). Pour terminer d'eÂtablir (2), nous utilisons mn � (m1 � � � mn)=mnÿ1
1 ����

n
p n

vol(M)=mnÿ1
1 et la minoration de m1 que nous venons d'eÂtablir. p

Ceci nous permet de montrer aÁ preÂsent que r est fini.

LEMME 6.2. Le domaine F�1 est borneÂ. Plus preÂciseÂment, si j est un

reÂel tel que tout ideÂal principal aÁ droite deO de norme � vol (O) admet un

geÂneÂrateur b avec jbj � j alors���
n
p � r � ���

n
p

vol (O)1=njnÿ1:

DEÂ MONSTRATION. Soit x 2 F�1. On consideÁre M � Ox qui est un O-

module aÁ gauche sans torsion (x eÂtant inversible) et m1 son premier

minimum. D'apreÁs le lemme preÂceÂdent, m1 �
���
n
p

vol(Ox)1=n. Choi-

sissons ensuite y 2 Ox avec jyj � m1 et consideÂrons eÂgalement le sous-

O-module M0 � Oy �M. Celui-ci admet visiblement encore m1 comme

premier minimum et donc, aÁ nouveau par le lemme preÂceÂdent,

m1 �
���
n
p

vol (Oy)1=n=vol(O)1=n. En combinant les deux ineÂgaliteÂs, il vient

jNm(yxÿ1)j � vol (Oy)

vol (Ox)
� vol(O)

ouÁ l'on utilise vol (Ox) � jNm(x)jvol (O) et de meÃme pour y. Puisque y 2 Ox,

on a yxÿ1 2 O et donc yxÿ1O est un ideÂal aÁ droite de O de norme majoreÂe

par vol (O). Par hypotheÁse, il existe donc b 2 O avec yxÿ1O � bO et jbj � j.

Maintenant l'eÂgaliteÂ des ideÂaux se traduit par l'existence de u 2 O� tel que

yxÿ1 � bu. En eÂcrivant ceci bÿ1y � ux, nous avons

jxj � juxj � jbÿ1yj � jbÿ1j jyj � jbjnÿ1

jNm(b)j jyj � jnÿ1jyj

ouÁ la premieÁre ineÂgaliteÂ vient de x 2 F tandis que les autres deÂcoulent du

lemme 2.2 (et b 2 O n f0g donne jNm(b)j � 1). Enfin, avec jyj � m1 ����
n
p

vol(Ox)1=n � ���
n
p jNm(x)j1=nvol(O)1=n et jNm(x)j � 1 (car x 2 F�1), nous

trouvons jxj � ���
n
p

jnÿ1 vol(O)1=n comme preÂvu. Ceci montre bien que F�1

est borneÂ car il est eÂvident qu'il existe un reÂel j comme dans l'eÂnonceÂ

(puisque l'ensemble des ideÂaux de norme borneÂe est fini). La minoration de

r par j1j � ���
n
p

deÂcoule simplement de 1 2 F. p
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L'eÂtape suivante consiste aÁ montrer qu'un nombre fini de conditions de

la forme jxj � juxj permettent de deÂfinir F. Si nous imposons une borne

sur jxj, c'est immeÂdiat.

LEMME 6.3. Pour tout reÂel r � r on a

F � fx 2 (D
R)� j jxj � rjNm(x)j1=n et 8u 2 O� juj � rn ) jxj � juxjg:
DEÂ MONSTRATION. Appelons F0 l'ensemble aÁ droite de l'eÂgaliteÂ. Par

deÂfinition de r on a clairement F � F0. Montrons l'inclusion inverse en

choisissant x 2 F0. Il nous suffit de voir que si u 2 O� veÂrifie juj � rn alors

jxj � juxj. Or l'on a

juj jxj � juxxÿ1j jxj � juxj jxÿ1j jxj � juxj jxj
n

jNm(x)j � juxjrn � juxj juj

aÁ l'aide du lemme 2.2. p

Nous pouvons maintenant nous affranchir de la condition jxj� rjNm(x)j1=n.

Pour la suite, nous notons U � fu 2 O� j juj � rng.

PROPOSITION 6.1. L'ensemble U est de cardinal au plus (2rn=
���
n
p � 1)n

et on a

F � fx 2 (D
R)� j 8u 2 U jxj � juxjg:

DEÂ MONSTRATION. Le premier minimum du reÂseau O est
���
n
p

donc les

boules ouvertes de rayon
���
n
p

=2 centreÂes en les points de U sont toutes

disjointes et contenues dans la boule de centre 0 et de rayon rn � ���
n
p

=2. En

comparant les volumes il vient

(CardU)(
���
n
p

=2)n � (rn � ���
n
p

=2)n

qui donne bien Card(U) � (2rn=
���
n
p � 1)n. Pour le reste de cette deÂmons-

tration, nous consideÂrons

Z � fz 2 D
R j 9x 2 (D
R)� z � xx? et 8u 2 U jxj � juxjg:

Cet ensemble est convexe : en effet, d'une part les conditions jxj � juxj
s'eÂcrivent Tr(z) � Tr(uzu?) donc sont lineÂaires en z et deÂfinissent des demi-

espaces dont l'intersection est convexe ; d'autre part l'ensemble des eÂleÂ-

ments de la forme xx? avec x 2 (D
R)� est le coÃne convexe (D
R)>0
sym des

eÂleÂments deÂfinis positifs de D
R d'apreÁs le corollaire 2.1. Notons aussi

1 2 Z.
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Puisque Z est convexe, l'image f (Z) d'une fonction continue

f :Z ! R est un intervalle. Nous appliquons ceci aÁ la fonction donneÂe

par f (z) � Tr(z)Nm(z)ÿ1=n (noter que si z 2 Z alors Nm(z) > 0). Mon-

trons par l'absurde que son image f (Z) est contenue dans [0; r2]. Pour

faire ceci, nous utilisons le lemme 6.3. Comme O est discret, il existe

r > r avec

U � fu 2 O� j juj � rng � fu 2 O� j juj � rng:

Si f (Z) 6� [0; r2], il existe z 2 Z avec f (1) � n � r25 f (z) � r2. EÂ crivons

z � xx? alors f (z) � jxj2jNm(x)jÿ2=n � r2 donc jxj � rjNm(x)j1=n. Cette

condition jointe au fait que juj � rn ) u 2 U ) jxj � juxj entraõÃne au vu du

lemme 6.3 que l'on a x 2 F. Mais ceci force jxj jNm(x)jÿ1=n � r par deÂfinition

de r donc f (z) � r2, ce qui est la contradiction chercheÂe.

Pour conclure, soit x 2 (D
R)� avec jxj � juxj pour tout u 2 U.

Comme z � xx� 2 Z on a f (z) � r2 ce qui s'eÂcrit aÁ nouveau jxj �
rjNm(x)j1=n. En appliquant maintenant le lemme 6.3 avec r � r, nous

trouvons bien x 2 F. p

Nous savons maintenant que F�1 est deÂfini par un nombre fini de

conditions mais il ne constitue pas encore un domaine fondamental pour

l'action de O� : en effet, nous avons consideÂreÂ tous les points de norme

minimale dans leur orbite mais il peut treÁs bien y avoir plusieurs tels points

dans une orbite. Pour eÂliminer ce probleÁme, la prise en compte du sous-

groupe fini

G � fu 2 O j uu? � 1g
de O� s'impose car si u 2 G on a toujours juxj � jxj (juxj2 �
Tr(uxx?u?) � Tr(u?uxx?) � jxj2). En particulier F et F�1 sont stables par

multiplication aÁ gauche par G et il nous faut encore prendre des re-

preÂsentants pour cette action. Suivant le meÃme principe que preÂ-

ceÂdemment, pour distinguer les points d'une orbite sous l'action de G, nous

pouvons choisir celui qui est le plus proche d'un eÂleÂment non nul fixeÂ (ar-

bitraire). MeÃme si cela ne deÂfinit pas exactement un domaine fondamental,

c'est suffisant pour nos besoins.

Nous mettons en úuvre ce qui preÂceÁde mais, pour aboutir au reÂsultat

preÂcis utiliseÂ dans la partie suivante, nous envisageons deÂsormais l'action

de O� sur U � fv 2 (D
R)N j 05Nm(vv?) � 1g et non plus seulement

sur (D
R)� (qui correspond aÁ N � 1).

Ceci nous ameÁne aÁ fixer un vecteur non nul v0 2 (D
R)N puis aÁ deÂfinir

F�N � (D
R)N comme la partie formeÂe du vecteur nul 0 et des vecteurs v
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qui veÂrifient

1. 05Nm(vv?) � 1,

2. jvj � juvj pour tout u 2 U et

3. jvÿ v0j � juvÿ v0j pour tout u 2 G.

De la meÃme facËon nous introduisons FÿN � (D
R)N l'ensemble des

vecteurs v qui veÂrifient

1. 05Nm(vv?)51,

2. jvj5juvj pour tout u 2 U n G et

3. jvÿ v0j5juvÿ v0j pour tout u 2 G n f1g.

Il nous faut eÂtendre le reÂsultat de la proposition 6.1 aÁ ce cadre vectoriel.

LEMME 6.4. On ne change pas les deÂfinitions de F�N et FÿN en y rem-

placËant U par O�. En outre

r � sup
v2F�

N

jvj � sup
v2F�

N

jvj
Nm(vv?)1=2n

:

DEÂ MONSTRATION. La condition Nm(vv?) > 0 montre que vv? est deÂfini

positif donc qu'il existe x 2 (D
R)� avec vv? � xx?. Pour un tel x la pro-

position 6.1 montre

8u 2 O� jxj � juxj()8u 2 U jxj � juxj:

Puisque jxj � jvj et juxj � juvj, ceci montre que la deÂfinition de F�N ne

change pas si on remplace U par O�. Nous en deÂduisons eÂgalement que

v 2 F�N entraõÃne x 2 F donc jxj � rjNm(x)j1=n � r. Par suite, comme dans la

deÂmonstration du lemme 6.3, si juj > rn alors jxj5juxj et ceci montre que

dans la deÂfinition de FÿN les u 62 U sont inutiles. L'eÂgaliteÂ

sup
v2F�

N

jvj � sup
v2F�

N

jvj
Nm(vv?)1=2n

vient de ce que si v est dans F�N alors tout tv, t � 0 reÂel, veÂrifie les deux

dernieÁres conditions de la deÂfinition de F�N (c'est clair pour la seconde ; pour

la troisieÁme il suffit de constater que jvÿ v0j � juvÿ v0j se reÂeÂcrit

Tr((uÿ 1)vv?0 � v0v?(u? ÿ 1)) � 0 en tirant parti de u 2 G) ; en choisissant

t � Nm(vv?)ÿ1=2n on voit que tv 2 F�N. Finalement sup
v2F�

N

jvj � r a eÂteÂ vue et

pour montrer l'eÂgaliteÂ il suffit de veÂrifier que l'on peut associer aÁ tout

x 2 F�1 un eÂleÂment v de F�N de meÃme norme. Or v � (x; 0; . . . ; 0) satisfait les
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deux premieÁres conditions et s'il ne satisfait pas la troisieÁme c'est le cas d'un

des uv avec u 2 G qui a la meÃme norme. p

Nous pouvons conclure cette partie par le reÂsultat suivant.

PROPOSITION 6.2. Il existe un domaine fondamental S pour l'action de

O� sur U dont l'adheÂrence est F�N et l'inteÂrieur FÿN .

DEÂ MONSTRATION. Nous allons veÂrifier successivement que FÿN est ou-

vert, que F�N est fermeÂ, que FÿN est l'inteÂrieur de F�N et finalement que l'on

peut choisir S avec FÿN � S � F�N. Ces quatre assertions reÂunies sont

eÂquivalentes aÁ l'eÂnonceÂ.

L'ensemble FÿN est ouvert car il est deÂfini par des conditions ouvertes.

L'ensemble F�N est deÂfini par un nombre fini de conditions toutes fermeÂes

sauf Nm(vv?) > 0. Il se pourrait donc que F�N ait des points adheÂrents avec

Nm(vv?) � 0. Toutefois l'ineÂgaliteÂ jvj � rNm(vv?)1=2n valable pour v 2 F�N
montre qu'une suite qui tend vers un tel point tend neÂceÂssairement vers

0 2 F�N. Ainsi F�N est fermeÂ.

Soit maintenant v un point inteÂrieur de F�N. Si Nm(vv?) � 1 alors dans

tout voisinage de v il existe un point de la forme tv avec Nm(tv(tv)?) > 1, ce

qui est absurde. Ainsi Nm(vv?)51. De la meÃme facËon, on a jvÿ v0j5
juvÿ v0j pour tout u 2 G n f1g car si la forme lineÂaire v1 7! jv1 ÿ v0j2
ÿ juv1 ÿ v0j2 s'annule en un point elle change de signe sur tout voisinage de

ce point (elle n'est pas identiquement nulle car u 6� 1 donne uv0 6� v0 donc

la forme lineÂaire ne s'annule pas en v0). En particulier, avec u � ÿ1 2 G,

on voit v 6� 0 donc Nm(vv?) > 0. Supposons enfin que jvj � juvj pour un

u 2 U n G. Cela signifie que la forme quadratique v1 7! juv1j2 ÿ jv1j2
s'annule en v1 � v tout en restant positive dans un voisinage. Ceci n'est

possible que si la forme quadratique est positive sur (D
R)N tout entier.

Or cela signifie jv1j � juv1j pour tout v1 ; en choisissant v1 � (uÿ1; 0; . . . ; 0),

il vient juÿ1j � ���
n
p

. Comme 1 � jNm(uÿ1)j1=n � juÿ1j= ���
n
p

par le lemme 2.2,

il y a eÂgaliteÂ, ce qui montre que uu? est reÂel. Enfin Nm(uu?) � 1 force

uu? � 1 donc u 2 G, contrairement aÁ notre hypotheÁse. Ceci finit de prou-

ver v 2 FÿN.

Construisons S de la manieÁre suivante : dans chaque orbite de U sous

l'action de O� nous consideÂrons les eÂleÂments v de norme jvj minimale et,

parmi ceux-ci, ceux qui minimisent la quantiteÂ jvÿ v0j. Dans chaque orbite,

nous choisissons un tel eÂleÂment. Ceci forme S. Si v appartient aÁ S, tous les

uv avec u 2 G ont meÃme norme que v donc doivent eÃtre plus loin de v que v0

c'est-aÁ-dire jvÿ v0j � juvÿ v0j. Ceci montre S � F�N. Si maintenant
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v 2 FÿN alors les seuls eÂleÂments de norme minimale de l'orbite de v sont les

uv avec u 2 G et v est plus preÁs de v0 que tous ceux-ci donc v 2 S. Ceci

termine la deÂmonstration. p

7. Intersection avec un reÂseau

Le but de cette partie est d'eÂtablir (y) dans le cas M � 1 c'est-aÁ-dire

d'estimer le nombre de points de S dans un reÂseau (explicitement

Hÿ1N(D)ÿ1=nAN). Nous nous appuyons donc sur un reÂsultat de la forme

Card(S \ L)ÿ vol(S)

vol (L)

���� ���� � erreur

ouÁ S est une partie borneÂe mesurable et L un reÂseau de Rm. Il faut imposer

des conditions de reÂgulariteÂ sur S pour obtenir un terme d'erreur explicite.

Ce type de majorations abonde dans la litteÂrature : on pourra consulter

l'article de 1951 de Davenport [Da] qui en attribue le principe aÁ Lipschitz

(cette approche est deÂveloppeÂe dans [T2, partie 5], voir aussi [W]) ou le livre

de Lang [La] ouÁ apparaissent des fonctions lipschitziennes. Nous suivons

cette deuxieÁme meÂthode qui est aussi celle employeÂe par exemple par

Schanuel [Scha] ou Schmidt [Schm]. De manieÁre preÂcise, nous nous basons

sur un reÂsultat de Masser et Vaaler [MV, lemme 2, page 437] dont une

version explicite est donneÂe par Widmer [W]. Nous en redonnons une deÂ-

monstration pour faire le lien avec les notions introduites par [Schm] que

nous utiliserons dans la suite.

Nous faisons usage de la terminologie suivante.

DEÂ FINITION 7.1. Soient L � 0 un reÂel et P � 1, m � 0 des entiers.

(1) Une application c:A! B entre parties d'espaces normeÂs est dite

L-lipschitzienne si pour tous a; a0 2 A

jc(a)ÿ c(a0)j � Ljaÿ a0j:
(2) Une application c:A! B entre parties d'espaces normeÂs est dite

L-speÂciale si pour tous a; a0 2 A

jaÿ a0j � jc(a)ÿ c(a0)j � Ljaÿ a0j:
(3) On deÂsigne par Lipm(1;L) l'ensemble des parties B de Rm pour

lesquelles il existe une partie A de [0; 1]mÿ1 et une application L-

lipschitzienne c:A! Rm avec B � c(A).
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(4) Une partie B de Rm est dite L-speÂciale s'il existe une partie A de

Rmÿ1 et une application L-speÂciale c:A! Rm avec B � c(A).

(5) On note Lipm(P;L) l'ensemble des parties de Rm qui sont l'union de

P parties appartenant aÁ Lipm(1;L).

(6) Une partie de Rm est dite (P;L)-speÂciale si elle est l'union de P

parties L-speÂciales.

(7) Si B est une partie de Rm et d > 0 un reÂel, on appelle d-filet pour B
un ensemble F � Rm avec la proprieÂteÂ suivante : pour tout x 2 B il

existe y 2 F tel que jxÿ yj5d.

Les deÂfinitions (2), (4), (6) et (7) viennent de [Schm] (voir (2.4) page 41 et

page 59). La notation Lipm(P;L) est voisine de celle adopteÂe dans [W]. La

plupart des auteurs imposent A � [0; 1]mÿ1 dans (3) : nous nous autorisons

un peu plus de souplesse mais la diffeÂrence est inessentielle comme le

montre le lemme 16 page 62 de [Schm]. Le lemme suivant relie les notions

(5), (6) et (7).

LEMME 7.1. Soient L � 0 un reÂel, P;m � 1 des entiers et B une partie

de Rm.

(1) Si B est (P;L)-speÂciale et de diameÁtre fini r alors B 2 Lipm(P;Lr).

(2) Si B 2 Lipm(P;L) alors, pour tout reÂel d > 0, il existe un d-filet F
pour B avec

CardF � P
L
�����
m
p
d
� 1

� �mÿ1

:

DEÂ MONSTRATION. Visiblement, nous pouvons supposer P � 1 dans les

deux cas.

(1) Si B est L-speÂciale, il existe A � Rmÿ1 et c:A! Rm une application

L-speÂciale avec B � c(A). Si a;a0 2 A \ cÿ1(B) nous avons jaÿ a0j �
jc(a)ÿ c(a0)j � r. Quitte aÁ faire une translation, nous pouvons supposer

que A0 � A \ cÿ1(B) est inclus dans le cube [0; r]mÿ1. Nous deÂfinissons

alors c0: rÿ1A0 ! Rm par c0(a) � c(ra). Il est clair que B � c0(rÿ1A0) et si

a; a0 2 rÿ1A0 alors

jc0(a)ÿ c0(a0)j � jc(ra)ÿ c(ra0)j � Ljraÿ ra0j � Lrjaÿ a0j:
(2) Si B 2 Lipm(1;L), il existe A � [0; 1]mÿ1 et c:A! Rm une applica-

tion L-lipschitzienne avec B � c(A). Posons Q � [L
�����
m
p

=d]� 1 2 N n f0g.
Nous deÂcoupons [0; 1] en Q intervalles de longueur 1=Q et donc [0; 1]mÿ1 en

Qmÿ1 petits cubes de coÃteÂ 1=Q. Nous construisons F ainsi : pour chaque tel
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cube C, si A \ C est non vide, nous choisissons aC 2 A \ C et F est l'en-

semble des c(aC). Nous avons bien CardF � Qmÿ1 et, si x 2 B, il existe

a 2 A avec c(a) � b. Le point a est dans l'un des cubes C donc

jaÿ aCj �
�������������
mÿ 1
p

=Q5
�����
m
p

=Q � d=L puis jc(a)ÿ c(aC)j � Ljaÿ aCj5d,

ce qui est le reÂsultat puisque c(aC) 2 F. p

Voici aÁ preÂsent le reÂsultat qui est au cúur du principe de deÂcompte :

nous reproduisons un argument de D. Masser (voir proposition 5.2 de [W]

sans filet).

PROPOSITION 7.1 (Masser). Soient m � 1 un entier, d > 0 un reÂel, B
une partie de Rm et F un d-filet pour B. Pour tout reÂseau L � Rm de

minima successifs l1; . . . ; lm il existe un domaine fondamental F pour

Rm=L tel que

Cardfv 2 L j B \ (F � v) 6� ;g � CardF
Ym
i�1

2m2mÿ2d

li
� 2

� �
:

DEÂ MONSTRATION. Un lemme de Mahler et Weyl (voir [Ca] lemme

8 page 135) montre qu'il est possible de trouver une base e1; . . . ; em

de L avec li � jeij � max (1; i=2)li pour 1 � i � m. Posons F �
fz1e1 � � � � � zmem j 0 � zi51 pour 1 � i � mg.

Pour clarifier, commencËons par traiter le cas ouÁ F � fx0g et B est la

boule ouverte de centre x0 et de rayon d. Soient v; v0 2 L tels que

B \ (F � v) 6� ; et B \ (F � v0) 6� ;. Nous eÂcrivons v� a1e1 � � � � � amem .

Il existe x 2 B \ (F � v) donc x � (a1 � z1)e1 � � � � � (am � zm)em

avec 0 � zi51. De meÃme il existe x0 2 B \ (F � v0) que nous

eÂcrivons x0 � (a01 � z01)e1 � � � � � (a0m � z0m)em. Puisque B est de diameÁ-

tre 2d on a jxÿ x0j52d. En posant ri � ai � zi ÿ a0i ÿ z0i on a

r1e1 � � � � � rmem � xÿ x0 et, en utilisant l'ineÂgaliteÂ d'Hadamard, il

vient

jrij �
det(e1; . . . ; xÿ x0; . . . ; em)

det(e1; . . . ; em)

���� ���� � je1j � � � jxÿ x0j � � � jemj
vol(L)

� je1j � � � jemj
vol (L)

2d

jeij :

D'apreÁs le choix des ei et le theÂoreÁme de Minkowski (avec la meÃme

majoration que dans le lemme 6.1)

jrij �
m!

2mÿ2

l1 � � � lm

vol (L)

d

li
� 2m!mm=2 d

li
� 2m2mÿ2 d

li
:

Par suite, jai ÿ a0ij � jri � z0i ÿ zij52m2mÿ2d=li � 1 car ÿ15z0i ÿ zi51.
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Ceci montre que lorsque v � a1e1 � � � � � amem varie dans

fv 2 L j B \ (F � v) 6� ;g, la coordonneÂe ai est contenue dans un intervalle

de longueur 52m2mÿ2d=li � 1. Comme elle est entieÁre, elle prend au plus

2m2mÿ2d=li � 2 valeurs. En multipliant, on a le reÂsultat.

Dans le cas geÂneÂral, B est contenue dans l'union de CardF boules

ouvertes de rayon d. p

Cette estimation permet de donner la version effective suivante du

lemme 2 page 437 de [MV], due aÁ M. Widmer [W].

LEMME 7.2 (Widmer). Soient m � 1 un entier, L un reÂseau de Rm de

premier minimum l1 et S une partie borneÂe de Rm telle que

@S 2 Lipm(P;L). Alors S est mesurable et

Card(S \ L)ÿ vol (S)

vol(L)

���� ���� � 3mP
m2mL

l1
� 1

� �mÿ1

:

DEÂ MONSTRATION. Pour la mesurabiliteÂ, nous renvoyons aÁ [Le, pa-

ge 294]. Nous posons d � l1=2m2mÿ2. En combinant l'assertion (2) du

lemme 7.1 et la proposition 7.1, nous voyons qu'il existe un domaine

fondamental F pour Rm=L tel que

Cardfv 2 L j @S \ (F � v) 6� ;g � P
2
�����
m
p

m2mÿ2L

l1
� 1

� �mÿ1Ym
i�1

l1

li
� 2

� �
ouÁ l1 � � � � � lm sont les minima de L. Le membre de droite de l'ineÂgaliteÂ

preÂceÂdente n'exceÁde pas 3mP(2m2mÿ1L=l1�1)mÿ1�3mP(m2mL=l1�1)mÿ1.

Il reste donc aÁ voir

Card(S \ L)ÿ vol (S)

vol(L)

���� ���� � Cardfv 2 L j @S \ (F � v) 6� ;g:

Ceci est vrai treÁs geÂneÂralement pour tous L, S (borneÂ, mesurable) et tout

domaine fondamental connexe F de L. On obtient la majoration en

comparant le volume de l'union des translateÂs de F contenus dans S et le

volume de l'union des translateÂs rencontrant S (voir par exemple [La]

page 112). p

Pour l'application que nous avons en vue, la borne preÂceÂdente preÂsente

l'inconveÂnient (mineur) que le terme d'erreur ne peut pas tendre vers 0

meÃme si l1 est grand. Nous pallions ce deÂfaut en imposant une condition

suppleÂmentaire.
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COROLLAIRE 7.1. Soient m � 1 un entier, L un reÂseau de Rm de

premier minimum l1 et S une partie borneÂe de Rm telle que

@S 2 Lipm(P;L). Si l'on suppose de plus que 0 62 S, que S est contenu

dans la boule de centre 0 et de rayon L et que c � 1 est un reÂel tel que

l1vol (L)ÿ1=m appartient aÁ l'intervalle [cÿ1; c] alors

Card(S \ L)ÿ vol (S)

vol (L)

���� ���� � Pm2m2 (cL)mÿ1

vol(L)1ÿ1=m
:

DEÂ MONSTRATION. Si m � 1 la majoration est immeÂdiatement vraie (S

est l'union d'au plus Pÿ 1 intervalles). On suppose donc m � 2 et l'on dis-

tingue deux cas.

Si l1 > L, le seul point de L dans la boule de centre 0 et de rayon L

est 0 donc S \ L � ;. Le membre de gauche de l'ineÂgaliteÂ aÁ deÂmontrer

est donc vol(S)=vol(L). Nous estimons vol(S)� (2L)m� 2mLmÿ1l1�
2mLmÿ1c vol (L)1=m et cela donne bien

vol(S)

vol (L)
� 2m (cL)mÿ1

vol(L)1ÿ1=m
� Pm2m2 (cL)mÿ1

vol(L)1ÿ1=m
:

Si l1 � L, nous appliquons le lemme preÂceÂdent et eÂcrivons

3mP
m2mL

l1
� 1

� �mÿ1

� 3mP(m2m � 1)mÿ1 L

l1

� �mÿ1

:

Il reste aÁ constater L=l1 � cL=vol (L)1=m et 3m(m2m � 1)mÿ1 � m2m2
pour

conclure. p

On peut noter que la condition sur S n'est pas extreÃmement restrictive :

par exemple si S est connexe alors @S 2 Lipm(P;L) entraõÃne que S est de

diameÁtre au plus PL
�������������
mÿ 1
p

.

Munis de ce reÂsultat de deÂcompte, nous souhaitons l'appliquer aÁ l'en-

semble S deÂfini dans la partie preÂceÂdente. Puisque S � (D
R)N ' RNn

nous utilisons m � Nn.

PROPOSITION 7.2. Si l'ensemble S veÂrifie les conditions de la proposi-

tion 6.2 alors

@S 2 LipNn(3n�1Nnrn2

; 6(Nn)4nr2n�1):

DEÂ MONSTRATION. D'apreÁs la proposition 6.2, le bord @S de S est inclus

dans l'union de l'ensembleB1 � fv 2 (D
R)N j jvj � r et Nm(vv?) � 1g et

d'ensembles Bu pour u 2 U n f1g avec Bu � fv 2 (D
R)N j jvj � r et
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jvj � juvjg si u 62 G et Bu � fv 2 (D
R)N j jvj � r et jvÿ v0j � juvÿ v0jg
pour u 2 G n f1g. Chaque Bu est deÂfini par une condition quadratique ou

lineÂaire donc d'apreÁs le lemme 8 page 50 de [Schm] est (2Nn; 3Nn)-

speÂcial ; par le lemme 7.1 on a Bu 2 LipNn(2Nn; 3Nnr) puis
S

u2Unf1g
Bu 2

LipNn(2Nn(CardU ÿ 1); 3Nnr).

Il reste aÁ parameÂtrer B1. Nous le faisons en le projetant sur un cube.

Nous fixons une base orthonormeÂe de D
R dont on deÂduit une base or-

thonormeÂe e1; . . . ; eNn de (D
R)N. CommencËons par remarquer que

l'application

(D
R)N ÿ! R

w 7ÿ! Nm(ww?)

est un polynoÃme homogeÁne de degreÂ 2n dont la longueur, c'est-aÁ-dire la

somme des valeurs absolues des coefficients, est majoreÂe par n!(Nn)3n. En

effet, graÃce aÁ la base choisie, nous pouvons eÂcrire cette application comme la

composeÂe de l'application lineÂaire t: (D
R)N ,!Matnn(R)N et de l'ap-

plication

f : Matnn(R)N ÿ! R

(B1; . . . ;BN) 7ÿ! det(B1
tB1 � � � � � BN

tBN):

Il est clair que f est donneÂe par un polynoÃme homogeÁne de degreÂ 2n donc il

en va de meÃme de w 7! Nm(ww?). Pour la longueur, si nous consideÂrons la

base canonique de Matnn(R) alors celle de f est au plus n!(Nn)n eÂtant donneÂ

que chaque coefficient du deÂterminant est la somme de Nn termes. Par

ailleurs, l'image d'un eÂleÂment de la base de D
R dans Matnn(R) est une

matrice C telle que Tr(C tC) � 1 (puisqu'un tel eÂleÂment e de D
R veÂrifie

jej � 1) donc chaque coefficient de C est de valeur absolue � 1. Ceci en-

traõÃne que la matrice de t a elle aussi des coefficients de valeur absolue� 1.

Par conseÂquent dans l'eÂcriture Nm(ww?) � f (t(w)) chaque coordonneÂe de

t(w) dans la base canonique de Matnn(R)N est une combinaison lineÂaire des

Nn coordonneÂes de w donc les coefficients sont de valeur absolue � 1. Si

nous deÂveloppons f (t(w)) nous obtenons bien une longueur de n!(Nn)3n.

Maintenant, si w;w0 2 (D
R)N ont pour coordonneÂes wi et w0i
(1 � i � Nn) et si i1; . . . ; i2n sont des eÂleÂments de f1; . . . ;Nng, alors

Y2n

j�1

wij
ÿ
Y2n

j�1

w0ij

�����
����� � X2n

k�1

Ykÿ1

j�1

wij

 !
(wik
ÿ w0ik

)
Y2n

j�k�1

w0ij

 !�����
�����

� 2n �max (jwj; jw0j)2nÿ1jwÿ w0j:
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Comme Nm(ww?) est une somme de termes ai

Q2n

j�1

wij
pour diffeÂrents indices

i � (i1; . . . ; i2n) 2 f1; . . . ;Nng2n avec
P

i

jaij � n!(Nn)3n on en deÂduit pour

tous w;w0 2 (D
R)N

jNm(ww?)ÿNm(w0w0?)j � 2n � n!(Nn)3n max (jwj; jw0j)2nÿ1jwÿ w0j:
Si de plus les reÂels Nm(ww?) et Nm(w0w0?) sont non nuls, il vient

jNm(ww?)1=2n ÿNm(w0w0?)1=2nj

� jNm(ww?)ÿNm(w0w0?)jP2nÿ1

i�0

Nm(ww?)i=2nNm(w0w0?)(2nÿ1ÿi)=2n

� 2n � n!(Nn)3n max
jwj

Nm(ww?)1=2n
;

jw0j
Nm(w0w0?)1=2n

� �2nÿ1

jwÿ w0j

et meÃme

w

Nm(ww?)1=2n
ÿ w0

Nm(w0w0?)1=2n

���� ����
� w

1

Nm(ww?)1=2n
ÿ 1

Nm(w0w0?)1=2n

� �
� wÿ w0

Nm(w0w0?)1=2n

���� ����
� ÿw

Nm(ww?)1=2n
�Nm(ww?)1=2n ÿNm(w0w0?)1=2n

Nm(w0w0?)1=2n
� wÿ w0

Nm(w0w0?)1=2n

�����
�����

� jwÿ w0j
Nm(w0w0?)1=2n

1� 2(Nn)4n max
jwj

Nm(ww?)1=2n
;

jw0j
Nm(w0w0?)1=2n

� �2n
 !

:

Comme pour tout w l'eÂleÂment v � wNm(ww?)ÿ1=2n veÂrifie Nm(vv?) � 1,

l'application w 7! wNm(ww?)ÿ1=2n va nous donner le parameÂtrage de B1 et

l'ineÂgaliteÂ ci-dessus permettra d'en montrer le caracteÁre lipschitzien. De

manieÁre preÂcise, nous consideÂrons le cube

C � �w1e1 � � � � � wNneNn j max
1�i�Nn

jwij � 1=2
	

et l'une de ses 2Nn faces F (deÂfinie par wi � � 1=2), naturellement

isomeÂtrique aÁ [0; 1]Nnÿ1. On pose A � fw 2 F j jwj � rNm(ww?)1=2ng. On

remarque que si w 2 F on a jwj � 1=2 donc, si w 2 A, la quantiteÂ

Nm(ww?)1=2n � 1=2r ne s'annule pas. Nous pouvons donc deÂfinir

c:A ÿ! B1

w 7ÿ! wNm(ww?)ÿ1=2n:
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D'apreÁs le calcul fait plus haut, si w;w0 2 A,

jc(w)ÿ c(w0)j � 2rjwÿ w0j(1� 2(Nn)4nr2n)

� 6(Nn)4nr2n�1jwÿ w0j:

Nous trouvons ainsi c(A) 2 LipNn(1; 6(Nn)4nr2n�1). Enfin l'union des 2Nn

ensembles c(A) couvre B1 car, si v 2 B1, la demi-droite ftv j t > 0g ren-

contre C donc l'une des faces F ; pour w � tv 2 F la relation Nm(vv?) � 1

montre t � Nm(ww?)ÿ1=2n puis j(1=t)wj � jvj � r donne w 2 A. Finale-

ment B1 2 LipNn(2Nn; 6(Nn)4nr2n�1) et la proposition en deÂcoule avec

CardU � 3nrn2
. p

Pour appliquer le corollaire 7.1, on pose L � Hÿ1N(D)ÿ1=nAN. On a

vol (L) � HÿNnN(D)ÿNvol (A)N � HÿNnvol (O)N[D : A]N:

Par ailleurs, si l1 est le premier minimum de L et m1 celui de AN on a par

homotheÂtie

l1vol (L)ÿ1=Nn � m1vol (AN)ÿ1=Nn � m1vol (A)ÿ1=n:

En outre m1 est aussi clairement le premier minimum de A donc le lemme

6.1 donne ���
n
p

vol(O)ÿ1=n � m1vol (A)ÿ1=n � ���
n
p

:

Ainsi c � ���
n
p

vol (O)1=n convient pour appliquer le corollaire 7.1 aÁ L. En

remarquant

Card(L \ S) � Card(AN \HN(D)1=nS)

on a (y) avec c1 � vol(S)vol (O)ÿN et c2 � P(Nn)2N2n2 ���
n
p Nnÿ1

LNnÿ1 ouÁ

P � 3n�1Nnrn2
et L � 6(Nn)4nr2n�1 sont donneÂs par la proposition 7.2.

En majorant c2 � (Nnr)6N2n2

convient eÂgalement (on utilise N � 2 et

r � ���
n
p � 1).

8. Calcul de volume

Dans cette partie, nous deÂterminons le volume de S. Ce calcul neÂcessite

de faire intervenir la deÂcomposition de D
R en produit d'algeÁbres de

matrices. Aussi commencËons-nous par plusieurs reÂsultats preÂparatoires

sur des espaces de matrices Matmm(K) ou plus geÂneÂralement Matm`(K) ouÁ

K est l'un des trois corps R, C ou H. Nous eÂcrirons toujours

k � [K : R] 2 f1; 2; 4g.
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Nous utilisons les notations Hm(K), H�0
m (K), H>0

m (K) et Um(K) in-

troduites dans la partie 2. Nous geÂneÂralisons la dernieÁre en posant pour

` � m
Um`(K) � fK 2 Matm`(K) j KK? � Ig:

Pour ` � m nous retrouvons le groupe unitaire Um(K) � Umm(K) mais si

` > m nous n'avons pas de structure de groupe. Cet ensemble Um`(K) est

contenu dans l'ensemble Gm`(K) des matrices de rang m que nous pouvons

eÂcrire
Gm`(K) � fA 2 Matm`(K) j Nm(AA?) > 0g:

Rappelons que Nm deÂsigne la norme de R-algeÁbre Matmm(K). Il s'agit

d'une fonction homogeÁne de degreÂ km2 et nous pouvons remarquer que si

X 2 Hm(K) a pour valeurs propres a1; . . . ; am alors

Nm(X) �
Ym
i�1

ai

 !km

:

PreÂcisons enfin la norme euclidienne que nous utilisons sur Matm`(K).

Le choix coheÂrent avec la norme sur D
R consiste aÁ employer la deÂfi-

nition jAj2 � Tr(AA?) ouÁ Tr: Matmm(K)! R est la trace de cette algeÁbre

et veÂrifie en particulier Tr(I) � km2. Par ailleurs, la norme usuelle sur K

donneÂe par jzj2us � zz? induit une norme j � jus peut-eÃtre plus naturelle sur

Matm`(K), en identifiant simplement cet espace aÁ Km`. On remarque ai-

seÂment jAj � �������
km
p jAjus , ce qui permet de passer immeÂdiatement de l'une aÁ

l'autre. Nous recourrons in fine aÁ j � j mais nos reÂsultats preÂliminaires

s'expriment un peu plus facilement avec j � jus .

LEMME 8.1. L'application H>0
m (K)! H>0

m (K), X 7! X2 est un diffeÂo-

morphisme dont le jacobien en X estYm
i�1

2ai �
Y
i5j

(ai � aj)
k

si a1; . . . ; am sont les valeurs propres de X.

DEÂ MONSTRATION. Notons c cette application. Elle est bijective d'apreÁs

le corollaire 2.1. Si K 2 Um(K) nous avons c(X) � Kc(Kÿ1XK)Kÿ1. En

outre la multiplication aÁ droite ou aÁ gauche par K ou Kÿ1 est une isomeÂtrie

de Matmm(K) donc, pour montrer que c est un diffeÂomorphisme en X de

jacobien donneÂ, il suffit de montrer que c'est le cas en Kÿ1XK. D'apreÁs le

lemme 2.4 ceci permet de supposer X 2 D>0
m de diagonale a1; . . . ; am. Un
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point au voisinage de X dans H>0
m (K) s'eÂcrit X � Y avec Y 2 Hm(K) au

voisinage de zeÂro. Nous avons (X � Y)2 � X2 � XY � YX � Y2 et donc le

jacobien chercheÂ est la valeur absolue du deÂterminant de l'application li-

neÂaire Y 7! XY � YX. Celle-ci consiste aÁ multiplier le i-eÁme coefficient

diagonal (dans R) de Y par 2ai et le coefficient d'indice (i; j) avec i 6� j

(dans K) par ai � aj. Par produit on a immeÂdiatement le reÂsultat. p

Nous noterons aÁ l'occasion X 7! X1=2 le diffeÂomorphisme inverse de

X 7! X2.

Nous nous inteÂressons ensuite aÁ Um`(K).

LEMME 8.2. La sous-varieÂteÂ algeÂbrique reÂelle Um`(K) de Matm`(K) est

lisse de dimension dimMatm`(K)ÿ dimHm(K) � km`ÿ km(mÿ 1)=2ÿm

et l'espace tangent aÁ Um`(K) en un point K de cette sous-varieÂteÂ est

TK � fZ 2 Matm`(K) j ZK? � KZ? � 0g.

DEÂ MONSTRATION. L'application f : Matm`(K)! Hm(K) donneÂe par

f (A) � AA? a pour diffeÂrentielle en A l'application lineÂaire dfA: Matm`(K)!
Hm(K) donneÂe par dfA(Z) � ZA? � AZ?. Si K 2 Um`(K), la diffeÂrentielle

dfK est surjective car si Y 2 Hm(K) alors dfK(YK)� 2Y . Par conseÂquent f

est une submersion au voisinage de K et ceci montre que Um`(K) est une

varieÂteÂ de la dimension indiqueÂe. Enfin, l'espace tangent en K est le

noyau de dfK . p

La norme j � jus induit une meÂtrique sur les espaces tangents de Um`(K)

donc une structure riemannienne sur cette varieÂteÂ. Cela donne un sens aÁ

l'eÂnonceÂ suivant qui est au cúur du calcul de volume.

PROPOSITION 8.1. L'application

H>0
m (K)�Um`(K) ÿ! Gm`(K)

(X;K) 7ÿ! XK

est un diffeÂomorphisme dont le jacobien en (X;K) est

Ym
i�1

ai

 !k(`ÿm�1)ÿ1Y
i5j

ai � aj

2

� �k

si a1; . . . ; am sont les valeurs propres de X.

DEÂ MONSTRATION. C'est un diffeÂomorphisme car l'inverse est donneÂ par

l'application A 7! ((AA?)1=2; (AA?)ÿ1=2A). Comme dans la deÂmonstration du
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lemme 8.1, nous pouvons nous contenter de calculer le jacobien au voisinage

de (X;K) avec X 2 D>0
m car, en geÂneÂral, XK � K0((Kÿ1

0 XK0)(Kÿ1
0 K)) et les

trois applications lineÂaires K 7! Kÿ1
0 K, X 7! Kÿ1

0 XK0 et A 7! K0A sont des

isomeÂtries. Nous supposons doreÂnavant que X est diagonale, de coefficients

diagonaux a1; . . . ; am. D'un autre coÃteÂ, si K 2 Um`(K) et si l'on noteAm(K) le

sous-espace fT 2 Matmm(K) j T � T? � 0g des matrices anti-hermitiennes,

nous avons TK � fZ 2 Matm`(K) j ZK? 2 Am(K)g. La jacobien que nous

cherchons aÁ calculer est donc celui de

Hm(K)� TK ÿ! Matm`(K)

(Y ;Z) 7ÿ! (X � Y)(K � Z)

en (0; 0) soit encore, parce que XK est constant et YZ du second ordre, la

valeur absolue du deÂterminant de l'application lineÂaire

Hm(K)� TK ÿ! Matm`(K)

(Y ;Z) 7ÿ! XZ� YK

dans des bases orthonormeÂes.

Notons aÁ preÂsent p1: Matm`(K)! Matmm(K) (respectivement

p2: Matm`(K)! Matm;`ÿm(K)) la projection consistant aÁ ne garder que

(respectivement aÁ oublier) les m premieÁres colonnes d'une matrice.

Sans perte de geÂneÂraliteÂ, nous pouvons supposer que p1(K) est inver-

sible. Alors l'application lineÂaire

W: Matm`(K) ÿ! Matmm(K)�Matm;`ÿm(K)

A 7ÿ! (AK?; p2(A))

est un isomorphisme (son inverse est (C;B) 7! ((C ÿ Bp2(K)?)(p1(K)?)ÿ1 B)

ouÁ cette dernieÁre matrice est eÂcrite par blocs) qui induit par restriction un

isomorphisme WjTK
: TK ! Am(K)�Matm;`ÿm(K). ConsideÂrons enfin l'ap-

plication lineÂaire

c:Hm(K)�Am(K)�Matm;`ÿm(K) ÿ! Matmm(K)�Matm;`ÿm(K)

(Y ;T;B) 7ÿ! (XT � Y ;XB� Yp2(K))

et calculons

(c � (idHm(K) � WjTK
))(Y ;Z) � c(Y ;ZK?; p2(Z))

� (XZK? � Y ;Xp2(Z)� Yp2(K))

� (XZK? � YKK?; p2(XZ� YK))

� W(XZ� YK):
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En particulier c est un isomorphisme (car (Y ;Z) 7! XZ� YK en est un)

et donc le jacobien chercheÂ est la valeur absolue du deÂterminant (dans

des bases orthonormeÂes) de Wÿ1 � c � (idHm(K) � WjTK
), c'est-aÁ-dire

jdetcj � jdet WjTK
=det Wj. Montrons dans un premier temps que

jdet WjTK
j � jdetWj. Pour ce faire, nous consideÂrons les orthogonaux de

TK et de son image par W. D'une part W(TK) � Am(K)�Matm;`ÿm(K)

donc W(TK)? � Hm(K)� f0g (car Am(K)? � Hm(K)). D'autre part, nous

avons (TK)? � fYK j Y 2 Hm(K)g : en effet ces deux espaces ont meÃme

dimension (comme W est un isomorphisme dim(TK)? � dimW(TK)?) et le

second est inclus dans le premier car si Y 2 Hm(K) et Z 2 TK alors

ZK? 2 Am(K) donc Y?ZK? soit Tr(Y(ZK?)?) � 0 qui s'eÂcrit

Tr(YKZ?) � 0 ou encore YK?Z donc YK 2 (TK)?.

Comme W(YK) � (YKK?; p2(YK)) � (Y ;Yp2(K)) est la somme des

composantes (Y ; 0) 2 W(TK)? et (0;Yp2(K)) 2 W(TK), la matrice de W dans

des bases orthonormeÂes adapteÂes aux deÂcompositions Matm`(K) �
TK � (TK)? et Matmm(K)�Matm;`ÿm(K) � W(TK)� W(TK)? a la forme

matrice de
WjTK

matrice de
YK 7! (0;Yp2(K))

0
matrice de

YK 7! (Y ; 0)

0BBB@
1CCCA:

L'application lineÂaire YK 7! (Y ; 0) est une isomeÂtrie (Tr(YK(YK)?) �
Tr(YY?)) donc de deÂterminant � 1. GraÃce aÁ la matrice ci-dessus, nous

trouvons bien jdetWj � jdetWjTK
j.

Il reste aÁ eÂvaluer le deÂterminant de c. Pour cela, nous pouvons supposer

p2(K)� 0 : en effet c est la composeÂe de (Y ;T;B) 7! (Y ;T;B�Xÿ1Yp2(K))

clairement de deÂterminant 1 et de (Y ;T;B0) 7! (XT � Y ;XB0) qui n'est au-

tre que c lorsque p2(K) � 0. Ainsi c est le produit des isomorphismes

(Y ;T) 7! XT � Y et B 7! XB. Le second qui consiste aÁ multiplier la i-eÁme

ligne de B par ai (on rappelle que X est diagonale) a pour deÂterminantQm
i�1

ai

� �k(`ÿm)

.

Pour le premier, nous fixons des bases orthonormeÂes deHm(K), Am(K)

et Matmm(K). Notons Eij la matrice dont le seul coefficient non nul vaut 1 et

est d'indice (i; j). Soit ensuite e1; . . . ; ek une base orthonormeÂe de K sur R

avec e1 � 1 (ceci entraõÃne ek � e?k � 0 si k > 1). Alors

fe1Eii j 1 � i � mg [ ekEij � e?kEji���
2
p j 1 � k � k; 1 � i5j � m

� �
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et

fekEii j 2� k � k; 1� i�mg [ ekEij ÿ e?kEji���
2
p j 1 � k � k; 1 � i5j � m

� �
sont respectivement des bases orthonormeÂes de Hm(K) et Am(K).

Comme on a Matmm(K) � Hm(K)�Am(K), on peut reÂunir les bases de

Hm(K) et Am(K) pour obtenir une base orthonormeÂe de Matmm(K).

Maintenant l'application (Y ;T) 7! XT � Y est l'identiteÂ sur les vec-

teurs de base de Hm(K) et XEij � aiEij pour tous 1 � i; j � m. La

matrice de cette application est donc donneÂe par une matrice trian-

gulaire ouÁ on trouve, sur la diagonale, dimHm(K) fois la valeur 1,

kÿ 1 fois a1; . . . ; am (correspondant aux images des vecteurs ekEii,

2 � k � k, 1 � i � m) et k fois (ai � aj)=2, 1 � i5j � m. Le deÂtermi-

nant de cette matrice est donc

Ym
i�1

ai

 !kÿ1Y
i5j

ai � aj

2

� �k

et ceci termine la deÂmonstration. p
Nous pouvons aÁ preÂsent appliquer ce qui preÂceÁde aÁ un calcul de volume.

LEMME 8.3. Soit X une partie mesurable de H>0
m (K) et posons

X ` � fA 2 Gm` j AA? 2 Xg. Alors X ` est mesurable et l'on a

vol (X `) � 2ÿm(1�k(mÿ1)=2)vol (Um`(K))

Z
X

Nm(Y)
k(`ÿm�1)ÿ2

2km dY :

DEÂ MONSTRATION. EÂ crivons X0�Xm\H>0
m (K)�fX2H>0

m (K) j X22Xg:
Le diffeÂomorphisme de la proposition preÂceÂdente induit une bijection

X0 �Um`(K)! X ` qui permet d'eÂcrire, en notant a1; . . . ; am les valeurs

propres de X,

vol (X `) �
Z

X2X0

Z
K2Um`(K)

Ym
i�1

ai

 !k(`ÿm�1)ÿ1Y
i5j

ai � aj

2

� �k

dX dK

� 2ÿkm(mÿ1)=2vol (Um`(K))

Z
X2X0

Nm(X)
k(`ÿm�1)ÿ1

km

Y
i5j

(ai � aj)
kdX:

Maintenant nous avons une bijection X0 ! X ;X 7! Y � X2 et le lemme 8.1
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donne dY � 2mNm(X)1=km Q
i5j

(ai � aj)
kdX d'ouÁ

vol (X `) � 2ÿkm(mÿ1)=2ÿmvol (Um`(K))

Z
Y2X

Nm(X)
k(`ÿm�1)ÿ2

km dY

qui est le reÂsultat avec Nm(X) � Nm(Y)1=2. p

Il nous reste aÁ calculer le volume de Um`(K). Rappelons que nous notons

vi � pi=2G(i=2� 1)ÿ1 le volume de la boule uniteÂ de Ri.

LEMME 8.4. Pour la norme euclidienne usuelle j � jus sur Matm`(K)

nous avons

vol (Um`(K)) � 2km(mÿ1)=4
Ỳ

i�`ÿm�1

kivki:

DEÂ MONSTRATION. L'ideÂe consiste aÁ appliquer la formule du lemme

preÂceÂdent aÁ un ensembleX explicite. Pour cela, fixons pour un reÂel e > 0 un

cube Ce dans K de coÃteÂ e (donc de volume ek), centreÂ en 0 et stable par

conjugaison. DeÂfinissons X comme l'ensemble des matrices X 2 Hm(K)

dont les coefficients diagonaux, reÂels, appartiennent aÁ l'intervalle

[1ÿ e; 1� e] et tous les autres aÁ Ce. Pour e assez petit ceci assure

X � H>0
m (K). Le volume deX vaut (2e)m(

���
2
p

e)km(mÿ1)=2 : pour les coefficients

non diagonaux, on utilise volf(z; z?) j z 2 Ceg � (
���
2
p

e)k. Par ailleurs, comme

X est centreÂe autour de la matrice I, nous avons

lim
e!0

1

vol (X )

Z
X

Nm(Y)
k(`ÿm�1)ÿ2

2km dY � 1:

En vertu du lemme preÂceÂdent, cela nous autorise aÁ calculer vol (Um`(K)) par

la formule

vol (Um`(K)) � 2m(1�k(mÿ1)=2) lim
e!0

vol(X `)
vol (X )

� 2km(mÿ1)=4 lim
e!0

vol(X `)
em(1�k(mÿ1)=2)

:

EÂ valuons maintenant directement vol (X `). Nous voyons A 2 X ` comme la

collection de ses vecteurs lignes noteÂs y1; . . . ; ym (dans K`). La condition

AA? 2 X s'eÂcrit donc jyij2us 2 [1ÿ e; 1� e] pour 1 � i � m et yiy
?
j 2 Ce pour

1 � i 6� j � m. L'ensemble des valeurs possibles pour y1 c'est-aÁ-dire

Le theÂoreÁme de Schanuel pour un corps non commutatif 267



fy 2 K` j ����������
1ÿ e
p � jyjus �

����������
1� e
p g est une coquille spheÂrique de volume

vk`

����������
1� e
p k` ÿ vk`

����������
1ÿ e
p k` � vk`

�
1� k`

2
e
�
ÿ vk`

�
1ÿ k`

2
e
�
� O(e2)

� k`vk`e� O(e2):

Si y1 est fixeÂ, eÂtudions l'ensemble des valeurs possibles de y2 c'est-aÁ-dire

fy 2 K` j 1ÿ e � jyj2us � 1� e et yy?1 2 Ceg. Pour cela, deÂcomposons

y � ly1 � y0 avec l 2 K et y0 2 (Ky1)?. Ainsi la condition yy?1 2 Ce se lit

simplement l 2 (1=jy1j2us)Ce . Par conseÂquent, l varie dans un cube de vo-

lume (e=jy1j2us)k � ek � O(ek�1). Pour y0 nous avons jy0j2us � jyj2us ÿ jly1j2us

d'ouÁ
�����������������������������
1ÿ eÿ jly1j2us

q
� jy0jus �

�����������������������������
1� eÿ jly1j2us

q
. Ainsi y0 varie dans une

coquille spheÂrique de (Ky1)? ' K`ÿ1 dont le volume peut s'eÂcrire

k(`ÿ 1)vk(`ÿ1)e� O(e2) car jly1j2us � O(e2). Par suite

volfy2K` j 1ÿ e� jyj2us� 1� e et yy?1 2 Ceg � k(`ÿ 1)vk(`ÿ1)e
k�1(1� O(e)):

Si nous iteÂrons ce proceÂdeÂ, nous voyons que si y1; . . . ; yi sont fixeÂs alors le

volume de fy 2 K` j 1ÿ e � jyj2us � 1� e et yy?j 2 Ce si 1 � j � ig s'eÂcrit

sous la forme k(`ÿ i)vk(`ÿi)e
ki�1(1� O(e)). Par conseÂquent, d'apreÁs le

theÂoreÁme de Fubini, nous avons

vol(X `) �
Z
y1

� � �
Z
ym

dy1 � � � dym � ekm(mÿ1)=2�m
Ỳ

i�`ÿm�1

kivki

 !
(1� O(e))

et ceci donne le reÂsultat en reportant vol (X `) dans la limite exprimant le

volume de Um`(K). p

Nous allons maintenant traduire ces reÂsultats pour D
R mais faisons

auparavant une remarque sur le choix de la norme. Alors que nous avons

employeÂ jusqu'ici j � jus sur Matm`(K), nous souhaitons aÁ preÂsent exprimer

nos calculs aÁ l'aide de j � j � �������
km
p j � jus. Le lemme 8.1 et la proposition 8.1

sont valables aÁ l'identique car le jacobien ne varie pas lorsque nous chan-

geons simultaneÂment la norme aÁ la source et au but par un meÃme facteur.

La meÃme chose vaut pour le lemme 8.3 : la formule est la meÃme que

vol (X `), vol (Um`(K)) et dY soient tous trois deÂfinis aÁ l'aide de j � jus ou qu'ils

soient deÂfinis aÁ l'aide de j � j. En revanche, la valeur explicite du lemme 8.4

se trouve, elle, multiplieÂe par
�������
km
p dimUm`(K)

.

Pour toute matrice hermitienne X sur K de valeurs propres ai nous posons

n(X) �
Y

i

ai

 !kÿ1Y
i5j

ai � aj

2

� �k

:
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Ceci nous permet de deÂfinir par produit une fonction

n: (D
R)symÿ!R

en utilisant

(D
R)sym ' Hd(R)r1 �Hd(C)r2 �Hd=2(H)r3 :

On veÂrifie immeÂdiatement que n ne deÂpend pas du choix de l'isomorphisme,

que si x 2 (D
R)>0
sym alors n(x) > 0, que n(1) � 1 et que l'on a pour tout t 2 R

et x 2 (D
R)sym

n(tx) � tnÿsn(x)

ouÁ s � dim(D
R)sym. Nous deÂfinissons encore

GN(D
R) � fv 2 (D
R)N j Nm(vv?) > 0g
et

UN(D
R) � fk 2 (D
R)N j kk? � 1g:
Nous reÂsumons le travail fait jusqu'ici dans l'eÂnonceÂ suivant.

LEMME 8.5. L'application

(D
R)>0
sym �UN(D
R) ÿ! GN(D
R)

(x; k) 7ÿ! xk

est un diffeÂomorphisme dont le jacobien en (x; k) est Nm(x)Nÿ1n(x).

L'ensemble UN(D
R) est une sous-varieÂteÂ lisse de (D
R)N de di-

mension Nnÿ s et de volume

2Nd2(r2� r3
2 )� d(dÿ1)

4 r1� d
2 r2� 3d

4 r3
���
d
p Nnÿs

�
YNd

i�d(Nÿ1)�1

ivi

 !r1 YNd

i�d(Nÿ1)�1

iv2i

 !r2 YNd
2

i� d
2(Nÿ1)�1

iv4i

0@ 1Ar3

:

DEÂ MONSTRATION. Il nous suffit d'eÂcrire

(D
R)N ' Matd;Nd(R)r1 �Matd;Nd(C)r2 �Matd=2;Nd=2(H)r3

et d'appliquer nos reÂsultats aÁ chaque facteur Matm`(K) avec m � d, ` � Nd

si K 6� H et m � d=2, ` � Nd=2 si K � H. Il est immeÂdiat que GN(D
R)

est le produit des Gm`(K) et UN(D
R) celui des Um`(K). Pour avoir la

premieÁre assertion, nous remarquons que dans la proposition 8.1 le jacobien

en (X;K) est Nm(X)(`ÿm)=mn(X) et dans notre produit nous avons toujours
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(`ÿm)=m � N ÿ 1. Pour la seconde, le lecteur courageux fera le produit de

���
d
p Nd2ÿ d2ÿd

2 ÿd
2d(dÿ1)=4

YNd

i�d(Nÿ1)�1

ivi

eÂleveÂ aÁ la puissance r1, de������
2d
p 2Nd2ÿd2

2d(dÿ1)=22d
YNd

i�d(Nÿ1)�1

iv2i

eÂleveÂ aÁ la puissance r2 et de������
2d
p Nd2ÿ d(dÿ2)

2 ÿ d
2 2d(dÿ2)=42d

YNd
2

i� d
2(Nÿ1)�1

iv4i

eÂleveÂ aÁ la puissance r3 en remarquant toutefois que
���
d
p

figure aÁ chaque fois aÁ

la puissance dimUm`(K) donc finalement aÁ la puissance dimGN(D
R)ÿ
dim(D
R)>0

sym � Nnÿ s. p

Ce lemme nous permettra d'eÂcrire le volume du domaine fondamental

qui nous inteÂresse, partie de GN(D
R), aÁ l'aide d'une inteÂgrale sur une

partie de (D
R)>0
sym, sensiblement de la meÃme facËon que dans le lemme 8.3.

Pour manipuler cette inteÂgrale, nous preÂsentons un dernier fait auxiliaire.

LEMME 8.6. Soient E un espace euclidien de dimension m, P: E! R

un polynoÃme homogeÁne de degreÂ k � 1 et V une partie mesurable de E telle

que V � fv 2 R�0V j 05jP(v)j � 1g. Si f : E! R est une fonction in-

teÂgrable homogeÁne de degreÂ b et a > ÿ(m� b)=k un reÂel, on aZ
V

jP(v)jaf (v)dv � m� b

ka�m� b

Z
V

f (v)dv:

DEÂ MONSTRATION. Notons E0 � fv0 2 E j jP(v0)j � 1g et V0 � V \ E0.
Par hypotheÁse,V � ftv0jt 2 ]0; 1]; v0 2 V0g. Si nous posonsv � tv0, il vient

jP(v)j � tk, f (v) � tbf (v0) et dv � tmÿ1g(v0)dt dv0 pour une certaine fonc-

tion g: E0 ! R (un calcul explicite montre que g(v0) � k=jjdPv0 jj mais cela

n'a pas d'importance ici). AlorsZ
V

jP(v)jaf (v)dv �
Z1

0

Z
V0

tka�b�mÿ1f (v0)g(v0)dt dv0

� 1

ka�m� b

Z
V0

( fg)(v0)dv0:
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Cette meÃme eÂgaliteÂ avec a � 0 donne
R
V0

( fg)(v0)dv0 � (m� b)
R
V

f (v)dv.

p

Nous utilisons maintenant les notations S, F�N et F�1 de la partie 6 ainsi

que la proposition 6.2. Nous cherchons aÁ calculer vol (S) � vol(F�N). Vu les

deÂfinitions, ce volume vaut

vol(F�N) � vol (fv 2 (D
R)N j 05Nm(vv?) � 1 et 8u 2 U; jvj � juvjg)
CardG

:

Si nous notons F�1
N l'ensemble dont le volume apparaõÃt ci-dessus et

F�1
sym � F�1 \ (D
R)>0

sym, nous remarquons que F�1
N est deÂfini uniquement

par des conditions sur vv? 2 (D
R)>0
sym et donc en eÂcrivant vv? � x2 pour

x 2 (D
R)>0
sym nous avons

F�1
N � fxk j k 2 UN(D
R) et x 2 F�1

symg:
Par suite avec le lemme 8.5

vol (F�1
N ) �

Z
F�1

sym

Z
UN(D
R)

Nm(x)Nÿ1n(x)dx dk

� vol(UN(D
R))

Z
F�1

sym

Nm(x)Nÿ1n(x)dx:

Nous appliquons alors le lemme 8.6 avec E � (D
R)sym, m � s, P � Nm,

k � n, V � F�1
sym, f � n, b � nÿ s et a � N ÿ 1. Nous trouvons

vol (F�1
N ) � 1

N
vol (UN(D
R))

Z
F�1

sym

n(x)dx:

Cette formule avec N � 1 donne aussi

vol(F�1) � vol(U1(D
R))

Z
F�1

sym

n(x)dx

donc

vol(F�1
N ) � vol(UN(D
R))

Nvol (U1(D
R))
vol(F�1):

Finalement, nous avons

vol(S) � vol (UN(D
R))

Nvol(U1(D
R))

vol(F�1)

CardG
:
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Deux applications du lemme 8.5 montrent

vol (UN(D
R))

vol (U1(D
R))
� 2(Nÿ1)d2(r2�r3=2)

���
d
p (Nÿ1)n Nd

d

� �r1

[1]

Nd

d

� �r2

[2]

Nd=2

d=2

� �r3

[4]

avec les notations de l'introduction. Il vient donc

vol (S) � R0

N
2d2(r2�r3

2 )d
n
2

� �Nÿ1 Nd

d

� �r1

[1]

Nd

d

� �r2

[2]

Nd=2

d=2

� �r3

[4]

:

9. Conclusion et exemples

Dans cette partie, nous deÂmontrons les eÂnonceÂs de l'introduction.

Pour le theÂoreÁme principal 1.1, il s'agit simplement de rassembler les

renseignements obtenus plus haut, aÁ l'exception d'un cas que nous devons

traiter aÁ part car il est exclu par le theÂoreÁme 5.1 : c'est celui ouÁ N � 2 et

n � 1 c'est-aÁ-dire D � Q. Nous nous trouvons donc face au probleÁme

classique de compter les points de hauteur borneÂe dans P1(Q). En voici une

version effective qui nous suffit ici.

LEMME 9.1. Pour tout reÂel H�0 on a jNZ;id
gche(2; 1;H)ÿ (3=p)H2j�24607H.

DEÂ MONSTRATION. Nous eÂcrivons simplementN (H) pourN Z;id
gche(2; 1;H).

Nous pouvons clairement supposer H � 1. Nous utilisons la formule d'in-

version

N (H) � 1

2

X[H]

m�1

m(m)Card (mZ)2 \HU
� �

ouÁ U � f(x; y) 2 R2 j 05x2 � y2 � 1g et m est la fonction de MoÈbius or-

dinaire sur les entiers. Dans nos notations, m(m) � m(mZ;Z) et la for-

mule est exactement celle de la proposition 4.1 avec D � Z et A � mZ

(mais elle est bien suÃr tout aÁ fait classique et plus facile aÁ eÂtablir). Nous

avons ensuite

Card (mZ)2 \HU
� �

ÿ p(H=m)2
��� ��� � 16401(H=m)2=3

d'apreÁs le reÂsultat de [Ch] (version effective du probleÁme du cercle de

Gauss ; nous avons ajouteÂ 1 pour tenir compte de 0 62 U). Cette estimation

plus preÂcise remplace (y) qui ne permet pas de conclure ici. En combinant,
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nous trouvons

N (H)ÿ p

2

X�1
m�1

m(m)
H

m

� �2
�����

����� � p

2

X�1
m� [H]�1

H

m

� �2

� 8201
X[H]

m�1

H

m

� �2=3

:

Pour conclure nous majorons simplement

X�1
m� [H]�1

mÿ2 �
X�1

m� [H]�1

(m2 ÿm)ÿ1 � 1

[H]
� 2

H

et

X[H]

m�1

mÿ2=3 � 1�
ZH

1

xÿ2=3dx � 3H1=3 ÿ 2:

Ceci donne le reÂsultat (avec z(2) � p2=6). p

Nous pouvons maintenant conclure le deÂcompte.

DEÂ MONSTRATION DU THEÂ OREÁ ME 1.1. Lorsque N � 2 et n � 1 le lemme

ci-dessus donne la conclusion car ici h0 � r � 1 donc h0(Nnr)7N2n2 �
228 � 24607. Dans tous les autres cas, la condition N � 2 entraõÃne l'ineÂ-

galiteÂ N > 3=2ÿ 1=2d� 1=n sous laquelle est eÂtablie le theÂoreÁme 5.1

lorsque M � 1. En tenant compte des valeurs de c1 et c2 deÂtermineÂes aÁ la

fin de la partie 7, celui-ci nous fournit la formule (eÂtablie pour H > 0 mais

bien suÃr valable si H � 0)

NO;?gche(N; 1;H)ÿ h0vol (S)HNn

vol(O)NzD(N)

���� ���� � h0(Nnr)7N2n2

HNnÿ1:

Nous inseÂrons ensuite la valeur de vol (O) (voir lemme 2.3) et celle de vol (S)

obtenue aÁ la fin de la partie preÂceÂdente. Nous trouvons alors la formule

annonceÂe pour cprinc et la deÂmonstration est termineÂe. p

Nous eÂtablissons maintenant les eÂnonceÂs concernant l'influence sur le

deÂcompte des choix de l'ordre maximal et de l'involution. CommencËons par

le terme principal.

DEÂ MONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2. Comme dans la partie 4 (mais

avec ici M � 1) nous notons R un ensemble de repreÂsentants des classes
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d'isomorphie d'ideÂaux aÁ droite deO. Nous avons donc h0 � P
I2R

[O� : Og(I)�].

D'apreÁs la deÂfinition de R0 comme volume de domaine fondamental, il vient

[O� : Og(I)�]R0 � R0Og(I). De plus, pour tout x 2 D�, nous avons R0Og(I) �
R0xOg(I)xÿ1 car l'application D
R! D
R, y 7! xyxÿ1 preÂserve le volume

(son deÂterminant est eÂgal aÁ 1). Par suite, nous pouvons eÂcrire

h0R0 �
X
O0

f (O0)R0O0

ouÁ O0 parcourt un systeÁme de repreÂsentants des ordres maximaux de D aÁ

conjugaison preÁs et f (O0) deÂsigne le nombre de I 2 R tels que Og(I) et O0
sont conjugueÂs. Pour obtenir la formule annonceÂe, il nous suffit de voir que

f (O0) � hbil(O0). Pour cela, nous choisissons un ideÂal aÁ gauche M de O tel

que Od(M) � O0 (voir [R] (22.21) page 198). Alors l'application I 7! IM in-

duit une bijection entre les ideÂaux fractionnaires aÁ droite de O tels que

Og(I) � O0 et les ideÂaux bilateÁres fractionnaires de O0. Cette bijection

preÂserve les classes d'isomorphie car deux ideÂaux bilateÁres sont isomorphes

si et seulement s'ils sont isomorphes comme ideÂaux aÁ droite (ou aÁ gauche).

Elle montre donc que hbil(O0) est eÂgal au nombre de classes de I avec

Og(I) � O0 ou encore au nombre de I 2 R tels qu'il existe x 2 D� avec

Og(xI) � O0. La formule Og(xI) � xOg(I)xÿ1 donne alors bien

f (O0) � hbil(O0). La deÂfinition meÃme de f montre que f (O0) ne deÂpend que de

la classe de conjugaison de O0 tandis que hbil(O0) � hbil((O0)op) est clair. Il

nous reste donc seulement aÁ veÂrifier R0O � R0Oop . En d'autres termes nous

devons montrer que des domaines fondamentaux pour les actions aÁ droite et

aÁ gauche du groupe O� ont le meÃme volume. On consideÁre pour cela l'in-

volution i de (D
R)� deÂfinie par i(x) � jNm(x)j2=nxÿ1. Elle veÂrifie

i(xy) � i(y)i(x) et Nm(i(x)) � Nm(x) pour tous x; y 2 (D
R)� tandis que

i(u) � uÿ1 si u 2 O�. Notons aussi U � fx 2 (D
R)� j jNm(x)j � 1g. Si

Sg � U est un domaine fondamental pour l'action aÁ gauche de O� sur U
alors Sd � i(Sg) est un domaine fondamental pour l'action aÁ droite de

i(O�) � O� sur i(U) � U. Pour montrer que Sg et Sd ont le meÃme volume il

nous suffit de voir que i conserve le volume ou encore que son deÂterminant

jacobien vaut �1 en tout point x. Or d'apreÁs la formule i(y) � i(xÿ1y)i(x) ce

jacobien est le produit des jacobiens des applications y 7! xÿ1y au point x, i
au point 1 et z 7! zx au point 1. Ces jacobiens valent respectivement

Nm(xÿ1), � 1 et Nm(x) : les premieÁre et troisieÁme applications sont li-

neÂaires tandis que i eÂtant une involution qui fixe 1 sa diffeÂrentielle en ce

point est eÂgalement une involution donc de deÂterminant �1. Par produit,

nous avons le reÂsultat souhaiteÂ. p
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Faisons encore deux remarques sur cet eÂnonceÂ. D'une part lorsque la

condition d'Eichler (voir [R] (34.3) page 293) est satisfaite, c'est-aÁ-dire avec

nos notations (r1; r2; d) 6� (0; 0; 2), alors le theÂoreÁme d'Eichler [R] (34.9)

montre que hbil(O0) est indeÂpendant de O0 (car l'isomorphisme de [R]

(22.21) preÂserve la norme d'un ideÂal). D'autre part, il n'est pas vrai en

geÂneÂral que h0 est eÂgal au nombre h des classes d'isomorphie d'ideÂaux aÁ

droite non nuls d'un ordre maximal (on rappelle que ce nombre h ne deÂpend

ni de l'ordre ni de l'orientation, voir [R] exercice 27.7 page 232). Pour le

veÂrifier, il nous suffit de trouver deux ordres maximaux O1 et O2 tels que

[O�1 : O�2 ] 6� 1. Ceci montrera aussi que R0O n'est pas indeÂpendant de O.

Pour donner un exemple explicite, on peux choisir l'algeÁbre de quaternions

D � Q�Qi�Qj�Qk avec i2 � ÿ1, j2 � ÿ11, k � ij � ÿji puis O1 �
Z�Zi�Z(1� j)=2�Z(i� k)=2 et O2 un ordre maximal contenant

l'eÂleÂment z � (2� i� k)=4. On veÂrifie alors O�1 � f� 1;� ig donc

CardO�1 � 4 tandis que z3 � ÿ1 donc CardO�2 � 6.

Nous incluons un exemple qui illustre la deÂpendance de la hauteur en

l'ordre maximal.

EXEMPLE 9.1. Soient D � Q�Qi�Qj�Qk � H et O l'ordre maxi-

mal Z�Zi�Zj�Z(1� i� j� k)=2. Soit V � f(a; b) 2 D2 j a � ibg.
Alors

sup
x2D�

HxOxÿ1;?(V ) � �1

ouÁ ? est la conjugaison (l'unique involution positive sur D
R � H).

DEÂ MONSTRATION. Nous choisissons x � 1� 2mj pour un entier m 2 Z.

D'apreÁs l'expression matricielle de la hauteur (voir deÂbut de la partie 2)

nous avons avec A � (1 ÿi) 2 Mat12(D)

HxOxÿ1;?(V ) � Nm(AA?)1=8[xOxÿ1 : A(xOxÿ1)2]ÿ1=4:

Ici Nm(AA?) � Nm(1ÿ i2) � Nm(2) � 16 est bien suÃr indeÂpendant de x

tandis que

[xOxÿ1 : A(xOxÿ1)2] � [xOxÿ1 : xOxÿ1 � ixOxÿ1]

� [xO : xO� ixO]

� [O : O� xÿ1ixO]

� [xÿ1ixO : O \ xÿ1ixO]ÿ1:

Le calcul montre ensuite xÿ1ix � (4mk� (1ÿ 4m2)i)=(1� 4m2). Puisque
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l'on a (Qi�Qk) \ O � Zi�Zk, ceci entraõÃne ft 2 Z j txÿ1ix 2 Og �
(1� 4m2)Z donc [xÿ1ixO : O \ xÿ1ixO] � 1� 4m2 (on peut en fait voir en

poussant les calculs que la valeur exacte est (1� 4m2)2). Nous avons fina-

lement HxOxÿ1;?(V ) � �������jmjp
, ce qui deÂmontre notre assertion. p

L'exemple suivant nous permet de corriger l'erreur apparaissant dans

l'article de Borek [B] page 225, formule (14) (l'erreur est dans la formule

preÂceÂdente : par non-commutativiteÂ les eÂleÂments xiu
ÿ1
i y?i ui et xiy

?
i n'ont

aucune raison d'avoir la meÃme trace) ouÁ il affirme que la hauteur est in-

deÂpendante de l'involution (cette erreur est d'autant plus regrettable que

nous avions deÂjaÁ signaleÂ aÁ l'auteur qu'elle figurait dans sa theÁse et lui

avions donneÂ un contre-exemple explicite).

EXEMPLE 9.2. Soient D un corps tel que D
R ' Mat22(R) et O un

ordre maximal quelconque de D. Il existe un sous-espace V de D2 pour

lequel
sup
?

HO;?(V ) � �1

ouÁ ? parcourt les anti-involutions positives sur D
R.

DEÂ MONSTRATION. Nous choisissons V de la forme V � f(a; b) 2
D2 j a � bxg pour x 2 D aÁ choisir. Vu l'expression matricielle de la hau-

teur, il suffit de montrer que l'on a sup? Nm(1� xx?) � �1. D'apreÁs la

description des involutions positives (voir lemme 1.1 de [LR]), ceci s'eÂcrit

sup
A2H>0

2 (R)

det(I �MA tMAÿ1) � �1 si M est la matrice image de x dans

D
R identifieÂ aÁ Mat22(R). Choisissons

Am � 1�m 1
1 1

� �
2 H>0

2 (R)

ouÁ m est un entier naturel non nul. Dans ce cas, det(I �MAm
tMAÿ1

m ) s'eÂcrit

Pÿ2mÿ2 � Pÿ1mÿ1 � P0 � P1m� P2m2 ouÁ les Pi sont des polynoÃmes en les

coefficients de M. Nous avons

P2 � det M
1 0
0 0

� �
tM

0 0
0 1

� �� �
� 0

tandis que le polynoÃme P1 n'est pas identiquement nul comme le montre

l'eÂgaliteÂ

det I � 0 0
1 0

� �
Am

0 1
0 0

� �
Aÿ1

m

� �
� m� 3� 1

m
:
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Par conseÂquent, il existe x 2 D tel que pour la matrice M correspon-

dante on ait P1 6� 0. Pour ce choix de x nous avons bien

sup
m�1

det(I �MAm
tMAÿ1

M ) � �1. p

Nous veÂrifions maintenant que l'entier w et la fonction de comptage

deÂpendent bien de l'involution.

EXEMPLE 9.3. Soient D le corps des quaternions Q�Qi�Qj�Qk

avec i2 � ÿ1, j2 � 3 et ij � ÿji � k, O un ordre maximal contenant i et ?

l'involution positive de D
R fixant j et k. On a wO;? � 4 et il existe une

involution ?0 et un reÂel H avec

wO;?0 � 2 et NO;?0gche(2; 1;H) 6� NO;?gche(2; 1;H):

DEÂ MONSTRATION. Nous avons ÿ ji � k � k? � (ij)? � j?i? � ji? d'ouÁ

i? � ÿi puis ii? � 1. Ainsi le groupe G � fx 2 O j xx? � 1g contient �1 et

�i d'ouÁ wO;? � 4 (il y a en fait eÂgaliteÂ). Identifions maintenant D
R avec

Mat22(R) en envoyant i sur
0 ÿ1
1 0

� �
et j sur

���
3
p

0
0 ÿ ���

3
p

� �
. Avec

cette convention ? correspond aÁ la transposition. Nous deÂfinissons ?0

par M 7! p 0
0 pÿ1

� �
tM

pÿ1 0
0 p

� �
. Les eÂleÂments x de D tels que

xx?
0 � 1 s'identifient aÁ des matrices M 2 Mat22(Q(

���
3
p

)) veÂrifiant

M
p 0
0 pÿ1

� �
tM � p 0

0 pÿ1

� �
. Par transcendance de p ceci entraõÃne

M
1 0
0 0

� �
tM � 1 0

0 0

� �
et M

0 0
0 1

� �
tM � 0 0

0 1

� �
. On en deÂduit

M tM � I puis que M commute avec toute matrice diagonale donc est

diagonale puis M � �1 0
0 �1

� �
. En particulier, comme

1 0
0 ÿ1

� �
correspond aÁ j=

���
3
p 62 D, on a fx 2 O j xx?

0 � 1g � f1;ÿ1g et wO;?0 � 2.

ConsideÂrons ensuite V � f(x; y) 2 D2 j x � iyg. En calculant matri-

ciellement comme dans les exemples preÂceÂdents, on trouve facilement

HO;?
0
(V ) � ����������������

p� pÿ1
p

. D'un autre coÃteÂ, pour tout sous-espace W on a

HO;?(W) 2 Q donc HO;?(W) 6� ����������������
p� pÿ1
p

. Par finitude, il existe un reÂel

e > 0 avec NO;?gche(2; 1;
����������������
p� pÿ1
p ÿ e) � NO;?gche(2; 1;

����������������
p� pÿ1
p

) tandis que

NO;?0gche(2; 1;
����������������
p� pÿ1
p ÿ e)5NO;?0gche(2; 1;

����������������
p� pÿ1
p

). On en deÂduit le reÂsultat

souhaiteÂ avec H � ����������������
p� pÿ1
p

ou H � ����������������
p� pÿ1
p ÿ e. p
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Terminons nos exemples en montrant que le nombre de sous-espaces aÁ

gauche n'est pas en geÂneÂral eÂgal au nombre de sous-espaces aÁ droite. Pour

cela, nous devons chercher au-delaÁ des corps de quaternions (pour lesquels

D ' Dop).

EXEMPLE 9.4. Soient D un corps tel que D
R ' Mat33(R) et O un

ordre maximal de D. Il existe une involution ? et un reÂel H tels que

NO;?gche(3; 2;H) 6� NO;?dte (3; 2;H):

DEÂ MONSTRATION. Nous pouvons choisir l'isomorphisme D
R '
Mat33(R) de sorte que l'image de D soit contenue dans Mat33(Q) (car il

existe un corps de nombres K tel que D
K ' Mat33(K)). Nous identifions

a 2 D aÁ son image (aij)1�i; j�3 2 Mat33(Q). Nous deÂfinissons ?par la formule

M? � N tMNÿ1 ouÁ

N �
p 0 0
0 1 0
0 0 1

0@ 1A2 H>0
3 (R):

Pour a; b; c 2 D non tous nuls, nous consideÂrons les sous-espaces

V � f(x; y; z) 2 D3 j ax� by� cz � 0g (aÁ droite) et W � f(x; y; z) 2
D3 j xa� yb� zc � 0g (aÁ gauche). Tous les sous-espaces de D3 de dimension

2 de D3 sont obtenus ainsi. Pour la hauteur nous avons

HO;?(V ) � [O : aO� bO� cO]ÿ1=9Nm(aa? � bb? � cc?)1=18:

Ici [O : aO� bO� cO]2Q� et Nm(aa?�bb?� cc?) �det(aa? � bb? � cc?)3

dans l'identification D
R � Mat33(R). Ainsi HO;?(V )6 2 Q
� � det(aa?�

bb? � cc?). De la meÃme facËon, nous trouvons HO;?(W)6 2 Q
�

� det(a?a� b?b� c?c). Maintenant nous avons

det(a?a� b?b� c?c) � pdet( taNÿ1a� tbNÿ1b� tcNÿ1c) 2 pQ[pÿ1]

tandis que dans l'expression

det(aa? � bb? � cc?) � pÿ1det(aN ta� bN tb� cN tc) 2 pÿ1Q[p]

le coefficient de p2 vaut

det a
1 0 0
0 0 0
0 0 0

0@ 1Ata� b
1 0 0
0 0 0
0 0 0

0@ 1Atb� c
1 0 0
0 0 0
0 0 0

0@ 1Atc

0@ 1A� a11 b11 c11

a21 b21 c21

a31 b31 c31

������
������
2

:

Il est facile de trouver a; b; c dans D tels que ce deÂterminant soit non nul

puisque D contient une base de Mat33(R) sur R. Dans ce cas, on a donc par
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transcendance det(aa? � bb? � cc?) 62 pQ[pÿ1]. Cela nous donne un espace

aÁ droite V fixeÂ tel que pour tout sous-espace aÁ gauche W on ait

HO;?(W) 6� HO;?(V ). On en deÂduit alors l'eÂnonceÂ avec H � HO;?(V ) ou

H � HO;?(V )ÿ e pour e > 0 assez petit en raisonnant comme dans la deÂ-

monstration preÂceÂdente. p

Nous terminons par une eÂtude des variations du parameÁtre r.

DEÂ MONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.3. Si x 2 (D
R)�, u 2 O� et

t 2 R on a (tux)ÿ1O(tux) � xÿ1Ox donc pour deÂmontrer rxÿ1Ox;? � rn
O;?,

nous pouvons supposer x 2 FO;? � fz 2 (D
R)� j 8u 2 O� jzj � juzjg et

jNm(x)j � 1. Si y 2 F�1
xÿ1Ox;?

il existe u 2 O� avec uxy 2 F�1
O;? donc

jyj � jxÿ1ux � yj � jxÿ1j � juxyj � jxÿ1jrO;? � jxjnÿ1rO;? � rn
O;?

ce qui montre la relation voulue. ConsideÂrons maintenant une autre invo-

lution positive ?0. Par le theÂoreÁme de Skolem-Noether, il existe

y 2 (D
R)� tel que z?
0 � yz?yÿ1 pour tout z 2 D
R. Dans la description

de [LR, lemme 1.1] l'eÂleÂment y correspond aÁ des matrices deÂfinies positives

donc s'eÂcrit y � xx? pour un x 2 (D
R)�. Par suite Tr(zz?
0
) �

Tr((xÿ1zx)(xÿ1zx)?) � jf (z)j2 si nous notons f (z) � xÿ1zx. Ainsi, parce que f

est un automorphisme du groupe (D
R)� preÂservant la fonction Nm,

nous avons

rO;?0 � supfjf (z)j j z 2 (D
R)�; jNm(z)j � 1; jf (z)j � jf (u)f (z)jg
� supfjzj j z 2 (D
R)�; jNm(z)j � 1; jzj � jf (u)zjg
� rf (O);?:

Comme f (O) � xÿ1Ox, la premieÁre partie de la deÂmonstration entraõÃne

bien rO;?0 � rn
O;?. Enfin rOop;?op est le maximum de la fonction jzj jNm(z)jÿ1=n

sur le domaine fz 2 (D
R)� j 8u 2 O� jzj � jzujg. Si z appartient aÁ cet

ensemble, nous choisissons u 2 O� tel que uzÿ1 2 FO;? puis nous majorons

jzj
jNm(z)j1=n

� jzuÿ1j
jNm(z)j1=n

� juzÿ1jnÿ1

jNm(z)j1=njNm(uzÿ1)j
� juzÿ1j
jNm(uzÿ1)j1=n

 !nÿ1

et cette dernieÁre quantiteÂ est infeÂrieure aÁ rnÿ1
O;? . Ceci termine la preuve des

ineÂgaliteÂs de l'eÂnonceÂ. Elles permettent de controÃler explicitement tous les

r obtenus pour un ordre dans une classe de conjugaison donneÂe et une

involution quelconque aÁ partir de l'un d'entre eux. On deÂduit enfin de la

finitude du nombre de classes de conjugaison que la famille de tous les r est

borneÂe. p
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Pour eÃtre complet nous donnons une majoration de r dans le cas com-

mutatif.

LEMME 9.2. Si D est commutatif alors logr � nn(log3n)3nRegD.

DEÂ MONSTRATION. Comme D est un corps de nombres, on sait que si l'on

note `: D� ! Rr1�r2 l'application deÂfinie par `(e) � (nvlogjejv)vj1 ouÁ

nv � [Dv : R] pour une place infinie v de D alors `(O�D) est un reÂseau de�
z 2 Rr1�r2 j P

vj1
zv � 0

	
dont le covolume est

��������������
r1 � r2
p

RegD lorsque l'on

munit Rr1�r2 de la norme euclidienne jj � jj usuelle (voir [W, partie 6]). La

hauteur logarithmique absolue h d'une uniteÂ e 2 O�D veÂrifie

2
���
n
p

h(e) � 2���
n
p

X
vj1

nv log max (1; jejv) � 1���
n
p

X
vj1

nvj logjejvj � jj`(e)jj

par Cauchy-Schwarz tandis que pour la norme j � j sur D
R ' Q
vj1

Dv

utiliseÂe dans tout le texte nous avons

jej �
X
vj1

nvjej2v

0@ 1A1=2

� ���
n
p

exp (jj`(e)jj):

Si nous notons r � r1 � r2 ÿ 1 le rang du reÂseau `(O�D) et m1; . . . ; mr ses

minima successifs alors le theÂoreÁme de Minkowski donne (comme dans le

lemme 6.1)

mr � m1ÿr
1 rr=2

�����������
r � 1
p

RegD;

tout au moins si r � 1 ce que nous supposons temporairement. Par ce

qui preÂceÁde, si h0 est la hauteur minimale d'une uniteÂ de OD qui n'est

pas une racine de l'uniteÂ, alors m1 � 2
���
n
p

h0. D'autre part, par deÂfinition

meÃme des minima, il existe un sous-groupe d'indice fini de O�D engendreÂ

par des uniteÂs e1; . . . ; er telles que jj`(ei)jj � mr . Maintenant si x 2 D
R

veÂrifie 05jNm(x)j � 1 alors il existe t 2 ]0; 1] et a1; . . . ; ar 2 ]ÿ 1=2; 1=2]

puis u 2 O�D tels que `(tÿ1ux) � a1`(e1)� � � � � ar`(er) d'ouÁ jj`(tÿ1ux)jj �
rmr=2. Si de plus x 2 F (voir partie 6) nous avons

jxj � juxj � jtÿ1uxj � ���
n
p

exp (rmr=2):

Cette dernieÁre borne fournit donc un majorant de r d'ouÁ

log r � 1

2
log n� r1�r=2

�����������
r � 1
p

2(2
���
n
p

h0)rÿ1
RegD:
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Pour terminer le calcul (toujours lorsque r � 1), nous minorons le reÂgula-

teur via mr
1 � rr=2

�����������
r � 1
p

RegD pour obtenir

log r � rr=2
�����������
r � 1
p

2(2
���
n
p

h0)r (log n� 2r
���
n
p

h0)RegD

et nous utilisons la minoration de Voutier [V, corollaire 2] h0� 2nÿ1(log3n)ÿ3

(version explicite du reÂsultat de Dobrowolski) qui entraõÃne le lemme

apreÁs calculs (avec 1 � r � nÿ 1). Dans les cas restants ouÁ r � 0, on a ou

bien n � 2 (D corps quadratique imaginaire) et r � ���
2
p

ou bien n � 1

(D � Q) et r � 1. p
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