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Aproximacion clasica de la ecuacion
de Dirac cuando 7 — 0.

JAUME HARO

RESUMEN - En este trabajo se demostrard, desde un punto de vista matemdtico, que
las soluciones de la ecuacion de Dirac tienen un comportamiento clasico cuando
la constante de Planck tiende hacia cero. El resultado principal del articulo es el
siguiente: “La parte del estado cudntico con energia cinética positiva (resp. ne-
gativa), en el limite, tiene un comportamiento cldsico con energia cinética posi-
tiva (resp. negativa)”. Notese que se trata de un resultado matemadtico, ya que los
estados con energia cinética negativa no tienen sentido fisico.

ABSTRACT - In this work we prove, from a mathematical point of view, that the
solutions of Dirac’s equation have a classical behavior when Planck’s constant
converge to zero. The most important result is: “The part of quantum state with
positive (resp. negative) kinetic energy, has in the limit a classical behavior
with positive (resp. negative) kinetic energy”. Notice, this is a pure mathema-
tical result, because physically, the states with negative kinetic energy don’t
make sense.

1. Introduction.

En este articulo se realizara el estudio clasico de la ecuacién de Dirac.
Al tratarse de una ecuacion cuantica relativista, parece razonable obtener
cuando la constante de Planck 7 tienda a cero, la mecanica clasica rela-
tivista. Como veremos mas adelante, esta afirmacion no es del todo cierta,
ya que en mecanica cuantica relativista aparecen dos clases diferentes de
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estados: los de energia cinética positiva y los de energia cinética negativa.
Demostraremos que en el limite existen pues dos tipos de dindmicas cla-
sicas, la de energia cinética positiva 77, y la de energia cinética negativa
Ti,—- Esta claro que desde un punto de vista fisico la dindmica clasica de
energia cinética negativa no tiene ningtn tipo de sentido (nada rejuvenece
con el paso del tiempo), pero desde un punto de vista puramente mate-
matico no hay ninguna razén para desestimar este tipo de dinamicas. Asi
pues, si se tiene en cuenta la dindmica clasica de energia cinética, de-
mostraremos que la dinamica cudntica tiende a la clasica cuando la cons-
tante de Planck tiende a cero.

No me gustaria extenderme demasiado en el significado de los estados
cuanticos con energia cinética negativa, sélo decir, que la aparicion de este
tipo de estados produjo una gran crisis en la mecanica cuantica relativista.
La solucién la di6 Dirac, y es, sin duda alguna, una de las aportaciones mas
brillantes a la fisica. Dirac conjeturé que los estados de energia cinética
negativa estaban casi todos ocupados, y los no ocupados correspondian a
positrones. Entonces debido al Principio de Exclusion de Pauli, ya no era
necesario tener en cuenta los estados de energia cinética negativa. Ahora
bien, la mecanica cuantica relativista pasaba a ser una teoria con infinitas
particulas y, claro estd, dejaba de tener sentido el estudio de un sistema
formado por un nimero finito de particulas. Con esta teoria el concepto de
limite clasico cambia radicalmente y, de hecho, lo que se estudia en el li-
mite, son transiciones vacio-vacio, creacion de pares, etc..., véase por
ejemplo [5] y [6].

Aqui como ya se ha dicho anteriormente, nos limitaremos a aceptar los
estados con energia cinética negativa tanto los clasicos como los cuanticos,
con lo cual, la hipétesis de Dirac no serd necesaria y, por consiguiente,
podremos estudiar sistemas con un ntimero finito de particulas.

Introduzeamos sin mas demora, los espacios funcionales que se usaran
en el trabajo.

Consideremos los espacios @ = C°((0, 7ol; S(R?, CH) y € = (0, ho];
M*(RG)), y definamos las siguientes relaciones de equivalencia

Y ~q 1/7 si }zli% ||l//ﬁ — l/770||7-{"’(][{3,(74) = 0, Vm € N
¢ ~c ¢ si lim(g, — ¢,) = 0.
h—0
A partir de estas relaciones de equivalencia se pueden definir los si-

guientes espacios C =Xy Q = NQ, que como veremos seran de gran uti-
lidad para definir de manera precisa los estados clasicos y cuanticos.
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La distribuciéon del trabajo es la siguiente:

En la Seccién 11, se repasa la dindmica clasica relativista desde el punto
de vista de la ecuacién de Hamilton-Jacobi y, la resolucion de ecuaciones en
derivadas parciales de primer orden por el método de las caracteristicas.
Como aplicacién de este método resolveremos la ecuacién clasica del
transporte. Finalmente definiremos los dos tipos de dindmicas cldsicas T, .
sobre el espacio de los estados clasicos.

La seccion III estd dedicada al estudio de la dinamica cuéantica relati-
vista. Primero se escribe la ecuacién de Dirac en una representacion
concreta (la que se usara en todo el trabajo); luego se describira la dinamica
sobre Q = Q . Finalmente, se introduciran las matrices clasicas asociadas a
la energia cinética cuantica, cuyos valores propios inducen a definir la si-
guiente descomposicién Q Q+ & Q donde Q+ (resp. Q ) es el espacio de
los estados con energia cinética positiva en el limite (resp. negativa). De-
bido a esta descomposicién también es natural definir las proyecciones
= Q — Q.

La Seccion IV esta destinada al estudio de las soluciones semi-clasicas
con energia cinética positiva y negativa de la ecuacion de Dirac. La fase de
las soluciones semi-clasicas con energia cinética positiva (resp. negativa)
verifican la ecuacion relativista de Hamilton-Jacobi para estados clasicos
con energia cinética positiva (resp. negativa), y la amplitud verifica una
ecuacion del transporte diferente de la ecuacion clasica del transporte.
Finalmente, mostraremos las propiedades bésicas que nos permitiran
reencontrar la mecanica clasica.

En la Seccion V, se enuncia el resultado principal del trabajo. Dice lo
siguiente:

Si consideramos la aplicacion J definida en [4], entonces se verifica

1. Jn* es una conjugacion entre la dindmica cudntica Tt y la dindmica
clasica T? _, es decir, en el limite, la parte del estado cuantlco con energia
cinética positiva (resp. negativa) es un estado clasico con energia cinética
positiva (resp. negativa).

2. Las dos dinamicas se desacoplan, es decir

JTL =T Jo* + T Jn.

La notacién que usaremos en todo el trabajo es la misma que se usa en
[4]. Esto es:
1) £2(R3, (o9 espacio de funciones de cuadrado integrable definidas
en R?, y con imagen en C*,
2) /J%(RS, (o) espacio de funciones de cuadrado integrable definidas
en R?, con imagen en C*, y con norma 1.
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3) ||.|l, norma en el espacio L3(R?, ().
4) La transformada de Fourier de un funcion es

1 / f(@)e® dx

Fp)=——;
@)t 4

5) Dado m € N la norma en el espacio de Sobolev H™(R?; C?) es

4
1l sy = / Zfa* @)1 — B> A", () =
e a=1

4
= | [ as e
2 a=1

6) M*T(R% espacio de medidas de Radon positivas definidas en IRS,

00 MT(RG) es el subconjunto de M*(R®) formado por las medidas de
masa 1.

8) C’(X;Y) espacio de las funciones coninuas definidas sobre X y con
imagen en Y.

9) CS(RS) espacio de las funciones sobre R?, de soporte compacto y
con derivadas de orden k continuas.

10) D(R?) = MexCH(R?).

11) S(R?) espacio de Schwartz.

12) Sean:

u:((ll,...,(lg)ENg; |u\ =a;+...+dag

v =By, .. f3) € N3y [0 = By + .. + B,

yf: R% = R™. Entonces usaremos la siguiente notacién

a|u\ 1 8‘ulfm >

olf; o, )

Oof (e, p) =
L 6pfl...6p33 opy'...0p5’

13) D1f (x, p) (resp. Daof (x,p)) matriz derivada con respecto a las va-
riables x (resp. p).
14) Sea g : R® — R, denotaremos por
His9(x, p) ala matriz D1 Dog(x, p).
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Hy19(x, p) (resp. Haog(x, p)) a la matriz hessiana respecto a las variables
x (resp. p).
15) Sea E un espacio vectorial de dimension finita, entonces |.| designara
una norma en E, y a.b designa el producto escalar de dos elementos de E.
16) Sea h : R® — Rg, denotaremos por

Dy .h(x,p) = Dy, hi(x,p) + ... + Dy s, p).

D31, p) = Dy, b2, p) + ... + Dp,hs(x, p).

17) Sea h : R® — RS, denotaremos pr D,.h(x) a la divergencia de h.
18) s;(x, p) es el determinante de la matriz HyS;(x, p).

2. Dinamica clasica.

Para simplificar escogeremos m = ¢ = ¢ = 1. De la relacion relativista
(Hi(x,p) — Vix)? = |p — A(ac)|2 + 1, se obtienen (desde un punto de vista
matematico), los dos siguientes hamiltonianos, Hi(x,p) =+

=+/Ip— A(.oc)|2 + 1+ V(x), donde hemos supuesto que (4,V) € D(R?).
Si se coge el signo + (resp. —), se obtienen estados clasicos con energia
cinética positiva (resp. negativa).

Los operadores de evolucion clasicos sobre el espacio de fase son

T R — R®
(@,p = T @,p) =T} (p),T; (p),

donde Tﬁvi(ac, p) es la solucién de las ecuaciones de Hamilton en el instante ¢
con condicion inicial (x, p).

2.1. = Algumnos resultados importantes.

Enunciemos y demos las claves de la demostracion de los siguientes
lemas (la version no relativista se puede encontrar en [2], [12] y [14])

LEMA 2.1.
Tt @, p)| < (@f® + |pf* + K2yl

donde ki y ke son dos constantes independientes de x, p y t.
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DEMOSTRACION. Antetodo calculemos

pr—A )
\ [Ps —AF +1

((px —A).Dy)A

\/ P+ —A\z +1

DyH, =+ D\H, =+ D,V.

Por tanto,

3 /3 2
ID:H.| <1; |DiH.| < J > (Z kaA]) +|D, V| <K.
1 \k=1

j=

Ahora consideremos las ecuaciones dinamiecas:

&y = DoH.y
p:ﬁ: = _DlH:t )
de estas ecuaciones se deduce que
dlacs|?
| dj - 2u..DoH s
dlp+[*
dt _zpi .DIH:{: 5

con lo cual deducimos que
%Qxi\z + [P < 2(je< | DeHo| + |p2 | DiH<|) < 20| + |p+|K)
<lwalf + paf + K2+ 1.
Si ahora tomamos ky =1 y k¥ = K* + 1, se obtiene
O s+ 1peP + ) < Zhosl? + po P + K.

Integrando se ve que
T e D) + T @ ) + K < (ol + [pf* + kDe!,

por tanto
T (@, p)| < (e + [pf? + kD)kei.

LEMA 2.2, Sean u € Ny v e N? con |u| > 16 |[v] > 1, entonces

|01 T (2, p)| < Ky

donde ki y ks son dos constantes independientes de x, p y t.
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La demostracion de este Lema es similar a la del Lema anterior.

LEmaA 2.3.  Siempre existe algun ¢ > 0 de manera que Vt con [t| <ey
vp € R? la aplicacion

T]I;,l,i : R?) - RS,QC - Tii(xvp)a

es un difeomorfismo C* global.

DEMOSTRACION. De las ecuaciones dindmicas se deduce que

t
(@) Ti . (x,p) =+ / DH(T} , (¢, p))dz.
0
t
®) 5.9 =p— [ DHT.p)i
0

Segtn (&) si tomamos los puntos (x,p) y (y, p) se obtiene:
¢
w—y="T_ (u.p)— T .(y.p)— / [DoH(TE (w, p)) — D2H(TZ L (y, p)]dr.
0

Ahora aplicando el Teorema del valor medio vemos que

w—yy =T, @p) —T.;@,p)-

t
- / DDy, HYT? (&, p)Di T, &5, p)e — ),
0
por tanto

t
25— i) < T, @) — Ty ()] + o — 9] / Kedr,
0

donde para obtener esta desigualdad hemos usado el Lema 2.2 y que
|D(Dy,H)| < K.
Asi pues, tenemos

@ —y? <|T% (e, p) — Th (. D) + 6l — y[PK>t%*,
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con lo cual,
1 _
T2 p) = T4 L@ P 2 5o~y (1 — 6KZt™).

Por consiguiente, si escogemos ¢ suficientemente pequeno se concluye
que 77 , es inyectiva.

Para terminar la demostracion, solo hace falta comprobar que es lo-
calmente invertible. Para verlo, derivemos la ecuacion (@) con respecto de
la variable x, entonces

t
o Ti,:t,j — 0y = /D(DPJH)(Tg.i(va))am T; . (x, p)dr,
0
con lo cual deducimos
¢
|00, T} 4 ; — 03] < /Ke’dr < tKe'.
0

Entonces, si tomamos ¢ suficientemente pequeno, se tiene
|a70'iT§,:t,j - 57}7'| <1,
y por tanto T{ﬁ . es localmente invertible. O
Lema 2.4.  Sila distancia del punto x al soporte de las funciones Ay V

es mayor que |t|, entonces el moviento hasta el instante t es libre, es decir, se
verifica que

qt

—— )
Ve

La demostracion de este Lema es trivial.

Té,i(xv Q) =@+

2.2. — Las ecuactones de Hamilton-Jacobi relativistas.

Vamos a considerar las siguientes ecuaciones de Hamilton-Jacobi re-
lativistas (la version no relativista puede encontrarse en [10] y [12])

—0SE(@,q) = Hi(x,D1Si(x,q))
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Lema 25, Sea T} . el inverso del difeomorfismo T, . (Lema 2.3);
entonces la solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi es
Sy, q) = SH(T1 (@), q.0),
donde,

t
Sy, q.0) = / (75 (y,9)D2H o T; . (y,q) — Hi o T¢  (y, @))dt + yq.
0

Ademds Si(x, q) verifica:
Dlsti(xv (I) = T'é,i(T(;ii(x)’ Q)
DySi(x,q) = T;ﬁ,i(%)-

La demostracion de este Lema es un simple, aunque un poco tedioso,
calculo.

LemA 2.6.  Sila distancia del punto x al soporte de las funciones Ay V
es mayor que |t|, se verifica

SE@,q) = FV ¢ + 1t + qu.

LeEMA 2.7. Para el mismo ¢ del Lema 2.3, la ecuacion de Hamilton-
Jacobi tiene solucion para todo |t| < e

La demostracién de estos dos ultimos Lemas es trivial.

LEMA 2.8. Para [t| < ¢ st |r| + |s| > 2, entonces existe una constante c
de manera que

01958 (v, 9)| < c.
En particular, |HySE(x,q)| <¢; 4,j=1,2.

Este Lema es una consecuencia inmediata de los Lemas 2.2 y 2.5.

LEMA 2.9. Para |t| < ¢ existe une constante k > 0 de manera que
|D1S; (2, q) — D1S; (e, @)| > klgq — q.
DEMOSTRACION.  Segun el Teorema de la dependencia continua de las
soluciones de una e.d.o. %y = F'(y) respecto de las condiciones iniciales, se tiene

(%) kly1(0) — y2(0)] < |y1(8) — y2(®)] < kly1(0) — y2(0)],

donde k y k son constantes positivas.
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Usando el Lema 2.5 tenemos
DlSti(xa Q) = Téi( li(x) Q; DISti(% Q= Téi( 1¢(90) Q-

Aplicando ahora () se obtiene

kyflg—af + 1T @) — Tyl @ < |7 (T @), ) — Th (T3, @).9),
y por tanto se concluye que

D18/ (2, q) — D1S; (2, 9)| > klg —ql. O

LEma 2.10. Para |t| < ¢, se tiene
|H12S; (,q)| > 6 >0 et sj(x,q) >3 >0,

donde, si(x,q) es el determinante de la matriz H12Si (x, @).

Este Lema también es una consecuencia inmediata de los Lemas 2.2 y 2.5.

2.3. — Integracion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de
primer orden.

Consideremos el siguientes problema:
1(0,2) = Jo(@).

Las caracteristicas del problema anterior, son las soluciones de la lla-
mada ecuacion caracteristica

{ r = g
x(0) = Y

Supongamos que existe ¢ > 0 de manera que V|t| < ¢ exista la solucién
T!(y) de la ecuacion caracteristica y que T! es un difeomorfismo global.
Definamos f(t,y) = f(¢, T"(y)) y calculemos

Dift,y) = Dif &, T W) + D, f &, T'W)). T (),

(1)

debido a la ecuacion (1) se llega a

Dif(t,y) = Dif ¢, T'W)) + Do ft, T )9, ') = Ft, T' @) ¢, ).
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Si integramos con respecto a t se obtiene

f‘(t7 y) = f(O, y)eﬁ) F(TvTTQ/))dT’

escribamos y = T !(x), entoces se tiene

£t ) = foT eIy P T

que es la solucién de (1).

EJempLO. (La ecuacion clasica del transporte)
Consideremos el problema

{ Duf(t.2) + gt.2).D.f(02) = — 3 Duglt 2 (2)
f0,x) = folx)
Si escribimos f (t,y) =f(, T(y)), se obtiene

t
) B -1 fDxAg(rA,T’(y))dT

f@&,y) =f0,y)e o ,

y si aplicamos la férmula de Liouville
¢

In |detDT"(y)| = / D,.g(t, T"(y))dx,
0

se llega a que

[0,y
\/|detDT(y)|’

entonces si se escribe x = T%(y), resulta que la solucién de la ecuacién
clasica del transporte es

ft,2) = fo(T ' (@))\/|detDT ().

2.4. — Dindmica sobre C.

Sobre C se define igual como se hizo en [4]. Es decir, se extiende T, .
sobre Cg(R6) por transporte, i.e.,

T, - CO(R®) — CYRO):f — fo T, L.
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Luego por dualidad se extiende T° ¢ sobre MF(R®) de la siguiente
forma,

T, MT(R%) — MF(R%); ¢ — Tt 4,

dénde Tt , ¢ verifica Tt L ¢(f) = ¢(T;L.f), Vf € CH(R®).
Finalmente, se extiende 77, . sobre C, del siguiente modo

T, :C— Ci[¢] — T[] =[T' ¢,

dénde T% ¢ : (0,70] — M*(R%); h — T . ¢,
Para terminar la seccién demos la definicién del conjunto de los estados
clasicos

DEFINICION. El conjunto de los estados clasicos, denotado por EC, es el
conjunto de los elementos [¢] € C que tienen al menos un representante ¢
que verifica ¢, € MF(R®) Vi € (0, hy).

3. Dinamica cuantica.
3.1. — La ecuacion de Dirac.
Sean o1, 02 ¥ 03 las matrices de Pauli, i.e.,
(01 (0 =i (1 0
71 0)” G 0)” o 1
Escojamos la siguiente representacion de la ecuaciéon de Dirac

3
oy = aj( — ihdy, — Ay + By + Vi,
j=1

(g 0 §— 0 I
=0 —) " \1 0
Sea T%y;, la solution con condicién inicial y;, y definamos,
T!:Q — @ lyl — Tilyl = [Tty

dénde Thy : (0,70] — S(R?, CH; 7 — Thy,.
Definamos finalmente el conjunto de los estado cuanticos

dénde
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DEFINICION. El conjunto de los estados cuanticos, denotado por EQ, es
el conjunto de elementos [w] € Q, que tienen al menos un representante
v, € L‘%(RS; C* Vi € (0,h0), y que tienen al menos un representante i tal
que V7 € (0, fig] se cumple ||y7h||Hm(R3;C4) < Cy,, donde C,, es una constante
independiente de 7.

Ahora nuestro objetivo es descomponer el espacio Q.

Observemos que el operador que nos da la energia cinética cuantica es

3
B =" aj(—ihdy — Aj) + B,
j=1

entonces tiene sentido definir las matrices clasicas asociadas a la energia
cinética. Efectivamente, sean S;(x, p) las dos soluciones de las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi para || < ¢ con condicién inicial ¥p. Definamos las
matrices clasicas asociadas a la energia cinética del siguiente modo

3
B (e,p) = aj(0, S (@, p) — Aj@) + B.

Jj=1

Calculemos sus vectores y valores propios. Con la notacion siguiente

i @,p) = £/ (D1SE@, p) — A@)Y + 1.

a; (@, p) = \/ £27/ (@, p)(EL (X, p) + 0, S (@, p) — As(®)),

7@, p) = \[F2; @, DN F I (@) + 00,87 @, p) — As@)),

se tiene

VECTORES PROPIOS DE K, :

+)) + 0,SF — As
1| 94 — Ay 10,8 — Av)

vy, 1) = = )
0
0
1 -1
v, t) = —

oF | 0.,8F — Ay — i(0,S] — Ag)
—(£4] + 0,,S; — As)
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Entonces v (ac t) tienen valor propio ﬁ(w p)paraj =12y v, (oc t)
tienen valor pr0p1o —f (x,p) paraj = 1,2.

VECTORES PROPIOS DE Ef _:

:F;u; + 6T§S7
1 S — A1 + 10, S AZ)
+ H=— 901 2
/I/LPJ(%, ) V;t 1
0
0
1 -1
Uy o, 1) = —

Ve | 0uS; — A1 — (0, Sy — As)

—(F 24 +0u,S; — A3)
Luego u; j(ac, t) tienen valor propio —4, (x,p) paraj = 1,2,y u, j(m, t) tienen
valor propio A, (x,p) paraj =1,2.

Es inmediatio verificar que para t = 0 se tiene ES , = ES_, A (x,p) =
—Ao @, p) y u, ;(@,0) = v;f #(,0) = w;f #(,0). Entonces se tiene el siguiente

LEMA 3.1.  Si se considera el producto escalar hermitico (, )y sobre C*4,
ve, (f, 9 =101 + .. + 194 entonces para p y x fijados, {wij(oc, 0)} es
una base ortonormal de C*,

Luego para [y] € Q siempre podremos descomponer la Transformada
de Fourier de w del siguiente modo

2
i) =Y (@@, phw; @, 0) + @, phw, @, 0)),
j=1

por consiguiente, siempre se tiene que

yp() = —— / (@ pw, (@, 0)ei*“dp
@nh)? %

/ ai, (@, paw, (@, 0 dp
(27'Ch) j=1 b '

=y; (@) +yy, ().
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Por lo tanto podemos escribir w = y* + w~, dénde
w1 (0,0] — SR, CY; =y
Definamos ahora sobre @ la operacién suma, de la siguiente manera
+:@xQ— @ (al,[b) — [al +[b] = [a+ b

Si consideramos [y] € Q tenemos que [y]=[y" +y I=y 1+l
por tanto, tenemos la siguiente descomposicion Q Q+ ® Q .Y podremos
definir las proyecciones 7* : @ — Q*; [y] — [y*l.

Consideremos ahora el operador energia cinética

3

J=1

entonce se tiene el siguiente:

LEMA 3.2. Sea [w] € EQ, entonces st el limite
iliiﬂ(l)i / Ty, Bgnyy)pdee
R3

existe, stempre es positivo.

DEMOSTRACION.  Calculemos
timt [ e, By uda.
R?
Con la notacién anterior se tiene que

fim > h)g / Zakm,q)aﬁ(x,p)\/(pfA)Z+1<w;k(ac,0>,w;j(x,o»He%“’*q)”dxdpdq
— Tt

k=1

3 .
+ lim o h)g / ;a e q)z;(Wik(x,()),ar&@,‘(qﬁh(%p)w;j(% 0)pe?~ " dedpdq
J. r=

— () +@).

Haciendo el cambio p — ¢ = %u es sencillo comprobar que (2) queda del
siguiente modo:

i / S ot rm)Z( @0, 0,0, 035 e, o (o, 0)e™ dadpdu.
7L~>0 (27‘5) =
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Ahora si usamos que la relacién a;; h(ac Q) = (w (ac 0),z/7h(p))H, si de-
notamos por y§ y por wp ;a las componentes de v, y ], y si finalmente
aplicamos el Lema 7.1 de [4] a (2), obtendremos

4

Y3 ~ % ~ a c*
m TSNS 3 [ 5 0 — hoione, Ow ,0)

1
3
=0 (21) jk=1r=1 ab,cd=1

a0y, ! (e, 0w (e, 0))e™ davdpdlu.

Aplicando ahora la desigualdad de Schwarz respecto de la variable p se
deduce que

/ W (p — g (i, 0y, 000y, ey (e, Oy e, 0))e™ dedpdu <

R?
2

/ / / 0y o, 00, 000 a0 G, Oy ', O™ 1 ()P dp)h,
R \R® |R?
donde hemos usado que |[yf, < 1.

Notese que wsz“ (2, O)w (ac O)aCd &cr(wi b (, O)wi d(ac 0)) como funecién
de la variable x pertenece al espacio D(RS), y esta acotada respecto la
variable p. Por lo tanto,

Gabed (1, p) = / w i o, 0w (e, 0)a0, w ! (o, O, 0))e™ dr,

R3
como funcién de la variable u pertenece al espacio S(R?), y estd acotada

respecto de p.
Asi pues, resulta que:

2

h 2 3 4 .
@) <fimo 5> 3 / / o DL | du.

7k=1r=1 a,b,c,d=1 3 3

. . . . o _ 2 .
Por consiguiente si definimos Gapeq(u) = sup,,cgsgq;,.(, ), se obtiene

2 3 4
@) <Jim )SZZ S [ Gaseall 2 111, <

7,k=1 r=1 a,b,c,d=1

[ 4
hﬂo @ny Z Z Z Gaveall 2 = 0.

3k=1 r=1 a,b,c,d=1
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Estudiemos ahora (1). Haciendo el cambio p — ¢ = hu i usando el Lema
7.1 de [4], es facil comprobar que

. 1 b*
1) =lim—-; /l// (p— hu)t// (p) (.oc, 0)w™" (2, 0)
fHo(zﬂ)Sjk =t h h p.J

V® — AP + 1005 (@, 0), ;5 (e, 0) g™ dacdudp.

Ahora bien, volviendo a usar el Lema 7.1 de [4], se ve que este tltimo
limite también es igual a:

lim / 0P — b (e, O (w2, 0)
h_’o(zn)gjk lab=1 " Tk

((p — A)2 + 1)%((}7 — hu — A)2 + 1)}1(w§_hu’k(x 0), w, J(ac 0))Hei”’”dacdudp‘

Por consiguiente, si deshacemos el cambio p — ¢ = hu llegamos al si-
guiente resultado:

2

2 )
limL3 / / Z((p — AP+ 1)4a h(ac pPIW lj(x, O)Qde dx,
h—0 (27Th) s s j=1 P

R® |R?

1=
por lo tanto, si el limite existe ha de ser positivo. |

Finalmente, notemos que los estados cudnticos que en el limite poseen
energia cinética positiva (resp. negativa) son los elementos de £Q N Q™"
(resp. EQ N Q™).

4. Operadores Fourier Integrales.

Introduzeamos la notacion siguiente

+ pr— + . — _ -
w, @, t) = vf @, 0; w, @) = uy (1)

S’fj:aﬂ?isti_Ai J=12 St3—’1i+axssti_A3§ S?[—(Stp tz’Sa[S)

ts = 2O + 0 SE— Ay it =
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Sea [y] € Q. En la seccion anterior hemos visto que siempre tenemos la
siguiente descomposicion

1 2
@) =—— > / afy @, pyw (@, 00 dp
@rh) 7 o '

(27%)2 Z /3 (%, Py (@, 0)ei"dp

=y @)+, (@)
Entonces para |{| < ¢ introduzcamos la funcion

ar: Q — Q: [yl — wlyl = B vl + 7 [wl,

con
B Q= Qslyl — By,
definidas del siguiente modo
Bw:(0,hg] —> S(R3, 4

" / ZR h(x Q)wq](ﬂc t)ens (@, fl)dq

(27rh)2

Dénde hemos introducido la notacién:
Si(x, @) es la solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi con condicion
inicial xq.
N . iy
R, (x,q) verifica j-modulo 2, la ecuacion

ath i,k + Zm 6 Ri ik + Zz %’, @1 + ZR h(w;7(9§, t)7w(:]t‘l(x7 t))H

| 3 RF . Lo
VSN § 00, 85, RE 4 (1T AR, + iV AS] = 0,

2
t,t r=1 t:t

T

con la condicion inicial R0 . 2@, q) = fh(x,q). Esta es la ecuacion del
transporte para la ecuacién de Dirac.

4.1. — Propriedades de la ecuacion del transporte para la pour ecuacion de
Dirac.

Leva 4.1 Sean (Rf,(,q),Rf,,@,q) y B, ), R, @ ) dos
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soluciones de la ecuacion del tmnsporte para la ecuacion de Dirac. Defi-
namos la funcion v; =@, q) = Zj 1By o, q)Ri*h(x q) entonces v, (x,q)
verifica la ecuacion cldsica del transporte

3
gy + D, (@ v73) = 0
=1
DEMOSTRACION. Se trata de un calculo sin ninguna dificultad si se
tiene en cuenta la ecuacién del transporte para la ecuacién de Dirac O
COROLARIO 4.2 Se tiene que v;5,(x, q) = v, (11} (@), @)s; (x, @)

DEMOSTRACION. Si se considera la ecuacion clasica del transporte

8tf+2xi8%f+ fZ i =

y se multiplica por 2f se llega al siguiente resultado
3
O+ 0@ fH =0
=1

Dado que la solucién de la ecuacion clasica del transporte es
fla,t) = (T (@, q),0),/|detD, Tt (x, q)|,
se obtiene que
[P, t) = FA(Ty ! (2, q), 0)|detD Ty ', (e, ),
y con el uso del lema 2.5, se concluye que
[P, t) = AT (e, ), 0)sf (v, ). O

Escribamos la solucion general de la ecuacion del transporte para la
ecuacion de Dirac, del siguiente modo

) Rf; (@, q) = ZA F @, ai (Tr! @), ),

dénde las funciones funciones incégnita A;t]’-k no dependen del parametro 7%
(véase la Seccion 2.3).
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CoROLARIO 4.3. Debido al corolario 4.2, se verifica que

ZAi e q)Aj” (x,9) = s{ (2, )0

j=1
4.2. — Propriedades del operador a;.

LeEma 4.4. Sea [y] € Q, entonces V|t| < ¢ se cumple /}f[y/] = oy ].

DEMOSTRACION. Escribamos /)’tit//h(ac) del siguiente modo

1 <& irg
Fini@ = @ h)%Z / RE; (g, Qg (y, DS COPY=Oldgdpdy
Tt j=1

= / R7 1.y oy @, 0)eitS 010 Ndgdpdy
7T

(m)zZ / Ry, lw, 4y, 1) — wzj;j(ga0)]ezi[3¢i(?/ﬂ)fp(y7x)]dqdpdy
9

— )+ @)

Entonces

9E (P (e, 0)ef*dp,
(27rh) = 1/ t,5.h D.J

donde hemos introducido la funcion

/ Rim(y,q)e%[sri(y’q)_py]dqdy.

1
+
2P =——
9.in\P @iy
RS

Por lo tanto, tenemos que (1) = niﬂfl//h(x).
Veamos ahora que limy,_ ||(2)||;, = 0. Calculemos

MWMA(”ﬂ“/thwmmmWwwﬁmm

[wi]’(y, t) — w;j(% 0)])He%;[S,i(y,q)—p(y—x)]e USF @, 9-pG—)] dydiydqdgdpdpdz.
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Si hacemos el cambio de variabley =y + iz, =q+hu, p=p + v,y
usamos un argumeto igual al que se utiliza en el Apéndice A de [7], se llega
al siguiente resultado

lim—— R R (1, q + ) (wg . (y, D) — w, e, 0)],
lim <2n>]k1 / £ DRG0 + M (g, — 105, 0)

[7/0(:;:’]_(y7 t) _ w;]-(ac, ())])I.le—iDle(yyq)zefiDzS,,i(y,q)uei(}azﬂrg/vfwc)dydqdpdud:)cdvdz7

si ahora integramos con respecte a las variables x y v se obtiene

im ~ % R R s + hu wt N —w(i 0],
10 (27)° = 1/5 tyh(y DR}, q (w4, 1) — w1, (y, 0)]

(g i@, = w, (Y, 0)Dge DS Wz g=DSE WO gz dy dgdpduds.

Finalmente integrando respecto de p y 2, y teniendo en cuenta que
wp, Sti(?/_’q)yk(y, 0) = wy 1 (y, 1), se llega al siguiente resultado

R , Ri* ’ +hu w:t 1 7wi D1,
hﬁo(gn) = 1/ tjh(y DR, q (w1, D) — wy (Y, D]

[, 8) — w; (g, DD e PS5 00" dydgdu = 0.

Asf pues, acabamos de ver que limy, o ||fw;, — 7587wyl 2wt = 0.
Con un argumento similar se prueba que limy, o ||77f; | 2ot = 0.Con
lo cual se deduce que

pm 185w — 7 awpyl| 2oy = 0.

Del mismo modo se comprueba que limy, g || /)’t Wy, — T Ay, ll3¢mre.cty = 0,
para todo m € N, lo que implica que /)’t [yl = ntalyl. O

LEMA 4.5. V|t| < & se cumple i ly] = Tt [y].

DEMOSTRACION. Para poder hacer la demostracién necesitamos el si-
guiente

TEOREMA (véase [8]). Si ¢,(t) es solucion de
thow = H(x, —thV)y + F(x,t; ),
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.1 1
—_— M 2 — — N 2 <
lm o [F @D 2 = 0y 2 IIFED] 2 < g,
con g(t) € £ - &, el, entonces para t € [ — ¢, ] se satisface
lim [ 74,0) = 4,0 = < lim 4(0) — £, 0) =

Sabiendo este Teorema ya podemos demostrar el lema. Escribamos

3
X(g) = latg +1 Z a”rax,g

Vamos a busear una solucién semi-clasica de la ecuacion de Dirac con el
aspecto siguiente

)
wi e, t) = Bryy, +—— / Vi (e, @etSt “9dg.
(27zh)2\ ,

Aplicandole el operador i7i0; — H se obtiene

/’Si{ﬁ(Zmeqﬁhym)
Ri

(iho, — H)pj =

27zh)

—ECi(ZRtmww+thh)+hX(ZRt7ﬁw‘H)+h X(yth)}

j=1
Luego
. _ n it
(ihd, — Hypy = - / oS {X(ZRt W ]) + 0 - Efji)ytjfh}dq

2rh )z
R?

2

P / &5t 10 )dg.
@2rh)2 \
R

Si queremos que se cumplan las condiciones del teorema hay que pedir
que se verifique

() AZRt,hw )+ Uit =B iy =0,

pero como (/lti — E’?i)w;j(ac,t) =0 j=1,2, resulta que la condicién ne-
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cesaria y suficiente para que (x) tenga solucién es que se cumpla
2
+ + + -
CONT x(ZlRt,qu,j»H =0 j=1z2
)=

Estudiemos ahora con més detalle (xx). Escribiendolas explicitamente
se tiene

3
Z (wy > ar O, (R Wy D = 0,5 = 1,2.

r=1

M)

2
8t(R§i7";z) + ZR?_[M(W;E]'; w;l)H +
=1 l

Il
—

Ahora bien, como (wff i Wy i = &+ 057, podemos escribir j-médulo 2

2 3
+ + + O .t +
OB+ D Ry ;g du + @ 00, Ri
=1 r=1

3 3
+ + + + + + _
+ Y iy 000wy DR g+ Y W, 0500w DR, = 0.
r=1 r=1

Y haciendo uso de las identidades

1, .. (D& .
(w;jv araacrw;j)H = §aac,96'f - ’L( 2 y Z (S?[ A 3@7Sf)r
L+  r=1

3

1 =3 e
> g 0wy Dm = 5= [(= D/ (VASHe +iV ASPI,
r=1 t,+

llegamos a la ecuacion del transporte para la ecuacion de Dirac, y por
hipétesis R?Ej.h es solucion. En consecuencia, vemos que

/ PG 2.

R?

(ihdy — H)pif = —"—
t " e}

Ahora bien, es facil cercionarse (véase [4]) de que

lim 7 L -
=0 ||(2nrh):

/ ef%sfi(x'q))((]/fh)dq —0.
R L2RP Y
Con lo cual, debido al teorema, se tiene

;1113(1) %3 &) — Thwi lg2es o4y = 0.
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Anilogamente se demuestra que limy,_o |75 (®) — Thwir lnees o4 = 0,
para todo m € N, es decir, [F* ()] = Tflni[l//]. Y como

lim . / it @Dy (. g)dg =0,
—0|{(2 n > ’
( @ ) }R3 Hm(Rg,‘(d)
se concluye que [F*(®)] = f;[wl. u

OBSERVACION. Para energias cinéticas positivas (signo +),

2
2 Z R} )
=1

tiene energia cinética negativa. Por lo tanto, como

i h o
(ihdy — HDB; vy, = g / o X(ZRZj,th)dq’
& R3 =

se ve que el error que cometemos al aproximar la solucién de la ecuacion de
Dirac con condicién inicial y; por B vy, tiene energia cinética negatigfa yes
de orden 7. Por consiguiente para que este error sea de orden 7° y asi
obtener una solucién semi-clasica, hay que sumar a f8; ;, el término

@nh)t J
R

que obviamente contiene ondas con energia cinética negativa. Estas ondas
de energia cinética negativa dan lugar al movimiento tembloroso del
electron (en aleman “Zitterbewegung”, para mas detalles véase [13]), que
desaparece al hacer tender 7 hacia cero. Lia misma conclusion vale para
energias cinéticas negativas.

COROLARIO 4.6. V|t| < ¢ se verifica fif[y] = ni[tht//].

DEMOSTRACION. Segun el Lema 4.5 tenemos
Byl + Byl = Tim Iyl + Thn [yl = Thly],

asi pues ay] = T(t][l//]. Ahora haciendo uso del lema 4.4, se obtiene el re-
sultado. O

COROLARIO 4.7. V|t < &se cumple aly]l = Tyl y T)n* [yl = [T}yl



Aproximacion clésica de la ecuacion ete. 25

DEMOSTRACION. La primera parte del lema ya ha sido probada en el
Corolario 4.6. Demostremos la segunda parte. Del Lema 4.5 se concluye
que [yl = Tt 7*[y],y del Corolario 4.6, se decuce que Byl = = Tily]. 0

LEMA 4.8. Sea [y] € Qi entonces vVt € [0,¢] se satisface ﬂtiTz“[l//] =
= BTy )

DEMOSTRACION. Tomemos t € [0, ¢]. Por una parte tenemos que

B Tily] = B [Tiow] = (Corolario 4.6) = n* [T, Tyl = n* [T, yl.

Y por otra parte
B ST?“[z//] =pE E[Tf]"*”://] = (Corolario 4.6) = ni[Tf]”’TZ"“t//] = ni[TfZ”Ol//].

(|
Debido al Lema 4.8 Vt podemos definir
o1 Q@ — Q% [yl — alyl,
donde si t € [ty — ¢ty + €], entonces oy = at_tOT’qﬂt//. Y se cumple el si-
guiente
Lema 4.9, Si[y] € QF entonces oily] = Ti[y] ¥t finito .

DEMOSTRACION. Sea ty de manera que t € [ty — ¢,ty + ¢], entonces

oily] = at,tO[TZ"y/] = (Corolario 4.7) = sz‘tO[Té"y/] = [TZI// O

5. El limite clasico de la ecuacion de Dirac.

TEOREMA 5.1. Supongamos que

A,V) € D(R?).

[yl € Q, con |lyylly = 1 Vi € (0, Fol.

Entonces:

Jn* es una conjugacion entre T, ey Tt . para todo tiempo finito, i.e.,

J ninZ[z//] = T? Iyl Vi finito.
La dos dindmicas cldsicas estan desacopladas., i.e.,

JTwl =T, Jn'lyl+ T, _Jn [yl Vit finito.
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Este resultado puede escribirse de la siguiente forma, si la medida
uy = limy,_oJynty;, existe, entonces la medida de probabilidad clasica
sobre el espacio de fases y; = lim;»Ho I T hl//h existe para todo ¢ finito y se
descompone en dos partes T; , uj y Tt _uy, ie.,

=T +u0 + Tt _Hy V't finito.
Es decir, 1a medida ] (resp. i) que se obtiene de la parte del estado

cuantico con energia cinética positiva (resp. negativa) tiene una evolucion
clasica con energia cinética positiva (resp. negativa).

DEMOSTRACION DEL TEOREMAS.1. Empecemos calculando J Tfl[x//] para
t € [ —¢,¢]. Usado el Corolario 4.6 se tiene que

JTiy] = Jr' [Thyl + Jn [Tyl = JB Tyl + JB; [w).

Entonces como ﬂ(:)t[l//] = n*[y] (Lema 4.5); para demostrar el Teorema
para t € [ — ¢, ¢l, hay que probar que J/)’t [w]= Tg j[J/JO [w], ie., Jﬁt W o~
~e T jEJﬁoy/ Lo que es equivalente a probar que J2f;y ~ sz iJzﬂol//
Donde J? estd definida en [4], y a ~ b significa que lim;_. (s — by) = 0en
sentido distribucional.

Esta tltima relacién serd la que demostraremos. Tomemos ¢ € D(R®) y
calculemos

@ lim 2601 — T2 T (@).

debido a las propiedades de la 1-Transformada de Fourier, (3) se convierte
en (véase el Lema 4.6 de [4])

1 + + *
lim / oMSICIXO-STCARE (2 — X, @R, (2, Q)
=0 | 2n) (27zh)3 _ ,;1 Pixa 0t

Wy, t),w, (2 — WX )ge T F ($)( — P, —X)dqdqdzdPdX — T' . J; fywi (@) |

Haciendo el cambio de variable ¢ = ¢ — &u, y usando el Apéndice A de
[7], se llega a

—i[D1Sf (2,)X —D2S; (2,q)u] R Ri. * — %
M%/ze e DR e — )

(w1 (=, 1), w; (2, 0)ge” P T F (§)( — P, —X)dgdudzdPdX — T, T35 v ()|,
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y debido a la ortonormalidad de la base, se obtine

/ Z AP} GOX-DSTCORE (2 R, (2 q — i)

R

hﬁo (27[)6

e T F($) — P, —X)dqdudzdPdX — T gy, (@)

Integrando con respecto a X y P, se deduce que

}IPO (27[)3 / ZelDzS% q)“Ri i@ QR 4 “(2,q — hu)(z, D1SE(z, @))dqdudz

—T;iJ%/f:w] |

Haciendo uso de la formula (2), se llega a la siguiente expresion

2
iDeS{ (2,Q)u A£ST + —t
hﬁo (2n)3/ Z e Ath; (z’q)a’r.h(Tl,q,i(z)aq)

jrs=1

A e @ad(Trh @), q — gz, DiSE (2, )dgdudz — Tt LT3f; Wn(qﬁ)],

y aplicando el Corolario 4.3 se obtiene

1 2.
lim |—— / DS @Dt (2 gyat, (Tr! L (2),q)
R

a5 (Til @), q — hu)d(z, D1S} (2, )dqdudz — T Jifry(@) |-

Si ahora se hace el cambio de variable x = T .+, y se aplica el Lema
2.5 se deduce que

2
lim / ek, (o, Qats e, q — g o T, , (¢, )dgduda
e ; W@, Qasy @, q — huygo Tt (x, q)dyg

R

—Tz,ff,%ﬁowh@] |
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Finalmente volviendo a la variable ¢ = ¢ — hu, integrando respecto q, y
haciendo uso del Lema 3.1, se ve, razonando como en [4], que

lim

: / o (i @), W (@ o Tt (v, dgda — T LT3 f5w@)| = 0.
h—0 (271%)3 )

RS
Por tanto, acabamos de probar que para |t| < ¢, se cumple
(%) JTfI[y/] = T§$+Jn+[1//] + Tt"_JTc*[l//].

Para prolongar el resultado lo que haremos sera tomar T‘}tg[l//] en(*)en
lugar de [y], con lo cual, para |t| < & se obtiene

JTf]ﬂ[l//] =JTf,Tqi£[l//]=(( *) para [f| < &)= T§7+J7Z+[Tf]tsl//]+Tt_,_Jnf[T;tsl//]a
y como consecuencia del Corolario 4.7 se obtiene
J Tff”[y/] = Té’ +JT;E”7Z+[1//] + Tt,fJT;‘E”n‘[z//] = ((x) para [t| = &)
=TTt yl + T [yl

Es decir, V|t| < 2¢ se satisface (x). Continuando se llega al resultado
deseado para todo tiempo finito. O
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