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Estudio del Comportamiento
de la Dinámica Cuántica Cuando ˇK0.

JAUME HARO (*)

RESUMEN - El objetivo de este artículo es comprobar que la mecánica clásica es un
caso límite de la mecánica cuántica, es decir, comprobar que las soluciones de
las ecuaciones de la mecánica cuántica «convergen», cuando la constante de
Planck tiende a cero, hacia las soluciones de las ecuaciones de la mecánica clá-
sica. En otras palabras, nuestro objetivo es encontrar, cuando ˇK0, una con-
jugación entre la dinámica cuántica y la dinámica clásica.

ABSTRACT - The subject of this paper is to prove that the classical mechanics is a
limit case of the quantum mechanics, that is, to prove that the solutions of the
quantum mechanics equations «converges», when Planck’s constant con-
verges to zero, to the solutions of the classical mechanics equations. In outher
words, our objective is to find, when ˇK0, a conjugation between the quan-
tum dynamics and the classical dynamics.

1. Introducción.

En este trabajo queremos comparar la dinámica cuántica y la dinámi-
ca clásica cuando la constante de Planck converge hacia cero.

Hay muchos trabajos sobre este tema en los cuáles se introdujeron
conceptos asociados a los estados cuánticos como el frente de ondas, el
conjunto de frecuencia, los ˇ-soportes de un operador, etc... El objetivo
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principal de estos trabajos es demostrar que esos conjuntos del espacio
de fases tienen, en el límite, una dinámica clásica. Otros autores estudian
gausianas centradas en un punto del espacio de fases (véase [6]), y de-
muestran que, en el límite, su dinámica es la clásica.

Nosotros creemos que en todos estos trabajos se utilizan demasiados
conceptos matemáticos, con lo cual a veces se pierde la visión física del
problema, y entonces resulta casi imposible dar alguna interpretación
clara de los resultados obtenidos. Por este motivo trataremos el proble-
ma del límite clásico desde otro punto de vista, éste fue introducido por
J.Harthong en ([9] y [10]), y consiste en asociar a cada estado cuántico
una medida de masa 1 definida sobre el espacio de fases. Entonces se
trata de ver que, en el límite, esta medida tiene un comportamiento clási-
co. Para demostrar este resultado introduciremos el mínimo de utensi-
lios matemáticos, y en cada momento daremos la interpretación física de
los resultados que vayamos obteniendo, con lo cual las demostraciones
de los resultados seran más claras y mucho más sencillas.

Una vez hecha esta observación, uno se puede dar cuenta facilmente
de que el primer problema que aparece al querer comparar los dos tipos
de dinámicas, es que el espacio de los estados clásicos M1

1 (R2n ) (medi-
das definidas en el espacio de fases con masa 1) y el espacio de los esta-
dos cuántico L1

2 (Rn , C) (funciones de cuadrado integrable con norma 1)
son muy diferentes, y por lo tanto lo primero que hay que hacer es en-
contrar una correspondencia entre los dos tipos de estados. Cuando la
constante de Planck ˇ0 está fijada, es imposible encontrar dicha corre-
spondencia, ya que el Principio de incertidumbre de Heisenberg dice que
es imposible medir, en el mismo instante, la posición y el momento de una
partícula. Por ejemplo, a un estado clásico descrito por una medida de
Dirac centrada en un punto del espacio de fases es imposible hacerle cor-
responder un estado clásico. En cambio si consideramos funciones de la
forma

c : (0 , ˇ0 ] K S(Rn , C); ˇKc ˇ ,

donde S(Rn , C) es el espacio de Schwartz, entonces si que es posible con-
truir correspondencias entre los dos tipos de estados.

Así pues, ya se ve que para comparar, en el límite, las dos dinámicas
nos hará falta introducir nuevos espacios funcionales.

Introduzcamos primero los siguientes espacios funcionales Q4

4 C 0 ( (0 , ˇ0 ]; S(Rn , C) ) y C4 C 0 ( (0 , ˇ0 ]; M1 (R2n ) ). Y definamos sobre Q
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y C les relaciones de equivalencia siguientes

cAq c si lim
ˇK0

Vc ˇ2cˇ VHm (Rn ) 40, (m�N

fAc f si lim
ˇK0

(f ˇ2fˇ ) 40 .

Estas relaciones hay que definirlas puesto que, en el límite, c y c (resp.
f et f) son los mismos estados.

Una vez definidos estos espacios, definiremos el conjunto de los esta-

dos cuánticos EQ como un subconjunto de QA f

Q

Aq

(su definición precisa

la daremos en la sección 3) y también definiremos el conjunto de los esta-

dos clásicos EC como un subconjunto de CA f

C

Ac

(su definición precisa la
daremos en la sección 2).

Finalmente para poder comparar la dos dinámicas hay que construir
una aplicación J : EQKEC , y ver que es una conjugación entre el opera-
dor que define la dinámica cuántica T t

q , y el operador que define la diná-
mica clásica T t

c , es decir, J verifica

JT t
q [c] 4Tc

t J[c] .

La interpretación física de este resultado es la siguiente:
Dada una partícula cuya dinámica esta descrita por un estado cuánti-

co T t
q c ˇ , existe una medida definida en el espacio de fases m t f

f lim
ˇK0

Jˇ T t
q c ˇ que es el estado clásico que describe la dinámica de la partí-

cula. Esto es así ya que se verifica

T t
c m 0 4m t .

Esta es la generalizacion, para el caso de una partícula bajo la acción
de un potencial, del resultado obtenido en [10] para el caso libre.

Los espacios funcionales y la notación que usaremos en este trabajo
son:

(1) L 2 (Rn , C) espacio de funciones de cuadrado integrable definidas
en Rn , y con imagen en C .

(2) V .V2 norma en el espacio L 2 (Rn , C).
(3) La transformada de Fourier de un funcion es

f×(p) 4
1

(2pˇ)
n

2

�
Rn

f (x) e
i

ˇ
px

dx
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(4) Dado m�N la norma en el espacio de Sobolev Hm (Rn ) es

V f VHm (Rn )fo �
Rn

f *(x)(12ˇ2 D)m f (x) dx4o �
Rn

(11NpN2 )m N f×N2 (p) dp

(5) L1
2 (Rn , C) es el subconjunto de L 2 (Rn , C) formado por las fun-

ciones de norma 1 .
(6) M1 (Rn ) espacio de medidas de Radon positivas definidas en Rn .
(7) M1

1 (Rn ) es el subconjunto de M1 (Rn ) formado por las medidas
de masa 1 .

(8) C 0 (X ; Y) espacio de las funciones conínuas definidas sobre X y
con imagen en Y .

(9) C k
0 (Rn ) espacio de las funciones sobre Rn , de soporte compacto y

con derivadas de orden k contínuas.
(10) D(Rn ) 4 1

k�N
C k

0 (Rn ).

(11) S(Rn ) espacio de Schwartz.
(12) Sean:

u4 (a 1 , R , a n ) �Nn ; NuN4a 1 1R1a n

v4 (b 1 , R , b n ) �Nn ; NvN4b 1 1R1b n ,

y f : R2n KRm . Entonces usaremos la siguiente notación

¯ 1
u f (x , p) 4 g ¯NuN f1

¯x1
a 1

R ¯xn
a n

, R ,
¯NuN fm

¯x1
a 1

R ¯xn
a n
h

¯ 2
v f (x , p) 4 g ¯NvN f1

¯p1
b 1

R ¯pn
b n

, R ,
¯NvN fm

¯p1
b 1

R ¯pn
b n
h .

(13) D1 f (x , p) (resp. D2 f (x , p) ) matriz derivada con respecto a las
variables x (resp. p).

(14) Sea g : R2n KR , denotaremos por
H12 g(x , p) a la matriz D1 D2 g(x , p).
H11 g(x , p) (resp. H22 g(x , p) ) a la matriz hessiana respecto a

las variables x (resp. p).
(15) Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, entonces N.N desi-

gnará una norma en E .
(16) st (x , p) es el determinante de la matriz H12 St (x , p).
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2. Dinámica Clásica.

El Hamiltoniano que vamos a considerar es el siguiente

H(x , p) 4
1

2
Np2A(x)N2 1V(x); (A , V) � S(Rn ) .

La ecuaciones dinámicas vienen dadas por las ecuaciones de Hamil-
ton

.
/
´

x
.
4D2 H(x , p)

p
.

42D1 H(x , p) ,

y sus soluciones describen la dinámica de una partícula no relativista de
masa 1 y carga 1 , en un campo electromagnético si tomamos la velocidad
de la luz igual a la unidad.

A partir de estas soluciones, el operador de evolución clásico sobre el
espacio de fases se define de la siguiente forma

T t
c : R2n

(x , p)

K

K

R2n

T t
c (x , p) 4 (T t

1 (x , p), T t
2 (x , p) ) ,

donde T t
c (x , p) es la solución de las ecuaciones de Hamilton en el instan-

te t con condición inicial (x , p). Otra formulación equivalente de la mecá-
nica clásica se basa en la ecuación de Hamilton-Jacobi

.
/
´

2¯t St (x , q) 4H(x , D1 St (x , q) )

S0 (x , q) 4xq .

Es sobradamente conocido que a partir de las soluciones de esta
ecuación es posible obtener el operador T t

c .

2.1. Algunos resultados fundamentales.

Enunciemos, sin demostración, los siguientes lemas. (Su demostra-
ción puede encontrarse en [3], [4], [7], [15], [17])

LEMA 2.1.

NT t
c (x , p)NG (x 2 1p 2 1k 2 )

1

2 e
5

2
NtN

,

donde k es una constante, independiente de x , p y t .
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COROLARIO 2.2. Para NtNGe , existen dos constantes positivas c1 y
c2 tales que

c1 (11NxN2 1NqN2 ) G11NT1
t (x , q)N2 1NqN2 Gc2 (11NxN2 1NqN2 ) .

LEMA 2.3. Sean u�Nn y v�Nn con NuNF1 ó NvNF1, entonces

N¯ 1
u ¯ v

2 T t
c (x , p)NGce

NtN

2 ,

donde c es una constante, independiente de x , p y t .

LEMA 2.4. Siempre existe eD0 de manera que para NtNGe y (p�
�Rn la aplicación

T t
p , 1 : Rn KRn ; xKT t

1 (x , p),

es un difeomorfismo C Q global.

LEMA 2.5. Denotemos por T 2t
q , 1 , al inverso del difeomorfismo T t

q , 1

(lema 2.4); entonces, para NtNGe , la solucion de la ecuación de Hamil-
ton-Jacobi es St (x , q) 4S(T 2t

q , 1 (x), q , t), donde

S(y , q , t) 4�
0

t

[T t
2 (y , q) D2 H i T t

c (y , q)2H i T t
c (y , q) ] dt1yq .

Además St (x , q) verifica:
D1 St (x , q) 4T t

2 (T 2t
q , 1 (x), q).

D2 St (x , q) 4T 2t
q , 1 (x).

LEMA 2.6. Para NtNGe , si NrN1NsNF2, existe una constante c de
manera que

N¯ 1
r ¯ 2

s St (x , q)NGc .

En particular, NHij St (x , q)NGc ; i , j41, 2 .

LEMA 2.7. Para NtNGe existe una constante KD0 de manera que

ND1 St (x , q)2D1 St (x , q)NFKNq2qN .
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LEMA 2.8. Para NtNGe ,

NH12 St (x , q)NDdD0 y st (x , q) DdD0 .

Usando el lema 2.5 y el corolario 2.2 se obtiene

LEMA 2.9. Para NtNGe y para todo NaNF2, dado m�N , existe
una constante Cm , a tal que

N¯ 1
a D2 St (x , q)NGCm , a

(11NqN2 )m11

(11NxN2 1NqN2 )m
.

En particular, para NaNF1, se cumple

N¯ 1
a st (x , q)NGCm , a

(11NqN2 )m11

(11NxN2 1NqN2 )m
GCm , a

(11NqN2 )m11

(11NxN2 )m
.

2.2. Dinámica sobre CA.

Extendamos T t
c sobre C 0

0 (R2n ) por transporte, i.e., definamos

T t
c : C 0

0 (R2n ) K C 0
0 (R2n ); fKT t

c f4 f i T 2t
c .

Por dualidad podemos extender T t
c sobre M1 (R2n ), de la siguiente

forma

T t
c : M1 (R2n ) K M1 (R2n ); fKT t

c f ,

donde (f� C 0
0 (R2n ), T t

c f verifica, T t
c f( f ) 4f(T 2t

c f ).

LEMA 2.10. Si f n Kf en M1 (R2n ) entonces T t
c f n KT t

c f en
M1 (R2n ).

DEMOSTRACIÓN. Calculemos (f� C 0
0 (R2n ):

lim
nKQ

(T t
c f n ( f )2T t

c f( f ) ) 4 lim
nKQ

(f n ( f i T t
c )2f( f i T t

c ) ) 40 ,

ya que f n Kf en M1 (R2n ) r

Finalmente podemos extender T t
c sobre CA.

T t
c : CA K CA; [f] KT t

c [f] 4 [T t
c f] ,

donde,

T t
c f : (0 , ˇ0 ] K M1 (R2n ); ˇKT t

c f ˇ .



Jaume Haro32

OBSERVACIÓN. T t
c está bien definido, efectivamente, si fAc f, enton-

ces (f� C 0
0 (R2n ), T t

c f ˇ ( f )2T t
c fˇ ( f ) 4f ˇ ( f i T t

c )2fˇ ( f i T t
c ) K0 cuan-

do ˇK0, es decir, T t
c fAc T t

c f.
Definamos ahora los estados clásicos desde un punto de vista mate-

mático. En mecánica clásica el conjunto de los estados clásicos es
M1

1 (R2n ). Por consiguiente, si se quiere tratar el problema del límite cla-
sico desde un punto de vista matemático es necesario introducir la si-
guiente definición

DEFINICIÓN. El conjunto de los estados clásicos, que denotaremos
por EC , es el conjunto de los elementos [f] � CA que tienen al menos un
representante f que verifica f ˇ� M1

1 (R2n ) (ˇ� (0 , ˇ0 ].

3. Dinámica cuántica.

Para ˇ� (0 , ˇ0 ], la ecuación de Schrödinger es

iˇ¯t c4H(x , 2iˇ˜) c .

Denotemos por T t
ˇ c ˇ a la solución con condición inicial c ˇ . Defina-

mos ahora

T t
q : QA K QA; [c] KT t

q [c] 4 [T t
q c] ,

donde,

T t
q c : (0 , ˇ0 ] K S(Rn , C); ˇKT t

ˇ c ˇ .

OBSERVACIÓN. T t
q está bien definido. Efectivamente, si c ˇ� S(Rn , C)

entonces T t
ˇ c ˇ� S(Rn , C) (véase [2]). Veamos ahora que si Vc ˇ2

2cˇ VHm (Rn ) K0 entonces se cumple VT t
ˇ c ˇ2T t

ˇ cˇ VHm (Rn ) K0.
Lo veremos para el hamiltoniano

H(x , p) 4
NpN2

2
1V(x) ,

es decir cuando el potencial vector A es identicamente cero. Para el caso
general la demostración, aunque un poco más complicada, es análoga.
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Sea f(t) 4T t
ˇ c ˇ2T t

ˇ cˇ entonces f(t) cumple la ecuación de Schrö-
dinger

iˇ¯t f(t) 42
ˇ2

2
Df(t)1Vf(t) .

Derivando respecto a las variables espaciales se obtiene

iˇ¯t ˜f(t) 42
ˇ2

2
D˜f(t)1V˜f(t)1˜Vf(t) .

Multipliquemos esta ecuación por ˜f*(t) y restemosle su ecuación
compleja conjugada, para obtener

iˇ¯t N˜f(t)N2 42
ˇ2

2
(D(˜f(t) ) ˜f*(t)2D(˜f*(t) ) ˜f(t) )1

1˜V(f(t) ˜f*(t)2f*(t) ˜f(t) ) .

Integrando respecto a la variable espacial se obtinene

iˇ¯t V˜f(t)V2
2 4 a˜V , (f(t) ˜f*(t)2f*(t) ˜f(t) )b2 ,

donde a f , gb2 4 s
Rn

f *(x) g(x) dx es el producto escalar en L 2 (Rn , C).

Aplicando la desigualdad de Schwarz obtenemos

¯t V˜f(t)V2
2 G

2

ˇ
V˜VV2 Vf(t)V2 V˜f(t)V2 .

Es decir

¯t V˜f(t)V2 G
1

ˇ
V˜VV2 Vf(t)V2 .

Por tanto

V˜f(t)V2 GV˜f(0)V2 1
1

ˇ
V˜VV2�

0

t

Vf(t)V2 dt .

Con lo cual se obtiene

V˜f(t)V2
2 G2V˜f(0)V2

2 1
2

ˇ2
V˜VV2

2u �
0

t

Vf(t)V2 dtv2

.
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Ahora bien, integrando por partes se ve que

V˜f(t)V2
2 42af(t), Df(t)b2 ,

por consiguiente, se obtiene

2af(t), ˇ2 Df(t)b2 G22af(0), ˇ2 Df(0)b2 12V˜VV2
2u �

0

t

Vf(t)V2 dtv2

.

Usemos ahora la propiedad fundamental de la ecuación de Schrödin-
ger VT t

ˇ cV24VcV2 , en nuestro caso Vf(t)V24Vf(0)V2 , entonces se obtiene

V f(t)V2
2 2 af(t), ˇ2 Df(t)b2 G

GVf(0)V2
2 22af(0), ˇ2 Df(0)b2 12 t 2

V˜VV2
2
Vf(0)V2

2 G

G2(Vf(0)V2
2 2 af(0), ˇ2 Df(0)b2 )12 t 2

V˜VV2
2
Vf(0)V2

2 .

Ahora bien,

Vf(t)V2
2 2 af(t), ˇ2 Df(t)b2 4Vf(t)V

2
H1 (Rn ) .

Por tanto hemos obtenido

VT t
ˇ c ˇ2T t

ˇ cˇ V

2
H1 (Rn ) G2Vc ˇ2cˇ V

2
H1 (Rn ) 12 t 2

V˜VV2
2
Vc ˇ2cˇ V2

2 K0 .

Procediendo del mismo modo se ve que

VT t
ˇ c ˇ2T t

ˇ cˇ V

2
Hm (Rn ) K0, (m�N .

Con lo cual, hemos visto que si cAq c entonces se cumple
T t

q cAq T t
q c.

Introduzcamos ahora, desde un punto de vista matemático, los esta-
dos cuánticos. En mecánica cuántica el conjunto de los estados cuánticos
es L1

2 (Rn , C), de la misma forma que hemos hecho para los estados clási-
cos, demos la siguiente definición

DEFINICIÓN. El conjunto de los estados cuánticos, que denotaremos
por EQ es el conjunto de los elementos [c] � QA que tienen al menos un
representante c que verifica c ˇ� L1

2 (Rn , C) (ˇ� (0 , ˇ0 ] y que al menos
tienen un representante c tal que (ˇ� (0 , ˇ0 ] se cumple Vcˇ VHm (Rn ) G

GCm , donde Cm es una constante independiente de ˇ .
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OBSERVACIÓN. Segun esta definición, si [c] �EQ , cualquier repre-
sentante c de [c] cumplirá

lim
ˇK0

Vc ˇ V2 41; Vc ˇ VHm (Rn ) GKm ,

donde Km es una constante independiente de ˇ .

4. Correspondencia entre la mecánica cuántica y la clásica.

En esta sección vamos a definir diferentes aplicaciones entre los con-
juntos EQ y EC , con las cuales podremos comparar la dinámica cuántica
definida en EQ y la clásica definida en EC .

4.1. La aplicación J.

DEFINICIÓN. Un paquete de ondas de espectro (x0 , p0 ) es un ele-
mento [c] �EQ tal que cˇ� L1

2 (Rn ; C)O S(Rn ; C) y,

lim
ˇK0

V(x2x0 )a cˇ V2 40; (aD0 .

lim
ˇK0

V(p2p0 )a c×ˇ V2 40; (aD0 .

Una onda elemental de espectro (x0 , p0 ) es un elemento [c] �EQ de
manera que existe un paquete de ondas [c] de espectro (x0 , p0 ), que veri-
fica cAq c .

EJEMPLO.

c : (0 , ˇ0 ] K L1
2 (Rn ; C); ˇK

1

(pˇ)
n

4

e
2

(x2x0)2

2ˇ e
i

ˇ
p0 x

.

LEMA 4.1. Si [c] es una onda elemental de espectro (x0 , p0 ), entonces:

lim
ˇK0

Nc ˇN
2 4d x0

y lim
ˇK0

Nc×ˇN
2 4d p0

,

en M1 (Rn ).
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DEMOSTRACIÓN. Sea [c] un paquete de ondas tal que [c] 4 [c]. En-
tonces hay que demostrar que

lim
ˇK0

NcˇN
2 4d x0

y lim
ˇK0

Nc×ˇN
2 4d p0

,

en M1 (Rn ).
Primero calculemos (f� D(Rn )

lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)(f(x)2f(x0 ) ) dx4

4 lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)(x2x0 ) y �

0

1

Df(x2 (x2x0 ) t) dtz dxG

GK lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)Nx2x0Ndx40 .

Como D(Rn ) es denso en C0
0 (Rn ). Para toda f� C0

0 (Rn ) existe f k �
D(Rn ) de manera que lim

kKQ
Vf k 2 f VQ40.

Calculemos

lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)( f (x)2f (x0 ) ) dx4 lim

kKQ
lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)(f k (x)2f k (x0 ) ) dx1

1 lim
kKQ

lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)( f (x)2f k (x) ) dx1

1 lim
kKQ

lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)(f k (x0 )2 f (x0 ) ) dx4 (1)1 (2)1 (3).

Ya hemos visto que (1) 40. Observemos que

(2) 4 lim
kKQ

lim
ˇK0

�NcˇN
2 (x)( f (x)2f k (x) ) dxG lim

kKQ
Vf k 2 f VQ40 .

Analogamente

(3) G lim
kKQ

Vf k 2 f VQ40 .

La demostración de la otra parte del lema es totalmente análo-
ga. r

Definamos ahora Jc ,

Jc : EQKEC ; [c] KJc [c] 4 [Jc c] ,
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donde,

Jc c : (0 , ˇ0 ]

ˇ

K

K

M1 (R2n )

Jc c(ˇ)4Jcˇ
c ˇ4

1

(2pˇ)n N �
Rn

c ˇ (y) cˇ (x2y) e
2

i

ˇ
py

dyN
2

,

con [c] onda elemental de espectro (0 , 0 ).

LEMA 4.2. (ˇ� (0, ˇ0 ] se verifica s
R2n

Jcˇ
c ˇ4Vc ˇ V2

2 y N s
R 2n

Jcˇ
c ˇ fNG

V f VQ Vc ˇ V2
2 .

La demostración de este lema se puede encontrar en [10] página
145.

OBSERVACIÓN. Si Vc ˇ V2 41, entonces Jcˇ
c ˇ es una densidad de pro-

babilidad definida en el espacio de fases.

LEMA 4.3. La aplicación Jc está bien definida, i.e., si cAq c en-
tonces Jc cAc Jc c.

DEMOSTRACIÓN. Hay que probar que, lim
ˇK0

(Jcˇ
c ˇ2Jcˇ

cˇ ) 40, i.e.,

que (f� C0
0 (R2n ) se obtiene

lim
ˇK0

1

(2pˇ)n
�

R2n

f (x , p) {N �
Rn

c ˇ (y) cˇ (x2y) e
2

i

ˇ
py

dyN
2

2

N �
Rn

cˇ (y) cˇ (x2y) e
2

i

ˇ
py

dyN
2

( dx dp40 .

Pero este límite es igual a

lim
ˇK0

�
R2n

f (x , p)[N(c ˇ cˇ , x )×N2 (p)2N(cˇ cˇ , x )×N2 (p) ] dx dp ,

donde hemos definido cˇ , x (y) 4cˇ (x2y).
Si ahora aplicamos la desigualdad de Schwarz, se ve que este límite es
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menor o igual que

lim
ˇK0

u �
R2n

N((c ˇ2cˇ) cˇ, x)×N2dx dpv
1

2 u �
R2n

N((c ˇ1cˇ) cˇ, x)×N2NfN2(x, p) dx dpv
1

2

.

Usando la norma del supremo se ve que este límite es menor o igual
que

lim
ˇK0

V f VQu �
R2n

N( (c ˇ2cˇ ) cˇ , x )×N2 dx dph
1

2 u �
R2n

N( (c ˇ1cˇ ) cˇ , x )×N2 dx dpv
1

2

.

Ahora si se usan las propiedades de la transformada de Fourier se ve
que el límite que estamos calculando es igual a

lim
ˇK0

V f VQu �
R2n

N(c ˇ2cˇ ) cˇ , xN2 dx dyv
1

2 u �
R2n

N(c ˇ1cˇ ) cˇ , x N2 dx dyv
1

2

,

e integrando respecto la variable y y después aplicando la desigualdad
de Schwarz se obtiene que el límite en cuestión es menor o igual que

2 lim
ˇK0

V f VQ Vc ˇ2cˇ V2 40 . r

LEMA 4.4. Sean [c] y [c] dos ondas elementales de espectro (0 , 0 ),
entonces se verifica Jc cAc Jc c .

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que probar que lim
ˇK0

(Jcˇ
c ˇ2Jcˇ

c ˇ ) 40.

Antetodo veremos el siguiente resultado:
«Sea [j] un paquete de ondas y [c] una onda elemental, tal que [j] 4

4 [c], entonces lim
ˇK0

(Jj ˇ
c ˇ2Jcˇ

c ˇ ) 40».

Efectivamente (f� C0
0 (R2n ) (según lo visto en el lema 4.3) se

cumple

lim
ˇK0

�
R2n

f (x , p)[N(c ˇ cˇ , x )×N2 (p)2N(c ˇ j ˇ , x )×N2 (p) ] dx dpG

G2 lim
ˇK0

V f VQ Vcˇ2j ˇ V2 40 .

Una vez visto este resultado podemos suponer que [c] y [c] son paque-
tes de onda. Usemos el resultado siguiente (véase [10], Teorema 9, pági-
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na 154): «(W� D(R2n ) y ([c] paquete de ondas de espectro (0 , 0 ) se
verifica

lim
ˇK0

uJcˇ
c ˇ (W)2

1

(2pˇ)
n

2

�
R2n

c×ˇ (p) c *̌ (x) W(x , p) e
i

ˇ
px dx dpv40» .

De donde se deduce que (W� D(R2n ) se tiene

lim
ˇK0

(Jcˇ
c ˇ (W)2Jcˇ

c ˇ (W) ) 40 ,

ya que este límite unicamente depende del espectro del paquete de
ondas.

Ahora, como D(R2n ) es denso en C0
0 (R2n ), para toda f� C0

0 (R2n ) existe
W k � D(R2n ) de manera que lim

kKQ
VW k 2 f VQ40, por lo tanto

lim
ˇK0

(Jcˇ
c ˇ ( f )2Jcˇ

c ˇ ( f ) ) 4 lim
kKQ

lim
ˇK0

(Jcˇ
c ˇ (W k )2Jcˇ

c ˇ (W k ) )1

1 lim
kKQ

lim
ˇK0

(Jcˇ
c ˇ ( f2W k )2Jcˇ

c ˇ ( f2W k ) ) 4 (1)1 (2) .

Ahora bien, sabemos que (1)40, y además (2)G lim
kKQ

2VW k2f VQ40. r

Por lo tanto debido al lema 4.4, ([c] onda elemental de espectro
(0 , 0 ), podemos definir, J4Jc , y denotar Jcˇ

c ˇ4Jˇ c ˇ .

4.2. Diferentes comparaciones.

Consideremos el espacio C 0 ( (0 , ˇ0 ]; D8 (R2n , C) ), y definamos sobre
él la siguiente relación de equivalencia

fA f si y solo si lim
ˇK0

(f ˇ2fˇ ) 40 ,

para la topología de las distribuciones, i.e., (W� D(R2n ); lim
ˇK0

(f ˇ (W)2

2fˇ (W) ) 40. Ahora podemos definir los espacios

C 4
C 0 ( (0 , ˇ0 ]; D8 (R2n , C) )

A
,

y podemos definir las aplicaciones

1.

J 1 : EQK C; [c] KJ 1 [c] 4 [J 1 c]
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donde,

J 1 c : (0 , ˇ0 ]

ˇ

K

K

D8 (R2n , C)

J 1
ˇ c ˇ4

1

(2pˇ)n N �
Rn

c ˇ (y) cˇ (x2y) e
2

i

ˇ
py

dyN
2

.

OBSERVACIÓN. Si denotamos por i a la inclusión

i : M1 (R2n ) K D8 (R2n , C) ,

entonces J 1
ˇ c ˇ4 i i Jˇ c ˇ , (c�Q et ˇ� (0 , ˇ0 ].

2.

J 2 : EQK C; [c] KJ 2 [c] 4 [J 2 c]

donde,

J 2 c : (0 , ˇ0 ]

ˇ

K

K

D8 (R2n , C)

J 2
ˇ c ˇ4

1

(2pˇ)
n

2

c *̌ (x) c× ˇ (p) e
i

ˇ
px

.

3.

J 3 : EQK C; [c] KJ 3 [c] 4 [J 3 c]

donde,

J 3 c : (0 , ˇ0 ]

ˇ

K

K

D8 (R2n , C)

J 3
ˇ c ˇ4

1

(2pˇ)n
�

Rn

c *̌gx2
y

2
h c ˇgx1

y

2
h e

2
i

ˇ
py

dy .

OBSERVACIÓN. En un lenguaje más físico, a la aplicacion J 3
ˇ c ˇ se le

llama «medida de Wigner».
A partir de estas definiciones se obtienen los siguientes lemas

LEMA 4.5. Las aplicaciones J 1 , J 2 y J 3 estan bien definidas.

La demostración es totalmente analoga a la del lema 4.3.
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LEMA 4.6. Si T.F. designa la 1-transformada de Fourier, (i.e., la
transformada de Fourier para ˇ41), entonces (c ˇ� S(Rn , C) se
verifica

T.F.(J 2
ˇ c ˇ )(P , X) 4

1

(2p)2n
�

Rn

c ˇ (x2ˇX) c *̌ (x) e 2iPx dx .

DEMOSTRACIÓN. Por definición de transformada de una distribución
se tiene que T.F.(J 2 c ˇ )(f) 4J 2 c ˇ (T.F.(f) ). Entonces escribiendo

T.F.(f)(x , p) 4
1

(2p)n
�

Rn

f(P , X) e 2i(Px1Xp) dX dP ,

se obtendrá

J 2 c ˇ (T.F.(f) ) 4

4
1

(2p)n

1

(2pˇ)
n

2

�
R4n

e
i

ˇ
px

c× ˇ (p) c *̌ (x) f(P , X) e 2i(Px1Xp) dX dP dx dp ,

es decir,

1

(2p)n

1

(2pˇ)n
�

R5n

e
i

ˇ
p(x2x)

c ˇ (x) c *̌ (x) f(P , X) e 2i(Px1Xp) dx dXdPdxdp ,

y haciendo el cambio de variable x2x 4ˇy , obtendremos,

1

(2p)2n
�

R5n

e ip(y2X) c ˇ (x2ˇy) c *̌ (x) f(P , X) e 2iPx dy dX dP dx dp ,

con lo cual, si integramos respecto a las variables y y p , llegaremos a ver
que

T.F.(J 2c ˇ)(f)4
1

(2p)n
�

R3n

c ˇ (x2ˇX) c *̌ (x) f(P, X) e 2iPxdX dP dx. r

LEMA 4.7. ([c] �EQ se verifica

J 1 [c] 4J 2 [c] 4J 3 [c] .
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DEMOSTRACIÓN. La demostración de J 1 [c] 4J 2 [c] se puede encon-
trar en [10]. Por consiguiente nos fata probar que J 2 [c] 4J 3 [c]. Calcu-
lemos pues

lim
ˇK0

(J 3
ˇ c ˇ (W)2J 2

ˇ c ˇ (W) ) 4

4lim
ˇK0 u 1

(2pˇ)n
�

R3n

c ˇ gx1
y

2
hc *̌ gx2

y

2
h e

2
i

ˇ
py

W(x, p) dx dp dy2J 2
ˇ c ˇ (W)v .

Usando la definición de la transformada de Fourier se ve que

1

(2pˇ)n
�

R3n

c ˇgx1
y

2
h c *̌gx2

y

2
h e

2
i

ˇ
py

W(x , p) dx dp dy4

4
1

(2pˇ)2n
�

R5n

c×ˇ (q) c×*̌ (w) e
i

ˇ
x(q2w)

e
2

i

2ˇ
y(q1w22p)

W(x , p) dxdpdydwdq .

Haciendo el cambio de variable w4q2ˇu , e integrando respecto a p y
u , se obtiene

1

(2pˇ)n
�

R3n

c ˇgx1
y

2
h c *̌gx2

y

2
h e

2
i

ˇ
py

W(x , p) dx dp dy4

4
1

(2p)n
�

R3n

c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) e iux W gx , q2ˇ
u

2
h dx dq du .

Con lo cual, el límite que estabamos calculando es igual a

lim
ˇK0 u 1

(2p)n
�

R3n

c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) e iux W(x , q) dx dq du2J 2
ˇ c ˇ (W)v ,

i usando la definición de transformada de Fourier, se obtiene

lim
ˇK0 u 1

(2p)n

1

(2pˇ)
n

2

�
R4n

c×ˇ (q) c *̌ (z) e i(x2z)ue
i

ˇ
qz

W(x,q) dx dz dq du2J 2
ˇ c ˇ (W)v .
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Integrando respecto a u y z , se llega al siguiente resultado

lim
ˇK0 u 1

(2pˇ)
n

2

�
R2n

c×ˇ (q) c *̌ (x) e
i

ˇ
qx

W(x , q) dx dq2J 2
ˇ c ˇ (W)v40 . r

LEMA 4.8. Sean f y f �C , con Nf ˇ ( f )NGk1 V f VQ y Nfˇ ( f )NG

Gk2 V f VQ (f� C 0
0 (R2n ) y (ˇ� (0 , ˇ0 ], entonces, fAc f si y solamente si

fA f.

DEMOSTRACIÓN. Claramente se ve que si fAc f entonces fA f. Su-
pongamos pues que fA f, como D es denso en C0

0 , si tomamos f� C0
0 , exi-

ste W j de forma que lim
jKQ

V f2W j VQ40. Por consiguiente

lim
ˇKQ

Nfˇ ( f )2fˇ ( f )NG lim
jKQ

lim
ˇKQ

Nfˇ (W j )2fˇ (W j )N1

1 lim
jKQ

lim
ˇKQ

Nfˇ ( f2W j )2fˇ ( f2W j )NE lim
jKQ

(k1 1k2 )V f2W j VQ40 . r

5. Operadores Fourier integrales.

Para NtNGe , se puede definir (véase [8], [12], [13], [17]):

at : EQKEQ ; [c] K at [c] 4 [at c] ,

con

at c : (0 , ˇ0 ]

ˇ

K

K

L 2 (Rn , C)

1

(2pˇ)
n

2

�
Rn

kst (x , q) e
i

ˇ
St (x , q)

c×ˇ (q) dq ,

donde T 2t
1, q es el inverso del difeomorfismo

T t
1, q : Rn KRn ; xKT t

1 (x , q) .

St (x , q) es la solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi con condición
inicial xq . st (x , q) es el determinante de la matriz H12 (x , q).

OBSERVACIÓN. Para NtNGe , at está bien definido.

LEMA 5.1. Sea [c] �EQ entonces para NtNGe , se verifica at [c] 4

4T t
q [c].
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DEMOSTRACIÓN. Para probar el lema tendemos que usar el siguiente
teorema (véase [10], [15])

TEOREMA 5.2. Si f ˇ (t) verifica la ecuación

iˇ¯t c4H(x , 2iˇ˜) c1F(x , t ; ˇ) ,

y se cumple

lim
ˇK0

1

ˇ
VF(t ; ˇ)V2 40 ,

uniformemente en t , para todo t� [2e , e], entonces se satisface

lim
ˇK0

VTˇ
t c ˇ (0)2f ˇ (t)V2 G lim

ˇK0
Vc ˇ (0)2f ˇ (0)V2 ,

para todo t� [2e , e].

Observemos que at c ˇ cumple la ecuacion

iˇ¯t c4H(x , 2iˇ˜) c1F(x , t ; ˇ) ,

con

F(x , t ; ˇ) 42
ˇ2

2

1

(2pˇ)
n

2

�
Rn

e
i

ˇ
St (x , q)

D x kst (x , q) c×ˇ (q) dq .

Como c ˇ4 a0 c ˇ , para comprobar que at c� [T t
q c], bastará con pro-

bar que

1

ˇ
VF(t ; ˇ)V2 GCˇ

1

2n14 ,

donde C es una constante independiente de ˇ y de t .
Acotemos pues

1

ˇ2
VF(t ; ˇ)V

2
2 4

4
ˇ2

4(2pˇ)n
�

R3n

e
i

ˇ
(St (x , q)2St (x , q) )

gt (q , x) gt (q, x) c×ˇ (q) c×*̌ (q) dq dq dx ,

donde gt (q , x) 4D x kst (x , q) . Hagamos el cambio de variable q 4q2
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2ˇu y usemos el Apéndice para obtener

1

ˇ2
VF(t ; ˇ)V

2
2 G

GN 1

ˇ2
VF(t; ˇ)V2

22
ˇ2

4(2p)n
�

R3n

e iD2St(x,q)ug 2(q, x) c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) dqdxduN1

1N ˇ2

4(2p)n
�

R3n

e iD2 St (x , q)u g 2 (q , x) c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) dq dx duN

GKˇ
1

n12 1N ˇ2

4(2p)n
�

R3n

e iD2 St (x , q) u g 2 (q , x) c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) dq dx duN.

Estudiemos

(1) 4 N �
R3n

e iD2 St (x , q) u g 2 (q , x) c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) dq dx duN.

Si hacemos el cambio de variable x4T t (y , q) (El lema 2.4 nos dice
que es un difeomorfismo), y usamos el lema 2 obtenemos

(1)4N �
R3n

e iyug 2 (q,T t
1 (y, q))(st (T t

1 (y, q), q))21c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) dq dy duN.

Usando la desigualdad de Schwarz con respecto a la variable p se
obtiene

(1)G�
Rn

{ �
Rn

N �
Rn

e iyug 2 (q, T t
1 (y, q))(st (T

t
1 (y, q), q))21dyN

2

Nc×ˇ (q)N2dq}
1

2

duf

f �
Rn

s ˇ (u) duG �
B

n
1 (0)

s ˇ (u) du1 �
Rn 0 B

n
1 (0)

s ˇ (u) duf(1.1)1 (1.2)
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Observemos que

(1.1) Gk { �
Rn

(g 2 (q , T t
1 (y , q) )(st (T t

1 (y , q), q) )21 dy)2
Nc×ˇ (q)N2 dq}

1

2

,

donde k es una constante.
Ahora bien usasando el lema 2.9, deducimos que

g 2 (q , T t
1 (y , q) ) GCm

(11NqN2 )m11

(11NT t
1 (y , q)N2 1NqN2 )m

,

y usando el corolario 2.2, se deduce que

g 2 (q , T t
1 (y , q) ) GCm

(11NqN2 )m11

(11NyN2 1NqN2 )m
GCm

(11NqN2 )m11

(11NyN2 )m
.

Por consiguiente, tomando m4n , se obtinene

(1.1) Gk1 V fˇ V

2
H2n12 (Rn ) 4k2 .

Para acotar (1.2), hay que usar n11 veces la identidad e iyu 4
2iue iyu

NuN2
,

y proceder como en el caso anterior para obtener

(1.2) Gk3 �
Rn 0 B

n
1 (0)

1

NuNn11
duGk4 .

Por tanto

1

ˇ2
VF(t ; ˇ)V

2
2 GKˇ

1

n12 1Kˇ2 G (K1K) ˇ
1

n12
fC 2 ˇ

1

n12 . r

COROLARIO 5.3. Si [c] �EQ entoces (t� [0 , e] se verifica

at T t0
q [c] 4 at2e T t01e

q [c] .

DEMOSTRACIÓN. Usemos el lema 5.1 para deducir que

at2eT t01e
q [c]4at2e [T t01e

q c]4(lema 5.1)4T t2e
q [T t01e

q c]4T t1t0
q [c] . r
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Como consecuencia del corolario 5.3, podemos definir (t la apli-
cación

a t : EQKEQ ; [c] Ka t [c] 4 [a t c] ,

donde, para t� [t0 2e , t0 1e] se define a t c4 at2 t0
T t0

q c .

OBSERVACIÓN. a t está bien definido

LEMA 5.4. Si [c] �EQ entonces a t [c] 4T t
q [c], (t�R .

DEMOSTRACIÓN. La demostración es una consecuencia del corolario
5.3. En efecto si t� [t0 2e , t0 1e], por definición

a t [c] 4 at2 t0
[T t0

q c] 4 ( corolario 5.3) 4T t2 t0
q [T t0

q c] 4T t
q [c] . r

6. El límite clásico de la ecuacion de Schrödinger.

En esta seccion nos dedicaremos a enunciar y demostrar el resultado
principal del trabajo.

TEOREMA 6.1. Sea

H(x , p) 4
1

2
Np2A(x)N2 1V(x), (A , V) � S(Rn ).

[c] �EQ .

Entonces la aplicacion J definida en la sección 4 es una conjugación
entre la dinámica cuántica y la clásica, i.e., se verifica

JT t
q [c] 4T t

c J[c] .

La interpretación física del teorema es la siguiente:
Dado un estado cuántico T t

ˇ c ˇ� L 2
1 (Rn , C), solución de la ecuación

de Schrödinger con Vc ˇ V2 41, que describe, desde el punto de vista
cuántico, el estado de una partícula en el instante t , siempre podemos de-
finir una medida de masa 1 , que describe, desde el punto de vista de la
mecánica clásica, el estado de una partícula en el instante t .

Esta medida es m t f lim
ˇK0

Jˇ T t
q c ˇ y evoluciona clasicamente, ya que

cumple

m t 4T t
c m 0 (t�R ,
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es decir, m t es la medida de probabilidad clásica sobre el espacio de fases
que define, desde el punto de la mecánica clásica, el estado de la partícu-
la en el instante t .

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.1. De acuerdo com el lema 5.4 sabe-
mos que a t [c] 4T t

q [c], por lo tanto para probar el teorema solamente
necesitamos verificar que Ja t [c] 4T t

c J[c], es decir, Ja t cAc T t
c Jc, y

debido al lema 4.8, esto significa probar que J 1 a t cAT t
c J 1 c, y segun el

lema 4.7, es equivalente a demostrar que J 2 a t cAT t
c J 2 c, precisamente

esta es la relación que vamos a demostrar.
Empezemos por t� [2e , e], y calculemos, (W� D(R2n ),

lim
ˇK0

(J 2
ˇ a t c ˇ (W)2T t

c J 2
ˇ c ˇ (W) ), gracias al resultado del lema 4.6, este lí-

mite es igual a

lim
ˇK0 u 1

(2p)n

1

(2pˇ)n
�

R5n

e
i

ˇ
(St (z2ˇX , q)2St (z , q) )

c×ˇ (q) c×*̌ (q) kst (z2ˇX , q) Q

Q kst (z , q) e 2iPzT.F.(W)(2P , 2X) dq dq dz dP dX2T t
c J 2

ˇ c ˇ (W)v .

Si ahora hacemos el cambio de variable q 4q2ˇu , y usamos [7] página
111, deducimos que

lim
ˇK0 u 1

(2p)2n
�

R5n

e 2i(D1 St (z , q)X2D2 St (z , q)u) c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) Q

Q e 2iPz st (z , q) T.F.(W)(2P , 2X) dq du dz dP dX2T t
c J 2

ˇ c ˇ (W)v .

Integremos con respecto a las variables P y X , para obtener

lim
ˇK0 u 1

(2p)n
�

R3n

e iD2 St (z , q)u c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) st (z , q)Q

Q W(z , D1 St (z , q) ) dq du dz2T t
c J 2

ˇ c ˇ (W)v .
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Ahora si hacemos el cambio x4T 2t
q , 1 (z), y aplicamos el lema 2.5,

obtendremos

lim
ˇK0 u 1

(2p)n
�

R3n

e ixu c×ˇ (q) c×*̌ (q2ˇu) W i T t
c (x , q) dq du dx2T t

c J 2
ˇ c ˇ (W)v ,

y siguiendo los mismos pasos que en el lema 4.7 se ve que este límite es
cero.

Por lo tanto hemos probado que para NtNGe ,

JT t
q [c] 4T t

c J[c] (*) .

Finalmente, para prolongar el resultado tomemos T 6e
q [c] en (*) en lugar

de [c], así para NtNGe , obtendremos

JT t6e
q [c] 4JT t

q T 6e
q [c] 4 ( (*) para NtNGe) 4

4T t
c JT 6e

q [c] 4 ( (*) para t46e) 4T t6e
c J[c] .

Es decir , (t� [22e , 2e] hemos obtenido JT t
q [c] 4T t

c J[c]. Analoga-
mente se demuestra el teorema para t� [23e , 3e], etc... r

6.1. Aplicación a las ondas elementales.

Pora toda onda elemental el Teorema 6.1 nos dice que

JTq
t [c] 4T t

c [d (x0 , p0 ) ] 4 [d T t
c (x0 , p0 ) ] .

Interpretación: Las ondas elementales representan, en el límite,
estados clásicos puntuales en el espacio de fases.

6.2. Aplicación a los estados semi-clásicos.

Sea [c] �EQ de manera que

c : (0 , ˇ0 ] K S(Rn , C); ˇKA(x) e
i

ˇ
S(x)

.

Entonces se safisfacerá J[c] 4 [A 2 (x)d(p2˜S(x) ) ], y si aplicamos
el Teorema 6.1 obtendremos

JTq
t [c] 4T t

c [A 2 (x) d(p2˜S(x) ) ] .

Interpretación: Los estados semi-clásicos representan, en el límite,
densidades de probabilidad definidas sobre variedades lagrangianas del
espacio de fases.
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7. Apéndice.

En este Apéndice vamos a demostrar el siguiente

LEMA 7.1. Sea g� C Q (R2n ) tal que para todo m�N existe una
constante Cm , a tal que

N¯x
a g(x , q)NGCm , a

(11NqN2 )m11

(11NxN2 )m
.

Sea también fˇ� L1
2 (Rn , C)O S(Rn , C), (ˇ� (0 , ˇ0 ] de manera que para

m�N existe una constante Km (independiente de ˇ) tal que V fˇ V

2
Hm (Rn ) G

GKm .
Entonces se verifica

�
R3n

]g(x , p) g(x , p1ˇu) e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

2g 2 (x , p) e 2iD2 St (x , p)u ( Q

Q f×ˇ (p) f×ˇ (p1ˇu) dx dp duGCˇ
1

n12 .

DEMOSTRACIÓN. Escrivamos g(x, p1ˇu)4g(x, p)1ˇg(x, p, u; ˇ)u, en-
tonces veremos que

(1) 4 N �
R3n

]e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

2e 2iD2 St (x , p)u ( Q

Q g 2 (x , p) f×ˇ (p) f×ˇ (p1ˇu) dx dp duN G
C

2
ˇ

1

n12 .

(2 ) 4 Nˇ �
R3n

e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

g(x , p) g(x , p , u ; ˇ) Q

Q uf×ˇ (p) f×ˇ (p1ˇu) dx dp duN G
C

2
ˇ

1

n12 .

Primero estudiemos (1), si se aplica la desigualdad de Schwarz con
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respecto a p , se obtiene que (1) es menor o igual que

�
Rn

{ �
Rn

N �
Rn

g 2 (x , p)(e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

2e 2iD2 St (x , p)u ) dxN
2

N f×ˇ (p)N2 dp}
1

2

duf

f �
Rn

s ˇ (u) du .

Consideros ahora los dos siguientes casos

(1.1) 4 �
B

n
1/ˇa (0)

s ˇ (u) du ; 0 EaE
1

n11
.

(1.2) 4 �
Rn 0 B

n
1/ˇa (0)

s ˇ (u) du ; 0 EaE
1

n11
.

Comenzemos por (1.1), escribamos

St (x , q1ˇu) 4St (x , q)1ˇD2 St (x , q) u1ˇ2 uSt (x , q , u ; ˇ) u .

Donde, St (x , q , u ; ˇ) 4 s
0

1

s
0

1

sH22 St (x , q1rsˇu) dr ds .

Entonces se verifica

St (x , q , u ; ˇ) G

G�
0

1

�
0

1

sNH22 St (x , q1rsˇu)Ndr dsG ( lema 2.6) Gc�
0

1

�
0

1

sdrds4
c

2
.

Para calcular (1.1), acotemos primero

(A) 4 �
Rn

]e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

2e 2iD2 St (x , p)u ( g 2 (x , p) dx4

4 �
Rn

e 2iD2 St (x , p)u ]e 2iˇuSt u 21( W(x , p , p) dx .

Si se usa la identidad

(*) e 2iD2 St (x , p)u 4 i
H12 St (x , p) uD1 e 2iD2 St (x , p)u

NH12 St (x , p)uN2
,
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y se integra por partes se llega a que

(A)42i�
Rn

D1 . y H12 St (x , p)u

NH12 St (x , p)uN2
W(x , p , p)]e 2iˇuSt u21(z e 2iD2 St (x , p)u dx .

Ahora si se utiliza
NH12 St (x , p)NDdD0 (lema 2.8).

NSt (x , q , u ; ˇ)NG
c

2
.

N¯ 1
r ¯ 2

s St (x , p)NGc si NrN1NsNF2 (lema 2.6).
Ne iy 21NGNyN .
Y la hipótesis del lema sobre g con m4n , entonces se obtiene (A) G

GˇKNuN(NpN2 11)n11 , donde K es una constante. Usando ahora la hipóte-
sis del lema sobre f×ˇ obtendremos

(1.1) GˇKV fˇ V

2
H2n12 (Rn ) �

B
n
1/ˇa (0)

NuNdu4 Kˇ12a(n11) .

Estudiemos ahora (1.2). Consideremos por separado las dos siguien-
tes integrales

(B) 4 �
Rn

g 2 (x , p) e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

dx .

(C) 4 �
Rn

g 2 (x , p) e 2iD2 St (x , p)u dx .

Primero estudiemos (B). Usando la identidad

(**) e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

4

42iˇ
D1 St (x , p)2D1 St (x , p1ˇu)

ND1 [St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]N2
D1 e

i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

,

e integrando por partes se obtiene

(B) 4 iˇ�
Rn

D1 . yW(x , p , p)
D1 St (x , p)2D1 St (x , p1ˇu)

ND1 [St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]N2
z Q

Q e
i

ˇ
[St (x , p)2St (x , p1ˇu) ]

dx .

Escribamos, D1 St (x , p)2D1 St (x , p1ˇu) 4ˇG(x , p , u ; ˇ)u , segun
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el lema 2.6 se verificará ND1 G(x , p , u ; ˇ)NGc , donde c es una constan-
te. Teniendo en cuenta el lema 2.7 y la hipótesis sobre g con m4n , se lle-

ga a la siguiente acotación (B) G
k

NuN
(NpN2 11)n11 . Y si utilizamos (**)

n11 veces, hallaremos la acotación (B) G
k

NuNn11
(NpN2 11)n11 .

Acotemos (C). Teniendo en cuenta la hipótesis sobre g con m4n ,
usando (*) n11 veces, e integrando por partes n11 veces, se halla que

(C) G
k

NuNn11
(NpN2 11)n11 . Y por lo tanto se obtendrá

(1.2)G2kV fˇV
2
H2n12(Rn) �

Rn0 B
n
1/ˇa(0)

1

NuNn11
du4KAˇa.

Tomemos ahora C

4
igual al máximo entre K y KA, y tomemos a4

1

n12
,

entonces obtendremos

(1) G
C

2
ˇ

1

n12 .

La demostración de (2) es análoga a la de (1). r
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