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Cohomologie syntomique des F2T-cristaux.

FABIEN TRIHAN (*)

ABSTRACT - We generalize the study of the syntomic cohomology of [17] to the
case of open varieties and with coefficients.

0. Introduction.

Dans cette article, nous nous efforçons de donner un cadre formel à
la théorie de la cohomologie syntomique à coefficients sur l’ouvert UK

(complémentaire d’un diviseur à croisements normaux DK ) d’une variété
XK /K propre et lisse, ayant bonne réduction, où K est une extension finie
de Qp non-ramifiée. Celle-ci est supposée donner un bon analogue p-adi-
que à la cohomologie de Beilinson-Deligne en terme de groupes d’exten-
sions dans la catégorie dérivée des modules filtrés admissibles.

Selon [1], un coefficient syntomique consiste en la donnée d’un OXK
-

module EK muni d’une connexion ˜ à pôles logarithmiques le long de DK

et d’une filtration Griffiths-transversale par rapport à ˜ . Ce module à
connexion induit d’autre part sur le complémentaire du diviseur, un
j † OX

an
K

-module à connexion (au sens de [2]) qui est supposé muni d’une
action de Frobenius F . Par Griffiths-transversalité, la filtration s’étend
au complexe de de Rham DR

.
(EK , ˜), puis à son i-ème groupe de coho-

mologie Di en utilisant la suite spectrale de Hodge-de Rham. Un tel coef-
ficient est dit admissible s’il vérifie les propriétés suivantes: la connexion
du j † OX

an
K

-module est surconvergente et la cohomologie de de Rham de
(EK , ˜) s’identifie à la cohomologie rigide de l’isocristal surconvergent le
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long du diviseur ainsi associé; la suite de Hodge-de Rham dégénère en
E1 et le module filtré Di muni de son action de Frobenius est faiblement
admissible au sens de [16]. On note dans ce cas Vi la représentation cri-
stalline qui lui est associée.

Dans cet article, nous considérons le cas où le module filtré à conne-
xion a un modèle entier sous la forme d’un F2T-cristal au sens de [24].
En particulier, nous supposons que le module à connexion à pôles logari-
thmiques est muni d’un Frobenius non-dégénéré (i.e. d’une p-isogénie).
Lorsque la filtration est de largeur inférieure ou égale à p , cette donnée
est équivalente à celle d’un module Fontaine (E , B , F) (cf [24], 5.3 ou
[13]) et fournie la théorie intégrale idéale pour les coefficients syntomi-
ques admissibles. En l’occurrence, nous montrons dans les deux pre-
miers chapitres les points suivants: partant donc d’un tel F2T-cristal
(E , B , F), la construction de [22] permet d’associer à ce coefficient un F-
isocristal E † surconvergent sur le complémentaire du diviseur dont la
cohomologie s’identifie à la cohomologie (log-) cristalline du cristal après
tensorisation par K . Utilisant d’autre part un résultat de [24], nous obte-
nons la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge-de Rham. Enfin
un résultat de Faltings nous assure de l’admissibilité des groupes de
cohomologie de E † sous certaines hypothèses (théorème 2.5). Cette der-
nière résulte en fait des étroites relations (conditions Frob 0,1,2 de 1.4)
liant le Frobenius, la connexion et la filtration de (E , B , F).

Dans le chapitre 3, on associe à un coefficient syntomique (E , B , F),
son complexe syntomique défini comme le cône décallé de l’action:

12F : B 0 DR
.
(EK , ˜) KDR

.
(EK , ˜).

Nous obtenons en fait une construction intégrale de ce complexe en re-
prenant la construction de Tsuji ([28]) dont la cohomologie s’identifie
après tensorisation par Q à la cohomologie syntomique de [1]. Il est à no-
ter que notre construction, sous l’hypothèse cruciale concernant le Fro-
benius, peut se passer de toute référence à la cohomologie rigide.

Dans le chapitre 4, nous traitons le cas particulier des coefficients tri-
viaux et des images directes supérieures de F2T-cristaux.

Classiquement (cf. [21]) la cohomologie syntomique est liée à la coho-
mologie des cycles evanescents p-adiques, à la cohomologie des pentes et
à celle de Bloch-Kato. Nous tentons de généraliser ces relations dans les
trois derniers chapitres.

Dans le chapitre 5, nous montrons que la cohomologie syntomique et
la cohomologie Hf (K , Vi ) de [7] sont égales si (Di , F) est mixte de poids
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non-nuls. A cette occasion le théorème de comparaison de [22] est essen-
tiel pour donner des exemples (5.6, (i)) où cette hypothèse est vérifiée.
On peut d’autre part associer à un coefficient syntomique un faisceau fini
étale localement constant sans p-torsion sur UK et généraliser la conjec-
ture dites des points p-adiques de [25].

Dans le chapitre 6, nous montrons que la cohomologie syntomique
calculée sur l’extension maximale non-ramifiée de K est égale à la repré-
sentation cristalline Vi sous certaines hypothèses (théorème 6.5).

Enfin dans le dernier chapitre nous construisons la cohomologie des
pentes (nulles) associée à un coefficient syntomique, étudions quelques
unes de ses propriétés et donnons un exemple où il est possible calculer
celle-ci.

Nous observons que la connaissance de la mixité (ou de la pureté) de
(Di , F) a d’importantes conséquences sur les précédentes cohomologies.
En particulier, sous nos hypothèses la cohomologie rigide (sans coeffi-
cient) est munie d’une filtration de Hodge et d’une filtration par les poids
([10]). Une des questions naturelles est de se demander quelle est la
bonne définition des structures de Hodge mixtes p-adiques (qui serait
l’analogue de [11]), i.e. quels axiomes, concernant filtration de Hodge et
filtration par les poids doivent satisfaire de tels objets?

Nous espérons enfin que le cadre formel utilisé dans cet article per-
mette de traiter dans l’avenir le cas semi-stable, où un opérateur de mo-
nodromie devrait alors intervenir.

Je tiens enfin à remercier K. Bannai pour m’avoir initié au sujet et
expliqué ses résultats, K. Kato pour avoir eu la gentillesse de relire le
manuscript final, T. Tsuji pour sa disponibilité à répondre à mes nom-
breuses questions, N. Tsuzuki et T. Saito auquels je dois de fructueuses
conversations ainsi que le referee pour ses judicieuses remarques.

1. Modules filtrés admissibles associés à des F2T-cristaux.

NOTATIONS 1.1. Soient un corps fini k de caractéristique p , W l’an-
neau des vecteurs de Witt et K le corps des fractions muni d’un relève-
ment s du Frobenius de k. On note Wn la réduction modulo p n de W .

Soient X /W un schéma propre et lisse de dimension d , D un diviseur
à croisements normaux de X relativement à W tel que D soit une union
finie de sous-schémas fermés Di de X de codimension 1, à fibres géomé-
triquement connexes et U »4X0D . On note respectivement Xn , Dn et Un

la réduction modulo p n des schémas X, D et U. On note également X , D
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et U leur fibre spéciale, XK , DK et UK leur fibre générique et X× le com-
plété p-adique de X.

Soient X J (resp. X J

n , X J

K , X×J), le log-schéma de schéma sous-jaçent X

(resp. Xn , XK , X× ) et dont la log-structure est celle induite par D (resp.
Dn , DK , D×). Celui-ci est donc propre, log-lisse et intègre sur Spec W (re-
sp. Spec Wn , Spec K , Spf W). Notons F le frobenius de X J . On suppose
que celui-ci se relève à tout X J

n . Ces log-schémas sont de type Cartier
([18]). On a donc un diagramme cartésien:

X (p)J

n K
p X J

n
X J

n

I I
Spec Wn K

s
Spec Wn

et une flèche FX J

n
: X J

n KX (p)J

n , le frobenius relatif de X J

n , telle que
p X J

n
FX J

n
4Fn .

Le Frobenius Fn induit une flèche:

dFn : V 1
X J

n /Wn
KV 1

X J

n /Wn
.

Comme X J

n /Wn est lisse le module différentiel à pôles logarithmique
V q

X J

n /Wn
est un OXn

-module localement libre ([19], 3.10). Comme d’autre
part Xn /Wn est plat et qu’on a la relation:

dFn V 1
X J

n /Wn
%pV 1

X J

n /Wn
,

on en déduit l’existence d’une flèche:

dFn /p : V 1
X J

n /Wn
KV 1

X J

n /Wn
.

Nous rappelons à présent quelques définitions de [24].

DÉFINITION 1.2 ([24], 2.1.1; 2.1.2; 3.2.1; 5.2.3). Soit T un schéma lo-
calement annulé par une puissance de p et soit (E , A), un faisceau filtré
de OT-modules cohérents.

(i) Soit g : T 8KT un morphisme, on dit que (E , A) est normalement
transversal à g si les flèches g * A k EKg * E sont injectives.

(ii) Soit J une filtration quasi-cohérente et multiplicative de OT .
Alors (E , A) est G-transversal par rapport à J si on a pour tout k:

JEOA k E4J 1 A k21 E1J 2 A k22 E1R

(iii) Un T-cristal sur X J

n /W consiste en la donnée d’un cristal
E , muni d’une filtration B satisfaisant les conditions suivantes pour
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tout p.d-épaississement (U , T) de X J

n /W et d’idéal de définition JT :

(1) (ET , BT ) est G-transversal par rapport à JT .

(2) La filtration induite par BT sur EU est la filtration BU .

(3) Pour tout iGn , notons i : X J

i KX J

n l’immersion fermée définie
en quotientant par p i . Alors (En »4EX J

n
, Bn »4BX J

n
) est normalement

transversal à i . S’il existe un entier w et, pour tout p.d-épaississement
(U , T), un intervalle [m , n], avec n2m4w tel que BT

n11 %JT ET et
BT

m ET 4ET , on dit que que le T-cristal est de largeur inférieure ou égale
à w .

(iv) Un Fg-span est un couple (E 8 , Mg ) formé d’un cristal sur
X (p)J /W sans p-torsion (i.e. que la multiplication par p dans E 8 est injec-
tive) et d’une filtration Mg de FX J* E 8 par des sous-cristaux qui est G-
transversale par rapport au p.d.-idéal (p , g). On note (En , Mg , n ) le
système compatible obtenu en considérant les réalisations de (E , Mg ) en
les p.-d.épaississements (X J %KX J

n ).
Nous pouvons à présent définir la notion de F2T-cristaux

([24],5.3.1):

DÉFINITION 1.3. Un F2T-cristal sur X×J/W consiste en la donnée
d’un triplet (E , F , B) défini comme suit:

(1.3.1) (E , F) est un cristal sur X J /W de type fini, sans p-torsion et
muni d’une p-isogénie F : F * EKE . D’après [24], 5.1.2, on peut associer
à cette p-isogénie le Fg-span (E 84p X J* E , Mg

i »4F21 (p i E) ).

(1.3.2) La réalisation du cristal en X×J induit un module à connexion
(EX× , ˜). On munit alors le OX×-module EX× d’une filtration B , Griffiths-
transversale par rapport à ˜ (i.e. ˜B r %B r21 7V 1

X×J/W ) et telle que
GrB EX× soit sans p-torsion. On note (En , ˜n , Bn ) le système compatible
de T-cristaux sur X J

n /W induit par (EX× , ˜ , B).

(1.3.3) On impose de plus les conditions ci-dessous sur (En , Bn ):
(i) Le couple (En , Bn ) est normalement transversal par rapport à

p X J

n
. En conséquence celui-ci induit par image inverse un T-cristal noté

(E 8n , B 8n ) 4p X J

n
* (En , Bn ) ([24], 3.3.1).

(ii) le couple (E 8n , B 8n ) est normalement transversal par rapport
à FX J et induit par image inverse un T-cristal filtré par des sous-cristaux
tel que cette filtration est G-tranversale par rapport à (p , g) ([24],
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5.2.5). On note (E 8n , M 8g , n ) »4 (E 8n , Fn* Bn ), le Fg-span induit naturel-
lement par cette construction.

(iii) On a un isomorphisme de Fg-spans:

(E 8n , M 8g , n ) C (E 8n , Mg , n ), i.e.

Fn* B i
n CF21 (p i En ).

Enfin, on dira qu’un F2T-cristal est de largeur inférieure ou égale à
w si le système compatible de T-cristaux de 1.3.2 a cette propriété.

Nous rappelons à présent la définition des modules de Fontaine (au
sens [13] ou [24], 5.3):

DÉFINITION 1.4. (i) Soient Xn
J /Wn un (log-)schéma lisse, muni d’un

relèvement Fn du frobenius absolu de X1
J /k sa réduction mod p . La caté-

gorie MFw (Xn
J ) consiste en les triples (Mn , M i

n , Fi
n , i�N ) où Mn est un

OXn
-module cohérent muni d’une filtration décroissante par des sous-OXn

-
modules cohérents M i

n de flèches de transition ji : Mn
i11 KMn

i telle qu’il
existe des entiers a et b , avec b2a4w et tels que M i

n 40 pour iDb et
M i

n 4Mn pour iGa; la donnée (Fi
n : Fn* M i

n KMn )i consiste en une col-
lection de flèches linéaires telles que pour tout i on ait:

Fi21
n Fn*( ji ) 4pFi

n .(Frob 0)

On note MAn la limite inductive du système:

lim
K

(RKMn
i11 J

p
Mn

i11 K
ji

Mn
i J

p
Mn

i KR)

Ce module est muni d’une flèche:

F
A

n : Fn*Mn
A

KMn ,

induite par les flèches Fn
i .

Enfin, on demande que la propriété suivante soit satisfaite:

F
A

n est un isomorphisme .(Frob 1)

Rappelons que d’après [24], 5.3.3, les M i
n sont localement sommes di-

rectes de OXn
/p e et que la catégorie MF(Xn

J ) »4 0
w�N

MFw (Xn
J ) est

abélienne.
(iii) Pour wF0, on note MFw

˜ (Xn
J ) la catégorie constituée des objets

de MFw (Xn
J ) munis de plus d’une connexion:

˜ : MKM7V 1
Xn

J /Wn
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telle que la filtration (M i ) soit Griffiths-transversale et F soit parallèle
par rapport à ˜ , i.e. qu’on a un diagramme commutatif pour tout i:

Fn* Mn
i K

F *n (˜i )
Fn* Mn

i21 7v 1
Xn

J /Wn

IFn
i IFn

i217dFn /p(Frob 2)

Mn K
˜

Mn 7v 1
Xn

J /Wn

où ˜i : Mn
i KMn

i21 7v 1
Xn

J /Wn
est la flèche induite par ˜ grâce à la Griffi-

ths-transversalité de la filtration (M i
n ).

(iv) Soit X×J/W un schéma formel lisse et Xn
J /Wn sa réduction modulo

p n . On notera MFw (X×J) (respectivement MFw
˜ (X×J) ) la catégorie consti-

tuée de systèmes compatibles (Mn , Mn
i , Fi

n )n (resp. (Mn , Mn
i , Fi

n , ˜n )n )
d’objets dans MFw (Xn

J ) (resp. MFw
˜ (Xn

J ) ). Enfin, si les entiers a et b
sont fixés, on notera MF[a , b] (resp. MF ˜

[a , b] ) pour MFb2a (resp.
MF ˜

b2a ).

1.5. Il existe un foncteur canonique de la catégorie des F2T-cri-
staux sur X×J/W de largeur inférieure ou égale à p dans la catégorie des
objets de MF ˜ (X×J/W) sans p-torsion. A tout F2T-cristal (E , F , B), on
associe le système compatible (En , ˜n , Bn , Fn

i ), où (En , ˜n , Bn ) est le
OXn

-module à connexion filtré (Griffiths-transversalement) donnée par la
réalisation de E en (X J %KX J

n ) et les flèches

Fn
i : Fn* Bn

i KEn ,

sont construites de la manière suivante: pour tout n et tout aG iGb , on
considère la flèche composée:

Fn1 i* B i
n1 i K

F
p i En1 i K

p 2i

En1 i K
modp i

En ,

où la première flèche est bien définie d’après 1.3 (iii) et où la dernière l’e-
st également par compatibilité du système (En ). En particulier
p i Fn1 i* B i

n1 i est annulé par cette flèche qui se factorise ainsi en une
flèche:

Fn
i : Fn1 i* B i

n1 i /p i Fn1 i* B i
n1 i CFn* Bn

i KEn .

On vérifie immédiatement à partir de cette définition que la propriété
(Frob 0) est satisfaite. La propriété (Frob 2) résulte d’autre part de l’ho-
rizontalité du frobenius et de la Griffiths-transversalité de la filtration
par rapport à la connexion. Enfin, la propriété (Frob 1) est démontrée
dans [24], 5.3.11.4.
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Rappelons à présent le résultat de [24], 5.3.9:

THÉORÈME 1.6. On se place sous les hypothèses de 1.1. Alors le fon-
cteur canonique de la catégories des F2T- cristaux sur X×J/W de lar-
geur inférieure ou égale à p dans la catégorie des objets de MF ˜ (X×J/W)
sans p-torsion qui associe au triplet (E , F , B) le système compatible
(En , (B i

n )i , Fi
n , ˜n )n est une équivalence de catégories.

1.7. Soit (E , F , B) un F2T-cristal sur X×J/W . Comme X /W est pro-
pre on peut montrer de manière analogue à [23], 1.4 que la donnée 1.3.2
est équivalente à celle d’un OX-module à connexion logarithmique
(EX , ˜) muni d’une filtration B . On note EXK

le module associé sur la fi-
bre générique de X, DR

.
(EX ) »4EX 7V

.
X J/W le complexe de de Rham

associé à EX et H *log2dR (X, EX ) sa cohomologie. Le complexe DR
.
(EX )

admet une filtration donnée par:

B m DR q (EX ) 4B m2q EX 7V q
X J/W ,

bien définie puisque la filtration est Griffiths-transversale par rapport à
˜ . La suite spectrale de Hodge-de Rham:

E i , j
1 4H i1 j (X, Gr i

B (DR
.
(EX ) ) ) ¨ H i1 j

log2dR (X, EX ),(1.7.1)

munit H i
log2dR (X, EX ), i.e. via le lemme de Poincaré ([18])

H i
cris (X J /W , E), d’une filtration B appelée filtration de Hodge. La coho-

mologie du F2T-cristal E est d’autre part munie d’un endomorphisme
de frobenius:

F : H i
cris (X J /W , E) KH i

cris (X J /W , E)

induite par le frobenius de X J ainsi que l’action de frobenius sur E .

PROPOSITION 1.8. Soit (E , F , B) un F2T-cristal sur X×J/W de lar-
geur inférieure ou égale à w tel que w1dGp22, alors:

(i) (H i
cris (X J

n /Wn , En ), Fn , Bn ) �MF(Wn ).

(ii) (H i
cris (X J /W , E)7K , FK , BK ) �MFK

a , la catégorie des modu-
les filtrés admissibles au sens de [16].

Démonstration. La première assertion résulte du théorème 1.6 et de
[13], 4.1* (ou encore [24], 8.2). D’après [16], 7.8, pour montrer l’assertion
(ii), il suffit de trouver pour le module filtré (H i

cris (X J /W , E)7K , FK ,
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BK ), un réseau fortement divisible. Considérons alors l’objet:

(H i
cris (X J /W , E) /torsion , F , B).

Celui-ci vérifie trivialement les conditions (fd1), (fd2) et (fd3) de forte di-
visibilité de [16] et constitue ainsi le candidat souhaité.

REMARQUE 1.9. Dans la suite de l’article, nous considèrerons uni-
quement des F2T-cristaux de largeur inférieure ou égale à p-1. En par-
ticulier, d’après [13], 2.3 ceux-ci sont indépendants du choix d’un lifting
du frobenius aux schémas Xn

J .

2. Coefficients syntomiques associés aux F2T-cristaux.

Nous commençons par rappeler la définition des coefficients admissi-
bles syntomiques de [1]. Nous conservons les hypothèses et notations de
(1.1).

DÉFINITION 2.1. Un coefficient syntomique consiste en la donnée
d’un quadruplet (EK , ˜ , B , F) tel que:

(i) EK est un OXK
-module de type fini muni d’une connexion intégra-

ble à pôles logarithmiques le long de DK . Soit UK
an , l’espace analytique

associé à UK . Celui-ci est un voisinage strict de ]U[ dans ]X[ au sens de
[2]. On note (E an , ˜) »4 (EK , ˜)N UK

an le module à connexion induit sur
UK

an et pour tout sous-voisinage strict j : V %K UK
an , (EV , ˜) le module à

connexion sur V . Le module à connexion

(E † , ˜) »4 lim
KV

(EV , ˜)

a alors une structure de j † OXK
an-module à connexion intégrable d’après

[2], 2.2.3.

(ii) B est une filtration exhaustive, séparée et Griffiths-transversale
par rapport à ˜ par des sous-OXK

-modules de EK , appelée filtration de
Hodge.

(iii) Le module à connexion E † est muni d’une structure de frobe-
nius

F : F * E † CE † ,

horizontal par rapport à ˜ .



Fabien Trihan10

REMARQUE 2.2. La donnée 2.1 (iii) implique la surconvergence ([2],
2.2) de la connexion de E † . En effet, l’assertion est de nature locale et
comme U/k est lisse, il suffit de montrer l’assertion dans le cas affine et
lisse, ce qui résulte de [2], 2.5.7.

De manière analogue à 1.7, on munit la cohomologie de de Rham de
(EK , ˜) de la filtration B aboutissement de la suite spectrale:

(2.2.1) E i , j
1 4H i1 j (XK , Gr i

B (DR
.
(EK ) ) ) ¨ H i1 j

log2dR (XK , EXK
),

et la cohomologie rigide de E † d’une action de frobenius:

F : H i
rig (U/K , E † ) KH i

rig (U/K , E † )

induite par le frobenius de U et l’action de frobenius E † .
Enfin, on peut construire (cf. [1], 1.3) un homomorphisme canoni-

que:

U : H i
log2dR (XK , EK ) KH i

rig (U/K , E † ).(2.2.2)

DÉFINITION 2.3. Le coefficient syntomique (EK , ˜ , B , F) est dit
admissible s’il satisfait les propriétés suivantes:

(i) La suite spectrale (2.2.1) dégénère en E1 .

(ii) L’homomorphisme U est un isomorphisme.

(iii) (H i
rig (U/K , E † ), F , B) est un module filtré admissible.

2.4. Soit (E , F , B) un F2T-cristal sur X×J/W . D’après 1.7, on peut
associer à celui-ci un OXK

-module à connexion logarithmique (EK , ˜) mu-
ni d’une filtration BK satisfaisant clairement les conditions 2.1 (i) et (ii).
La structure de F-cristal non-dégénéré de E permet d’autre part de mu-
nir le j † OXK

an-module à connexion intégrable (E † , ˜) de 2.1 (i) d’une struc-
ture de frobenius faisant de (EK , ˜ , B , F) un coefficient syntomique. Le
F-isocristal sur U surconvergent le long de D ainsi défini est par con-
struction le même que celui défini dans [22], 2.

THÉORÈME 2.5. Si le F2T-cristal (E , F , B) est de largeur infé-
rieure ou égale à w tel que w1dGp22, alors le coefficient syntomique
associé est admissible.

On dira que le F2T-cristal est admissible et on notera Vi (E) la re-
présenta-tion cristalline associée à H i

rig (U/K , E † ).
Démonstration. Tout d’abord, la dégénérescence de la suite spectrale
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(2.2.1) résulte de [24], 8.2.10. L’horizontalité du frobenius de EK par rap-
port à ˜ implique que les endomorphismes résidues:

Resi (EK , ˜) : EK NUK
KEK NUK

,

le long de la composante lisse DKi du diviseur vérifie la relation:

Resi (EK , ˜) FK 4pFK Resi (EK , ˜).

Comme FK est un isomorphisme, on déduit de la relation précédente que
les valeurs propres de Resi (EK , ˜) sont nulles. La condition de [22], 4.2
est ainsi satisfaite et on a donc un isomorphisme:

H i
cris (X J /W , E)7KCH i

log2dR (XK , EK ) CH i
rig (U/K , E † ).

Enfin l’admissibilité résulte de 1.8 (ii).

REMARQUE 2.6. La dégénérescence de la suite spectrale implique
en particulier que la filtration sur H i

log2dR (XK , EK ) est égale à:

B m H i
log2dR (XK , EK ) CH i (XK , B m DR

.
(EK ) ).

Ainsi si la filtration de E est dans l’intervalle [a , b], celle de
H i

log2dR (XK , EK ) est dans l’intervalle [a , b1 i].

3. Cohomologie syntomique absolue d’un F2T-cristal.

3.1. Nous reprenons les hypothèses et notations du chapitre précé-
dent. Soit (E , F , B) un F2T-cristal. On suppose que celui-ci est de lar-
geur inférieure ou égale à w4b2a tel que w1dGp22. Celui-ci induit
d’après 2.5 un coefficient syntomique admissible (EK , ˜ , B , F) dont
nous allons calculer la cohomologie syntomique absolue au sens de
[1],2.4, notée H i

syn (X, EK ), en reprenant la construction de [28],2.6. Soit
(En , Bn

i , Fi
n , ˜n )nF0 le système compatible de modules filtrés apparte-

nant à MF ˜
w (Xn

J ) induit par (E , F , B) via le foncteur défini dans 1.5.
Pour n fixe, comme nous l’avons vu dans 1.7, le complexe de de Rham
DR

.
(En ) admet une filtration BDR

.
(En ).

Pour tout r�Z , on définit un objet Sn (E , r) de la catégorie dérivée
D 1 (Xet , Z/p n Z) en posant:

Sn (E , r) »4Cone (12Fr , Bn
r DR

.
(En ) KDR

.
(En ) )[21],
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où Fr est le morphisme de complexe dont la q-ième composante est:

Fn˜
r2q 7Rq dFn /p : B r2q

n 7V q
X J

n /Wn
KEn 7V q

X J

n /Wn
,

en notant Fn˜
i : Bn

i KEn la flèche obtenue par adjonction à partir de Fn
i .

Lorsque n varie on obtient ainsi un pro-objet S. (E , r) et on note:

H i (Xet , S. (E , r) ) »4R i (lim
J

G)(Xet , Sn (E , r) ),

et également:

H i (Xet , SQp
(E , r) ) 4H i (Xet , S. (E , r) )7Qp .

PROPOSITION 3.2. Soit (E , F , B) un F2T-cristal de largeur infé-
rieure ou égale à w4b2a tel que w1dGp22.

(i) Pour tout aGrGb1d , on a une suite exacte longue:

RKH i (Xet , S. (E , r) ) KH i (X, B r DR
.
(EX ) )K

12Fr

H i
cris (X J /W , E) KR

(ii) La suite ci-dessus induit une suite exacte longue de cohomo-
logie:

RKH i (Xet , SQp
(E, r))KB rH i

log2dR (XK , EXK
)K

(12Fr) U
H i

rig (U/K, E †)KR

(iii) Pour tout rEa , on a:

H i (Xet , S. (E , r) ) 40.

(iv) Pour tout rDb1d , on a:

H i (Xet , S. (E , r) ) CH i21
cris (X J /W , E).

Démonstration. La première suite exacte longue est celle associée au
triangle distingué:

Sn (E , r) KB r DR
.
(En ) KDR

.
(En ).

Etant donnée la remarque 2.6, la deuxième assertion est obtenue en ten-
sorisant par K et en utilisant l’isomorphisme U . L’assertion (iii) résulte
du fait que si rEa , l’opérateur

Fr : B r
n DR

.
(En ) 4DR

.
(En ) KDR

.
(En )
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est divisible par p d’après (Frob 0) et est ainsi nilpotent. Il en resulte que
12Fr est un isomorphisme, d’où l’assertion. Enfin, la dernière assertion
résulte de la nullité du complexe Bn

r DR
.
(En ) lorsque rDb1d .

On déduit immédiatement de la définition de S. (E , r) et de [1], 2.4 le
corollaire suivant:

COROLLAIRE 3.3. Soit (E , F , B) un F2T- cristal admissible. On
a un isomorphisme:

H i
syn (X, EK ) CH i (Xet , SQp

(E , 0 ) ).

4. Application aux objets de Tate; image directe supérieure.

DÉFINITION 4.1. On définit un objet OXn
J /Wn

(0) de MF[0 , 0 ]
˜ (Xn

J ) en
posant:

OXn
J /Wn

(0) »4 (OXn
, B i (0), d , f(0)i )

tel que:

(i) B i (0) »4 OXn
si iG0 et 0 sinon.

(ii) d : OXn
KV 1

Xn
J /Wn

est la dérivation à pôles logarithmiques
canonique.

(iii) f(0)i 4p 2i Fn si iG0 et 0 sinon.

On en déduit pour tout jGp21 un objet OXn
J /Wn

( j) de MF[2j , 2j]
˜ (Xn

J )
appelé j-ième objet de Tate en posant:

OXn
J /Wn

( j) »4 (OXn
, B i ( j) »4B i1 j (0), d , f( j)i »4f(0)i1 j ).

REMARQUES 4.2. (i) Pour tout j , le coefficient syntomique associé à
OXn

J /Wn
( j) est l’objet de Tate K( j) de [1], 1.7. Sa cohomologie syntomique

est, sous les hypothèses 1.1, la même que celle définie par A. Besser ([6], 6.1).

(ii) Pour 0 G jGp21, on vérifie immédiatement l’égalité:

Sn (OXn
J /Wn

( j), 0 ) 4sn , X
log ( j),

où le terme de droite est le complexe syntomique défini dans [20], 5.
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THÉORÈME 4.3. Supposons que d4dim XGp22. Alors, les objets
de Tate K( j) sont admissibles et leur cohomologie syntomique est don-
née par:

(i) Pour 0 G jGd ,

H i
syn (X, K( j) ) 4H i (Xet , s log

Qp
( j) ).

(ii) Pour jE0,

H i
syn (X, K( j) ) 40.

(iii) Pour jDd ,

H i
syn (X, K( j) ) 4H i21

rig (U/K).

DÉMONSTRATION. L’admissibilité résulte de 2.5 et le calcul de la
cohomologie syntomique résulte dans le cas (i) de la remarque 4.2, (ii)
pour la première égalité et de [1], 2.5, a via la remarque 4.2 (i) pour la se-
conde. Dans les cas (ii) et (iii) enfin, l’assertion est une conséquence de la
proposition 3.2 (iii) et (iv) respectivement.

Nous rappelons à présent un résultat de Faltings ([13], 6.2) sur les
images directes supérieures de F2T2cristaux (voir aussi [24]).

PROPOSITION 4.4. Soit f : Y JK X J un morphisme propre, log-lisse,
lisse en codimension 1 de dimension relative dX/Y 4d2dY où la log-
structure sur Y est induite par un diviseur à croisements normaux
simple DY tel que f 21 (DY ) % D. Soit (E , F , B) un F2T-cristal sur Y J

de largeur inférieure ou égale à w4b2a tel que w1dY Gp22. Alors
pour tout entier i tel que w1min (dX/Y , i) Gp22, R i fcris , ˜ E�
�MF ˜

[a , b1 i] (X J).

EXEMPLE 4.5. On suppose pour simplifier que d41. Soit A/U un
schéma abélien se relevant au dessus de X J en un morphisme f comme
en 4.4. Si pD3 alors D (Y) »4R 1 fcris , ˜ OYJ /W est un F2T-cristal admis-
sible. L’isocristal surconvergent qui lui est associé est D (A)† induisant
sur le site cristallin le cristal de Dieudonné de A .

5. Cohomologie syntomique et cohomologie de Bloch-Kato.

5.1. Nous conservons les hypothèses et notations précédentes. Notons
K une clôture algébrique de K et G4Gal (K/K). Soit E un F2T-cristal de
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largeur inférieure ou égale à w4b2a tel que w1dGp22. Celui-ci cor-
respond d’après 1.6 à un objet encore noté (E , F , B) de MF ˜

[a , b] (XJ).
Dans [13],II est défini un foncteur D de la catégorie MF ˜

[a , b] (XJ) dans celle
des faisceaux finis étales localement constants sans p-torsion sur UK . No-
tons T , le foncteur obtenu en associant à E:

H om(D (E), Qp /Zp ).

Ce foncteur est soigneusement étudie dans [28], 4. Celui-ci définit ([28],
5) en particulier une flèche:

(T) : H i
syn (X, E) KH i

et (U K , T(E) ).

EXEMPLES 5.2. (i) T(OX J /W ( j) ) 4Qp ( j).

(ii) Sous les hypothèses de 4.5, on note f0 : Y 0 DY K X 0 D. On a
alors

T(D (Y) ) 4R 1 f0, ˜ Qp .

REMARQUE 5.3. La flèche (T) induit d’après 4.3 (iii) et 5.2, une
flèche:

H i21
rig (U/K) KH i

et (UK , Qp ).

Nous rappelons à présent un résultat de Bannai ([1], 2.7 et Théorème 1):

PROPOSITION 5.4. Soit E4 (E , F , B) un F2T-cristal admissible.
Alors on a une suite exacte courte:

0 KExt1
MFK

a (K(0), H i
rig (U/K , E † ) ) KH i11

syn (X, E)

KHomMFK
a (K(0), H i11

rig (U/K , E † ) ) K0

Nous pouvons d’autre part donner l’interprétation suivante des termes
de la suites de 5.4 grâce à [7], 4.5 (on notera au passage la faute de frappe
dans [7], 4.5 où il convient de remplacer H 1

e par H 1
f ):

LEMME 5.5. (i) Ext1
MFK

a (K(0), H i
rig (U/K , E † ) ) CH 1

f (K , Vi (E) ), la
cohomologie définie dans [7], 3.

(ii) HomMFK
a (K(0), H i11

rig (U/K , E † ) ) CVi11 (E)G .
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Rappelons qu’un K-espace vectoriel de dimension finie D muni d’un
endomorphisme F est mixte (respectivement pure de poids i) si les va-
leurs propres de F sont des nombres algébriques de valeurs absolues ar-
chimédiennes égales à q i/2 où i�Z dépend de la valeur propre (resp. est
indépendant de la valeur propre). Si (D , F) est mixte, les valeurs i sont
appelés les poids de (D , F).

COROLLAIRE 5.6. Si H i11
rig (U/K , E † ) est mixte de poids non-nuls,

on a

H i11
syn (X, E) CH 1

f (K , Vi (E) ).

Ceci est en particulier le cas dans les deux cas de figures suivants:

(i) E4 OX J /W ( j) avec 0 G jGp22 et iD2 j21.

(ii) E4OX/W ( j) avec 0GjGp22, le diviseur D est vide et ic2 j21.

Dans ces deux derniers cas l’isomorphisme précédent s’écrit:

H i (Xet , s log
Qp

( j) ) CH 1
f (K , H i

et (UK , Qp ( j) ) ).

Démonstration. Si H i11
rig (U/K , E † ) ) est de poids non-nuls, alors

Vi11 (E)G est clairement nul en utilisant le lemme 5.5 (ii), d’où la premiè-
re assertion. Dans le cas (i), H i11

rig (U/K)( j) est d’après [8], I mixte de
poids compris dans l’intervalle [i1122 j , 2(i11)22 j]. L’assertion en
résulte aussitôt. Dans le cas (ii), H i

cris (X/W)7K( j) est pure de poids
i22 j d’après [9], 1, d’où l’assertion. Enfin l’isomorphisme résulte de
[29] qui a montré que:

Vi (OX J /W ( j) ) CH i
et (UK , Qp ( j) ).

Nous donnons à présent un exemple de calcul des poids dans le cas de
coefficients non-triviaux.

EXEMPLE 5.7. Soit S/k une courbe propre et lisse sur un corps fini
de caractéristique p et f : AKS un schéma abélien. On note D (A) son
module de Dieudonné cristallin associé (cf. [3]). La suite spectrale:

H i
cris (S/W , R j fcris , ˜ OA/W ) ¨ H i1 j

cris (A/W)
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induit la suite exacte:

0 KH 1
cris (S/W) KH 1

cris (A/W) KH 0
cris (S/W , D (A) ) K

H 2
cris (S/W) KE 2

1 KH 1
cris (S/W , D (A) ) K0,

où E 2
1 4Ker (H 2

cris (A/W) KH 0 (S/W , R 2 fcris , ˜ OA/W )). On en déduit que:
H 0

cris (S/W , D (A) )7K est mixte de poids [1 , 2 ].
H 1

cris (S/W , D (A) )7K est pure de poids 2 .
Enfin en utilisant la dualité de Poincaré cristalline ainsi que la duali-

té du module de Dieudonné ([3], 5), on montre que:
H 2

cris (S/W , D (A) )7K est mixte de poids [0 , 1 ].
Nous calculons la cohomologie syntomique d’un groupe de Barsotti-

Tate:

EXEMPLE 5.8. Soient H/W un groupe de Barsotti-Tate, H0 /k sa ré-
duction modulo p et H * /W son dual de Cartier. A celui-ci est associé d’a-
près [15], 0.2 un module filtré admissible dans MFK , [0 , 1]

a :

D»4Hcris
0 (k/W , D (H) )7K ,

où D (H) est le cristal de Dieudonné de H . La représentation cristalline
lui correspondant est ([15], 3.7.3, (ii)):

V»4 (Tp (H)7Qp )* ,

où Tp (H) est le module de Tate de H et .* consiste à prendre la représen-
tation duale. La filtration de D est celle induite par la filtration de Hodge
de D (H) ([3], 3.3.5), i.e.:

0 KFil1 D4v HK
KDKLie (H *K ) K0.

Comme Fil0 D4D , on déduit de [7], 3.10 que H 1
e (K , V) 40 et

V G CD F41 .

Comme D4Hcris
0 (k/W , D (H) )7K et Hcris

i (k/W , D (H) ) 40 pour iF1, la
suite 3.2 (ii) induit une suite exacte:

0 KH 0
syn (W , D (H) ) KD K

12F
DKH 1

syn (W , D (H) ) K0.

On a ainsi:

H 0
syn (W , D (H) ) CV G
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et

H 1
syn (W , D (H) ) CD/(12F)DCH 1

f (K , V),

d’après [7], 3.8.4, les autres groupes étant nuls pour iF2.
Nous pouvons d’après [26], 3.5, donner également l’expression sui-

vante de la cohomologie syntomique de H/W:

H i
syn (W , D (H) ) CH i

SYN (k , E xt 1 (H0 , Qp ) ),

où le terme de droite est calculé dans le gros site syntomique.
Nous terminons ce chapitre par une généralisation de la conjecture

des points p-adiques de [25] au cas d’une variété ouverte et de coefficien-
ts non-triviaux. Nous rappelons tout d’abord le résultat suivant de Fal-
tings ([13], 5.3):

THÉORÈME 5.9. Soit E4 (E , F , B) un F2T-cristal admissible.
La représentation cristalline Vi (E) associée au module filtré admissi-
ble H i

rig (U/K , E † ) est:

Vi (E) CH i
et (UK , T(E) ).

REMARQUE 5.10. La preuve de ce résultat semble poser problème.
Depuis Faltings a donné une nouvelle preuve (généralisée au cas semi-
stable) dans [14]. On pourra par mesure de précaution, considérer le ré-
sultat précédent comme conjectural.

5.11. On se place sous les hypothèses 5.9. Considérons la suite spec-
trale de Hochschild-Serre associée à la représentation cristalline:

E2
i , j 4H i (K , H j

et (UK , T(E) ) ) ¨ E i1 j 4H i1 j
et (UK , T(E) ).

Comme Gal (K /K) est de dimension cohomologique 2, les E i , j sont non-
nuls uniquement pour i� [0 , 2 ]. Ainsi, la suite spectrale induit une suite
exacte:

0 KH 1 (K , Vi (E) ) KH i11
et (UK , T(E) ) KVi (E)G .

En particulier, si H i11
rig (U/K , E † ) est mixte de poids non-nuls, on en dé-

duit une injection:

H i11
syn (X, E) CH 1

f (K , Vi (E) ) %KH 1 (K , Vi (E) ) %KH i11
et (UK , T(E) ).
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CONJECTURE 5.12. L’injection précédente est la flèche (T) de
Tsuji.

6. Cohomologie syntomique et représentation cristalline.

6.1. Soit W la fermeture intégrale de W dans K. Si K 8 /K est une
extension finie de K , d’anneau des entiers OK 8 un anneau de valuation di-
scrête complet, alors W correspond à la limite inductive des OK 8 . On note
OK 8 , n 4 OK 8 /p n , X 8J

n »4X J

n 3Wn
OK 8 , n et X J4 X J3W W. Nous rappelons

tout d’abord (en utilisant nos notations) un résultat de [29], 3.4.4 (2):

PROPOSITION 6.2. Pour tout i et j tel que 0 G iG jGdGp22, on a:

H i
syn (X, OX J/W ( j) ) CH i

et (UK , T(OX J/W ( j) ) ).

Nous souhaitons généraliser cette formule au cas de coefficients non-
constants en suivant la méthode décrite dans [29], 3.3.5. Nous devons
tout d’abord donner un sens précis au terme de gauche de l’isomorphi-
sme.

6.3. Soit E4 (E , F , B) un F2T-cristal de largeur inférieure ou
égale à w4b2a tel que w1dGp22 et (En , Bn

i , Fi
n , ˜n )nF0 le système

compatible de modules filtrés appartenant à MF ˜
[a , b] (Xn

J ) induit par E
via le foncteur défini dans 1.5. Pour n et K 8 /K fixés, le morphisme
p 8n : X 8J

n KX J

n induit un F-cristal sur X 8J

n /Wn :

E 8n »4p 8*n (En ).

Si X 8J

n se plonge dans un schéma Z 8J

n /Wn lisse et si D 8J

n est l’enveloppe à
puissances divisées de X 8J

n dans Z 8J

n /Wn de p.d.-idéal J8n , alors la donnée
du cristal E 8n est équivalente à celle de sa réalisation en l’épaississement
X 8J

n %KD 8J

n , noté encore E 8n (qui est donc un OD 8Jn
-module) muni d’une

connexion ˜8n qui est l’image inverse de celle de En . Nous construisons à
présent une telle donnée: Le schéma affine Spec OK 8 , n se plonge dans un
schéma lisse Y 8J

n /Wn . Nous pouvons choisir ce plongement de manière
compatible à n et K 8 . On pose alors Z 8J

n 4X J

n 3Wn
Y 8J

n . Comme Xn /Wn

est lisse, il existe un morphisme

h : D 8J

n KX J

n ,
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qui induit un morphisme de p.d.-épaississements:

(X 8J

n %KD 8J

n ) K (X J

n 4X J

n ).

On montre alors de manière analogue à [5], 6.5,6.6 que

E 8n Ch * En CEn 7OXn
OD 8n ,

indépendamment du choix de h .
De cette manière E 8n , en tant que produit tensoriel de modules fil-

trés, est muni naturellement d’une filtration:

B 8i
n 4 !

r1s4 i
B r

n 7 J8[s]
n .

Par Griffiths-transversalité de B r
n et J8[s]

n , on déduit que la filtration B 8i
n

est elle aussi Griffith-transversale et on peut donc définir le complexe
B 80

n DR
.
(E 8n ) (cf. 1.7).

Nous munissons à présent la filtration (B 8i
n ) d’un morphisme de

Frobenius:

F8i
n : B 8i

n KE 8n ,

lorsque iG0.
Si aF2(p21), on vérifie que pour iG0,

B 8i
n 4 !

r40

p21

B 2r1 i
n 7 J8[r]

n

et on pose alors:

F8i
n »4 !

r40

p21

F2r1 i
n 7Fr ,

qui induit de manière analogue à 3.1 un morphisme de complexe:

F0 : B 80
n DR

.
(E 8n ) KDR

.
(E 8n ).

On pose enfin:

Sn (E 8 , 0 ) »4Cone (12F0 , B 80
n DR

.
(E 8n ) KDR

.
(E 8n ) )[21],

et également:

H i
syn (X, E) 4 lim

Jn
lim

KK 8 /K
H i (X 8et , Sn (E 8n , 0 ) ),

bien défini donc pour tout F2T-cristal E de largeur inférieure ou égale
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à w4b2a tel que w1dGp22 et aFp21. On a de plus de manière
analogue à 3.2, une suite exacte longue de cohomologie:

(6.3.1)RKH i
syn (X, E) KH i (X, B 80 DR

.
(E) ) K

(12F0 )
H i

cris (XJ /W , E) KR

LEMME 6.4. Soit E un cristal sur X J /W , on a pour tout extension
K 8 /K comme dans 6.1 et tout n l’isomorphisme:

H *cris (X 8J

n /Wn , p 8*n En ) CH *cris (X J

n /Wn , En )7H 0
cris (OK 8 , n /Wn )

qui induit par passages successifs à la limite inductive relative aux exten-
sions K 8 /K , puis limite projectives en n et enfin tensorisation par K ,
l’isomorphisme

H *cris (XJ /W , p 8* E)7KCH *cris (X J /W , E)7B 1
cris .

Démonstration. La preuve est analogue à [17], III, 1.3 et consiste à
appliquer le théorème de changement de base cristallin de [18], 2.5.

THÉORÈME 6.5. Soit E un F2T- cristal de largeur inférieure ou
égale à w4b2a tel que w1dGp22 et aF2(p21). Alors pour tout
entier iF0 tel que b1 iG0, on a un isomorphisme:

H i
syn (X, EK ) CVi (E).

Démonstration. Tout d’abord, en notant Di 4H i
cris (X J /W , E)7K et

(Bi
r ) sa filtration, on a une suite exacte courte:

0 K5rF1 Filr B 1
cris 7Bi

2r11 Di K5rF0 Filr B 1
cris 7Bi

2r Di

KFil0 (B 1
cris 7Di ) K0,

où la première flèche associe à un élément x�Filr B 1
cris 7Bi

2r11 Di , le
couple (x , 2x) où le premier x est vu comme élément de Filr B 1

cris 7
7Bi

2r Di et le second comme élément de Filr21 B 1
cris 7Bi

2r11 Di . De maniè-
re analogue, on a un triangle distingué:

5rF1 Filr DR
.
(OK 8 , n /Wn )7B 2r11 DR

.
(En ) K

5rF0 FilrDR
.
(OK 8, n/Wn)7B 2rDR

.
(En)KFil0(DR

.
(OK 8, n/Wn)7DR

.
(En))

où le dernier terme peut aussi s’écrire d’après le lemme 6.4,
B 80 (DR

.
(E 8n ) ). Ce triangle distingué induit par passage à la cohomologie
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puis aux limites relatives aux K 8 /K et aux n la suite exacte courte ci-des-
sus (il suffit de verifier que les deux premiers termes du triangles indui-
sent par les opérations précédentes les deux premiers termes de la suite
exacte, ce qui est clair). La suite 6.3.1 s’écrit donc après tensorisation par
K sous la forme:

R H i
syn (X, EK ) KFil0 (B 1

cris 7Di ) K
(12F0 )

B 1
cris 7Di KR

Comme le F2T-cristal E est dans MF ˜
[a , b] , on en déduit que son i-ème

groupe de cohomologie est dans MF[a , b1 i] . Si b1 iG0, on a Fil1 Di 40 et
ainsi Fil0 (B 1

cris 7Di ) »4 !
i1 j40

Fili Bcris
1 7B j

i Di 4Fil0 (Bcris 7Di ). Comme

Di est admissible, nous savons d’après [17], III, 2.3 que la flèche
composée:

Fil0 (Bcris 7Di ) K
(12F0 )

B 1
cris 7Di %KBcris 7Di

est surjective. La première flèche l’est donc également. Comme d’autre
part la deuxième flèche est injective, on en déduit que le noyau de la flè-
che composée, i.e. la représentation cristalline associée à Di n’est autre
que le noyau de la première flèche, i.e H i

syn (X, EK ), puisque par le même
raisonnement la flèche 12F0 : Fil0 (B 1

cris 7Di21 ) KB 1
cris 7Di21 est éga-

lement surjective, ce qui achève la démonstration.

7. Cohomologie des pentes.

Comme l’a montré [21], cohomologie syntomique, cohomologie des
cycles évanescents p-adiques et cohomologie des pentes sont liés. Nous
donnons ici un candidat pour la cohomologie des pentes à coefficients et
montrons quelques unes de ses propriétés.

7.1. Nous conservons hypothèses et notations de 1.1 dans tout ce cha-
pitre et reprenons la construction de [27]. Soit E † un F-isocristal sur U
surconvergent le long de D . Celui-ci correspond à la donnée d’un j † OXK

an-
module à connexion intégrable et d’une action de frobenius F s-linéaire
et horizontale par rapport à cette connexion. On note DR

.
(E † ), le com-

plexe de de Rham associé à E † . Celui-ci est muni d’une action de frobe-
nius induite par celle de E † . On note:

P(E † , r) »4Cone (12p 2r F , DR
.
(E † ) )[21],
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et sa cohomologie:

H *(U/K , P(E † , r) ),

si bien qu’on obtient une suite exacte longue:

R H i (U/K , P(E † , r) ) KH i
rig (U/K , E † ) K

(12p 2r F)
H i

rig (U/K , E † ) KR

Notons k une clôture algébrique de k , K nr »4Frac W(k) et E† le F-
isocristal sur Uk déduit de E † par changement de base. Rappelons le ré-
sultat de [27]:

PROPOSITION 7.2. Si E † provient d’un F-cristal non-dégénéré sur
X J /W , alors la suite exacte longue précédente induit une suite exacte
courte:

0 KH i (Uk , P(E† , r) ) KH i
rig (Uk /K nr , E† ) K

(12p 2r F)
H i

rig (Uk /K nr , E† ) K0.

De plus le groupe H i (Uk , P(E† , r) ) est f»4F[K : Qp ]-stable et ses valeurs
propres par f sont égales aux valeurs propres de f sur H i

rig (Uk /K nr , E† )
de valuation p- adique égale à q r .

COROLLAIRE 7.3. Si E † provient d’un F2T-cristal admissible et
Vi (E) est la représentation cristalline associée au module filtré (Di 4

4H i
rig (U/K , E † ), Bi ), on a une suite exacte:

0 KVi (E)I KH i (Uk , P(E† , 0 ) ) KDi 7K nr /Bi
0 7K nr KH 1

e (K nr , Vi (E) )

où I%G est le sous-groupe d’inertie.

Démonstration. La suite exacte courte de [7], 1.17.1

0 KQp KBcris
F41 5B 1

dR KBdR K0

induit après tensorisation par Vi (E) et application du foncteur cohomolo-
gique RG(I , . ) une suite exacte

0 KVi (E)I K (Di 7K nr )F41 5Fil0 (Di 7K nr ) KDi 7K nr KH 1
e (I , Vi (E) )

(utiliser Bcris
I 4BdR

I 4K nr ) et l’assertion résulte alors de 7.2.

REMARQUE 7.4. Si Di 4H i
rig (U/K , E † ) est mixte de poids non-nuls

alors 1 n’est pas une valeur propre de F[K : Qp ] et donc pas une valeur pro-
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pre de F . On en déduit que Di
F41 40 4Di /Im (F21). Ainsi, dans ce

cas:

H i (U , P(E † , 0 ) ) 40.

Ce n’est biensur pas le cas de H i (Uk , P(E† , 0 ) ).
Nous donnons pour finir un exemple où il est possible de calculer un

peu plus explicitement ces groupes.

7.5. Soient U/Fq un schéma lisse de dimension n et de compactifica-
tion X/Fq , G»4 lim

K
Gn un groupe de Barsotti-Tate étale s’étendant à une

compactification X/Fq en un groupe de Barsotti-Tate étale GX /X . Soit
D (GX ) le cristal de Dieudonné associé à GX et D (GX )K le F-isocristal con-
vergent sur X/K donné par la construction de [2], 2.4. Comme X/Fq est
propre, ce dernier est en fait surconvergent. On note alors D (G)† le F-
isocristal surconvergent sur U/K obtenu par restriction. Par fonctoriali-
té, celui-ci prolonge D (G) et il s’agit donc d’un F-isocristal unité surcon-
vergent (cf par exemple [30]). Son F-isocristal-unité dual est:

D (G)†SCD (G S )† ,

où G S /U est le groupe de Barsotti-Tate étale, dual de Pontryagin de
G/U .

Notons G * pour le dual de Cartier. Pour montrer l’assertion précé-
dente, il suffit de voir que:

D (GX
S ) CGX 7 OX/W CD (GX*) CD (GX )S ,

les deux premiers isomorphismes résultant de [4], 2 et le dernier de [3],
5.3. On a alors d’après [12], 5.7, une suite exacte longue:

(7 . 5 . 1 )RKH 2n2 i
et , c (U , GQ ) K

KH 2n2 i
rig , c (U , D (G S )† ) K

12F
H 2n2 i

rig , c (U , D (G S )† ) KR

où H 2n2 i
et , c (U , GQ ) 4 lim

J
H 2n2 i

et , c (U , Gn )7Q .

THÉORÈME 7.6. Sous les hypothèses 7.5 et en notant H i
et , c (U , . )* ,

le Qp-espace-vectoriel dual de H i
et , c (U , . ), on a:

H i (U/K , P(D (G)† , n) ) CH 2n2 i11
et , c (U , GQ )* .

Démonstration. Pour montrer l’assertion, il suffit de considérer
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la suite exacte longue duale de 7.5.1 et d’utiliser la dualité de Poincaré
de [30].
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