REND. SEM. MAT. UN1v. PADOVA, Vol. 108 (2002)

Nilpotence, radicaux et structures monoidales.

YVES ANDRE (*) - BRUNO KAHN (%)
avec un appendice de PETER O’SULLIVAN (***)

ABSTRACT - For K a field, a Wedderburn K-linear category is a K-linear category
@ whose radical R is locally nilpotent and such that A := A/R is semi-simple
and remains so after any extension of scalars. We prove existence and unique-
ness results for sections of the projection @ — @, in the vein of the theorems
of Wedderburn. There are two such results: one in the general case and one
when @ has a monoidal structure for which R is a monoidal ideal. The latter
applies notably to Tannakian categories over a field of characteristic zero, and
we get a generalisation of the Jacobson-Morozov theorem: the existence of a
pro-reductive envelope PRed (G) associated to any affine group scheme G over
K (PRed (G,) = SL,, and PRed (G) is infinite-dimensional for any bigger unipo-
tent group). Other applications are given in this paper as well as in the note [1]
on motives.

Introduction.

En algebre non commutative, on rencontre d’abord, par ordre de
complexité croissant, les anneaux semi-simples, puis les anneaux semi-
primaires, c’est-a-dire les extensions d’un anneau semi-simple par un
idéal nilpotent (le radical). Parmi ces derniers, le cas ou 'anneau semi-
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simple est en fait une algebre séparable est particulierement agréable
puisque, d’aprés un théoreme classique de Wedderburn, I'extension par
le radical se scinde.

Par ailleurs, en renversant la tautologie qui identifie tout anneau a
une catégorie additive & un seul objet, on peut considérer les catégories
additives comme des anneaux a plusieurs objets. Ce point de vue, popula-
risé par B. Mitchell et R. Street, permet de s’inspirer largement de 'al-
gébre non commutative dans les questions catégoriques. Comme tous
premiers exemples, on obtient la notion d’idéal, et celle de radical, d'une
catégorie additive.

Suivant ce point de vue, le premier theme de cet article est I'étude
des catégories semi-primaires, extensions d'une catégorie semi-simple
par un idéal vérifiant une condition convenable de nilpotence (cf. défini-
tion 2.3.1), et de 'analogue catégorique du théoréme de Wedderburn. Le
second théme est I'étude du radical en présence d’une structure monoi-
dale. Ces themes se rejoignent dans une version monoidale du théoreme
de Wedderburn (théoréemes 13.2.1 et 15.3.5).

Nous donnons deux applications principales de ces résultats. La pre-
miere est la construction de 'enweloppe pro-réductive PRed (G) d’un
groupe algébrique linéaire quelconque G en caractéristique nulle. Les
représentations indécomposables de G sont en bijection avec les repré-
sentations irréductibles de PRed (G), et ceci caractérise PRed (G) si K est
algébriquement clos (proposition 19.3.4). Le prototype est PRed(G,)
= SL, (théoreme de Jacobson-Morozov). Toutefois, PRed (G) n’est en gé-
néral pas de dimension finie: cela arrive déja pour G = G, X G,. L’exi-
stence méme de PRed (G) n’en implique pas moins une série de résultats
concrets sur les représentations indécomposables des groupes algébri-
ques.

La seconde application concerne la catégorie des motifs purs con-
struits en termes d’'une équivalence adéquate quelconque (fixée) pour les
cycles algébriques. Nous détaillerons ailleurs (voir déja [1]), en nous
contentant dans ce texte de bréves allusions, notamment dans la deuxié-
me partie. Indiquons ici seulement que I'on s’attend a ce qu'une telle ca-
tégorie de motifs soit semi-primaire, de radical compatible a la structure
monoidale (cela découlerait de la conjecture de Beilinson-Murre et des
conjectures standard de Grothendieck); par ailleurs, nous nous appu-
yons dans [1] sur notre version monoidale du théoréeme de Wedderburn
pour construire inconditionnellement les groupes de Galois motiviques.

En fait, 'un des projets directeurs de ce travail a été de séparer net-
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tement ce qui dans la théorie encore largement conjecturale des motifs
purs est de nature purement catégorique, et ce qui est de nature
géométrique.

Décrivons plus en détail les quatre parties de ce travail.

Les deux premiers paragraphes (et 'appendice) contiennent une dis-
cussion des notions catégoriques fondamentales d’idéal, de radical (noté
rad @), semi-simplicité, semi-primarité, etc...

On y introduit la notion de K-catégorie de Wedderburn, qui joue un role
important dans la suite (K étant un corps): en supposant pour simplifier
I'existence de biproduits finis, il s’agit d’une catégorie @ dont les ensem-
bles de morphismes (A, B) sont des K-espaces vectoriels (la composi-
tion étant K-linéaire), telle que les rad (A, A) soient des idéaux nilpo-
tents des algebres d’endomorphismes (A, A), et telle que les K-alge-
bres (A/rad A)(A, A) soient séparables, i.e. absolument semi-simples.

Cette condition de nilpotence est assez faible, et on montre au § 3
qu’on ne peut guere la renforcer sans restreindre considérablement le
champ d’application de la théorie. Dans le cas de catégories de modules,
Panalyse de ces conditions de nilpotence s’avere intimement liée a celle
des carquois d’Auslander-Reiten.

Bien que le radical se comporte «mal» en général par extension des
scalaires, on montre au § 4 que la situation est meilleure dans le cas d’u-
ne K-catégorie de Wedderburn. Cette premiére partie se termine par 1'é-
tude et la comparaison (§ 5) de deux notions d’extensions des scalaires
pour les K-catégories que I'on rencontre dans la littérature.

L’objectif de la seconde partie est d’étudier en détail le radical d’une
catégorie monoidale symétrique rigide (i.e. dont les objets ont des
duaux). Il se trouve qu'il n’est pas compatible a la structure monoidale en
général (un exemple de ce phénomeéne est donné par la catégorie des re-
présentations de GL, en caractéristique p > 0). Nous comparons chemin
faisant le radical au plus grand idéal propre compatible a la structure
monoidale, et analysons le quotient de la catégorie par son radical. Ac-
tions du groupe symétrique, puissances extérieures et symétriques sont
mises en oeuvre dans cette optique. Nous nous sommes largement inspi-
rés du récent travail de Kimura [32] sur les motifs de Chow «de dimen-
sion finie».

On montre que le radical d'une catégorie tannakienne sur un corps de
caractéristique nulle est toujours monoidal, et qu'une telle catégorie est
toujours de Wedderburn. Les théorémes 8.2.2 et 8.2.4 de ce paragraphe,
beaucoup plus généraux, contiennent une version abstraite des résultats
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de Jannsen sur les motifs numériques et de Kimura sur les motifs de
Chow [25, 32]. Une attention particuliere a été portée aux variantes Z/2-
graduées, en vue des applications aux motifs. En particulier, nous faisons
le lien entre la théorie de Kimura [32] et la question de I'algébricité des
projecteurs de Kiinneth pairs (théoreme 9.2.1). Notre résultat le plus
abouti est le théoréme suivant: si on définit une catégorie de Kimura
comme étant une catégorie K-linéaire pseudo-abélienne monoidale
symétrique rigide, o K est un corps de caractéristique zéro, dont tout
objet est de dimension finie au sens de Kimura (voir section 9), on a
(théoréme 9.2.2):

THEOREME 1. Toute catégorie de Kimura @ est de Wedderburn.
Son radical R est monoidal, et la catégorie quotient A/ R est semi-sim-
ple tamnakienne, aprés changement convenable de la contrainte de
commutativité.

La troisieme partie débute sur le rappel d'une version catégorique,
due a Mitchell, de la cohomologie de Hochschild; elle nous sert a prouver
le point a) de 'analogue catégorique suivant du théoréme de Wedder-
burn-Malcev (cf théoremes 12.1.1, 13.2.1 et 15.3.5).

THEOREME 2. a) Soit A une K-catégorie de Wedderburn, et soit
7. A— A/rad (A) le foncteur de projection. Alors m admet une section
fonctorielle. Deux telles sections sont conjuguées.

b) St A est monoidale avec End (1) = K, et si le radical est compati-
ble a la structure monoidale (de sorte que 7 est un foncteur monoidal),
7t admet une section monoidale. Deux telles sections sont conjuguées
par un isomorphisme monoidal.

¢) St enfin A est symétrique, toute section monoidale est symétrique
(c’est-a-dire respecte les tressages) a condition que car K # 2.

La preuve de b), trés technique, se trouve au § 13. Elle utilise aussi la
cohomologie de Hochschild pour I'algebre libre sur les objets de la caté-
gorie. Ainsi, a) repose essentiellement sur le fait qu'une K-algebre sépa-
rable est de dimension 0 (au sens de [11, ch. IX, § 7]), tandis que b) repo-
se sur le fait qu'une K-algébre libre est de dimension 1...

La compatibilité des sections monoidales a des tressages, dont il s’a-
git au point ¢) du théoreme 2, est étudiée en détail au § 15. Elle n’est pas
automatique; toutefois, en caractéristique différente de 2, si le tressage
résiduel est symétrique, son image par toute section monoidale s donne
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lieu & un tressage symétrique canonique sur @, indépendant du choix de
s et qui ne coincide avec le tressage originel que si celui-ci était symétri-
que. Ceci s’applique notamment, en caractéristique zéro, a la quantifica-
tion de Drinfeld-Cartier d’'une catégorie monoidale symétrique munie
d’un tressage infinitésimal (exemple 15.3.6).

Le théoreme 2 s’applique en particulier aux catégories de Kimura, en
vertu du théoreme 1 (¢f. théoréeme 16.1.1).

Au § 14, on confere une structure géométrique aux constructions pré-
cédentes: groupoides pro-unipotents des sections (resp. des sections
monoidales).

La derniére partie explore les conséquences des résultats précédents
en théorie des représentations.

Le § 18 est consacré a 'étude de @/rad (), lorsque A est la catégorie
des représentations d’'un schéma en groupes affine G (par exemple un
groupe algébrique linéaire) sur un corps K de caractéristique nulle. On
peut conclure des résultats précédents que d/rad (@) est équivalente a
catégorie des représentations d'un schéma en groupes pro-réductif
PRed (G) contenant G.

11 est plus technique de rendre cette construction canonique. La que-
stion se simplifie si I'on travaille, comme au § 19, dans la catégorie Gaffy
dont les objets sont les K-groupes affines et les morphismes G — H sont
donnés par les ensembles quotients de Homg(G, H) par la relation d’é-
quivalence ~ telle que f~g sl existe he Hg tel que g=hfh 1. Soit
Gredy la sous-catégorie pleine formée des groupes pro-réductifs. Alors
(¢f. théoréme 19.3.1):

THEOREME 3. Le foncteur dinclusion Gredgx— Gaffy admet un ad-
joint (et quasi-inverse) a gauche: G—P"Red (G).

On en déduit une série de résultats concrets concernant d’'une part la
structure des groupes algébriques, et d’autre part les représentations
indécomposables des groupes algébriques.

L’une de ces applications concerne la notion d’enveloppe réductive
d’un sous-groupe fermé d’'un groupe réductif, i.e. de sous-groupe réduc-
tif intermédiaire minimal. On a (¢f. théoréme 20.1.3)

THEOREME 4. Deux enveloppes réductives de G dans H sont tou-
Jjours conjuguées par un élément de h e H(K) commutant a G.

Dans un paragraphe antérieur, on examine l'avatar non monoidal,
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plus simple, de ces constructions, ce qui méne a la notion d’enveloppe se-
mi-simple d’une algébre profinie (sur un corps parfait). Ces enveloppes
sont intimement liées aux algébres d’Auslander. Nous les calculons dans
le cas des algebres héréditaires de dimension finie.

Enfin, dans un appendice, nous donnons pour mémoire diverses ca-
ractérisations des catégories semi-simples, dont la plupart sont sans
doute bien connues des spécialistes.

Les auteurs se sont beaucoup amusés a écrire cet article, dont 1’éla-
boration s’est révélée jusqu’au bout pleine de rebondissements. Ils crai-
gnent que ce coté ludique n’échappe aux lecteurs. Ils espérent néan-
moins que ceux-ci prendront plaisir a lire '’énoncé de certains théore-
mes.

Post-scriptum. Apres la soumission de cet article, nous avons appris
que Peter J. O’Sullivan avait introduit et étudié les catégories que nous
avons baptisées catégories de Kimura au § 9 de maniere indépendante,
sous le nom de catégories semi-positives. Il a obtenu la plupart des ré-
sultats du § 9, et bien plus, a 'exception toutefois du théoreme de nilpo-
tence 9.1.14. Néanmoins, il a pu utiliser ses résultats pour obtenir une
démonstration du théoreme 2 ci-dessus dans le cas particulier des caté-
gories de Kimura (qu’il faudrait maintenant rebaptiser catégories de Ki-
mura-0’Sullivan), totalement différente de la notre et beaucoup plus
géométrique. Il a ainsi démontré I'existence des enveloppes pro-réducti-
ves de maniere indépendante de notre travail [44].

Par ailleurs, O’Sullivan a apporté une réponse compléte & notre ques-
tion [19.7.2]: voir son appendice dans cet article.

I. RADICAUX ET NILPOTENCE.

L’objectif de cette partie est ’étude des catégories qui sont exten-
sions d’'une catégorie additive semi-simple par un «idéal» (localement)
nilpotent. Comme en algebre non commutative, la notion de radical joue
ici un réle de premier plan. On étudie aussi ce qui lui arrive par extension
des scalaires.

1. Idéaux et radicaux.

Soit K un anneau commutatif unitaire. Pour prévenir les paradoxes
ensemblistes, il est utile de fixer dés a présent un univers U (contenant
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K). Les ensembles d’objets et de fleches d’'une petite catégorie se trou-
vent donc dans U.

1.1. K-catégories, catégories K-linéaires et K-catégories pseudo-abéliennes.

Par K-catégorie, nous entendons une catégorie telle que pour tout
couple d’objets (A, B), les morphismes de A vers B forment un K-module
A(A, B), et que la composition des morphismes soit K-linéaire (pour K
=Z, on dit aussi catégorie pré-additive).

Un K-foncteur entre deux K-catégories est un foncteur K-linéaire
(sur les K-modules de morphismes).

Etant donné deux objets A, A’ € @, un biproduit de (A, A') est un
systeme (C,,t',p,p'), avec Ce, 1€ AA,C), i'e WA',C), p
e AC, A), p'e AC, A"), le tout vérifiant les identités

(1.1 pi=1y, p'i'=1g, ip+i'p =1

Un tel biproduit, s’il existe, est a la fois un produit et un coproduit et
est déterminé a isomorphisme unique preés. On dit que A est K-linéaire
si tout couple (A, A'") d’objets de @ admet un biproduit. Le choix d’un tel
biproduit pour chaque couple d’objets (A, A’) d’une petite catégorie K-
linéaire @ définit alors un K-foncteur @: d X A — @, déterminé a iso-
morphisme naturel unique pres, qui fait de @ une catégorie monoidale
symétrique (I'unité étant I'objet nul).

D’apres une variante de [36, ch. VIII, prop. 4], un foncteur 7: @ — B
entre deux catégories K-linéaires est un K-foncteur si et seulement s’il
transforme un biproduit en un biproduit. Si on s’est donné des biproduits
@ sur @ et B, il existe alors un isomorphisme naturel canonique
ST, T)=To &.

Enfin, une K-catégorie A est pseudo-abélienne si tout projecteur a
un noyau (et une image): pour tout objet Ae @ et tout élément e
e A(A, A) vérifiant e? = e, il existe un objet B e @ et un morphisme f: B
— A tel que f soit un noyau de (0, e). Si (C, ¢g) est un noyau de 1 — ¢, le
morphisme f][]g:B®C—A est alors un isomorphisme.

Toute K-catégorie abélienne est K-linéaire et pseudo-abélienne.

1.1.1. REMARQUE. La terminologie varie suivant les auteurs. Ainsi,
Saavedra [53, 1.0.1.2] appelle catégorie K-linéaire ce que nous appelons
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K-catégorie. De méme, une catégorie pseudo-abélienne est souvent
appelée karoubienne ().
On a les définitions suivantes, étroitement liées aux précédentes:

1.1.2. DEFINITION. Une sous-catégorie pleine B d'une K-catégorie  est

(i) épaisse si elle est stable par facteur directs (représentables
dans @);

(ii) localisante si elle est épaisse et stable par sommes directes
quelconques (représentables dans ().

1.1.3. SORITE. Soient A, B deux K-catégories et T, T' deux K-fon-
cteurs de A vers B. Soit u:T = T' une transformation naturelle.
Alors, pour tout biproduit A@ B dans A, on a

Uagpp = Ug Dug
modulo les isomorphismes naturels TA®B) =TA)PT(B). =

1.2. CoMPLETIONS. Etant donné une K-catégorie (1, on peut former
son enveloppe K-linéaire A% (adjonction de sommes directes finies, cf.
[30, §2]), son enveloppe pseudo-abélienne * (scindage d’idempotents,
cf. [38, § 1, § 11]), et son enveloppe K-linéaire pseudo-abélienne A®% (par-
fois appelée complétion projective, ou de Cauchy, ou de Karoubi...), for-
mant un carré de sous-catégories pleines

a®

(1.2) a a®"

Pour référence, rappelons les constructions de A% et de A%

1.2.1. A@®. Les objets sont des suites finies (4;, 4,, ..., 4,) d’objets de
A, notées A, A, P---DA, [30, §2]. Les morphismes entre A, DA, D
DDA, et A DA, B---DPA,, sont donnés par les matrices dont

() Cette notion n'est pas spécifiquement additive, cf. par exemple [53,
VI4.1.2.1]
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le coefficient d’ordre (i,j) est dans ((A;, A/) (se composant selon
la regle usuelle).

Cette construction est 2-covariante en @: un foncteur 7:d — $B
étant donné, on lui associe foncteur 7'®: A% — R construit sur 7' com-
posante par composante. Il est done «strictement additif» par définition:
I'isomorphisme canonique T®X)®T®(Y)=T®X DY) est lidentité
pour tout couple d’objets (X, Y) de A®. De méme, & une transformation
naturelle % :7T = T' correspond une transformation naturelle u ®:
T®=T'® sur le modeéle du sorite 1.1.3.

1.22. @ Les objets sont les couples (4, ¢) avecAe A etee A(A, A) vé-
rifiant e% = e. Pour un autre tel couple (B, f), on pose

@ ((A, e),(B, ) =fAA, B)ec A(A, B).

Les morphismes se composent de maniére évidente. Cette construc-
tion est également 2-covariante en QA(TY(A, e) = (T(A), T(e)), u& 0
=T'(e) uy T(e)).

1.2.3. Propriétés universelles. Les deux constructions ci-dessus ont
des propriétés universelles. Quitte a introduire des 2-catégories, on peut
les interpréter comme des adjoints & gauche. Soit {K} la 2-catégorie
dont les objets sont les petites K-catégories, les 1-morphismes les K-fon-
cteurs et les 2-morphismes les transformations naturelles. Soient {K}®,
{K}", {K}®" les sous-2-catégories pleines de {K} (mémes 1-morphismes
et mémes 2-morphismes) formées des catégories K-linéaires, pseudo-
abéliennes et K-linéaires pseudo-abéliennes. Alors:

1.2.4. SORITE. a) Pour tout couple de petites K-catégories (Cl, B),
avec B K-linéaire, les foncteurs de restriction

{K}9(@%, ) —{K}a, B)
{K} (@, 8)— {K}(A, B)

sont pleinement fideles et surjectifs. De plus, pour tout T e {K}A, B),
la fibve de T est un groupoide a groupes d’automorphismes tri-
VIQUL.
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b) Pour tout couple de petites K-catégories (A, B), les foncteurs
{K}@, B)— {K}®(%, B9)
{KHQ, B) = {K}(@, 8%

sont pleinement fideéles (mais pas essentiellement surjectifs en géné-
ral). =

(Le fait que les foncteurs considérés en a) ne soient pas bijectifs sur
les objets provient des choix possibles de biproduits et de noyaux.)

1.3. Algebres a plusieurs objets.

Dans cet article, nous adoptons le point de vue de B. Mitchell [38] et
considérons les K-catégories comme des «K-algebres (associatives) a
plusieurs objets».

Suivant ce point de vue, un idéal (bilatére) J d’'une K-catégorie A est
la donnée, pour tout couple d’objets (A, B), d'un sous-K-module de
JA,B)cA, B) tel que pour tout couple de morphismes (f
e (A, A"), ge A(B, B')), on ait gJ(A', B) fcJ(A, B').

On peut alors former la K-catégorie quotient A/J (qui a les mémes
objets que ). Si A = DA;, B = ®B;, alors (A, B) s’identifie canonique-
ment a ®; ;I(A4;, B;)).

1.3.1. EXEMPLE. Si X est un ensemble d’objets de @, stable par bi-
produit, la famille d’ensembles

Jx(A, B) = {fe A(A, B) |f se factorise a travers un objetde X}

est un idéal de d. Le quotient A/J est souvent noté A/X.

On a une notion évidente d’idéal produit (resp. somme, resp. intersec-
tion) de deux idéaux J-J (resp. I+ J, resp. JN J). On prendra toutefois
garde de ne pas confondre les idéaux (:J-§)(A, A) = {> fog, Be ObAA, f
e A(B,A), geQA,B)} et JA,A)JA,A) de la K-algebre
a4, A).

Le noyau d'un K-foncteur est l'idéal KerT de @ formé des morphis-
mes que T annule; T induit une K-équivalence entre le quotient /Ker T
et une sous-catégorie non pleine de .

1.3.2. LEMME. Supposons A K-linéaire. Soient J, J deux idéaux de
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A. Supposons que IA, A)c J(A, A) pour tout objet A de A. Alors
Jc g

DEMONSTRATION. Soient A,Bed. On a QADPB,ADB)
=AQA,ADAA, B)dAB,A)PD A(B, B). En utilisant les injections
de A et B dans A @ B et les projections de A @ B sur A et B, on voit que
A, B)NIADB, A®B) = J(A, B), et de méme pour J. Le lemme en
résulte. ®

Notons K-Mod la catégorie K-linéaire des K-modules.

1.3.3. DEFINITION. Un @d-module (a gauche) est un K-foncteur M : 4
— K-Mod. 11 est dit fini si tous les M(A) sont de type fini sur K.

Les @-modules (resp. les @-modules finis) forment une catégorie
abélienne K-linéaire, notée @A-Mod (%) (resp. @-Modyf). Tout K-foncteur
F:0— &3 induit par composition des K-foncteurs en sens inverse
F*: 8-Mod— AQ-Mod et F*: B-Modf— A-Modf.

Nous aurons aussi besoin de la notion suivante:

1.3.4. DEFINITION. Soit A € . Un A-idéal a gauche de A est la don-
née, pour tout B e @, d'un sous-K-module J(B) de A(A, B), telle que la
famille des J(B) soit stable par composition a gauche.

On a une notion évidente d’idéal & gauche somme (resp. intersection)
de deux idéaux a gauche.

Pour tout A € A, notons 4@ le foncteur B— A(A, B). Ceci définit un
K-foncteur contravariant

Yq: @— A-Mod
AHAGV.

Pour que l'image de Y soit contenue dans @-Modf, il faut et il suffit
que A(A, B) soit un K-module de type fini pour tous A, Be @. De ce
point de vue, un A-idéal a gauche n’est autre qu'un sous-objet de
44.

On a dualement les catégories Mod-A et Modf-A des A-modules a
droite () et des (-modules & droite finis (contravariants), ainsi que les

(®) Notation compatible & la précédente si 'on considére K comme catégorie &
un seul objet.
() C’est celle considérée par Street [57].
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A-idéaux a droite. On a le K-foncteur covariant

aY : A—Mod-A

A—QAQy: B~ A(B, A).

1.3.5. DEFINITION. Un objet X d'une catégorie C est compact si le
foncteur Y C(X, Y) commute aux limites inductives quelconques (re-
présentables dans ©).

Le résultat suivant est bien connu (par exemple [36, II1.2 et IIL.7],
[57]):

1.3.6. PROPOSITION. a) Pour tout Ae @Q et tout M e Mod-A, l’homo-
morphisme

Mod-AQ(AQy4, M) —M(A)
ff(1,)

est byjectif.

b) Le foncteur oY est pleinement fidéle. Un module appartenant a
son image essentielle est dit représentable.

¢) La catégorie Mod-(@ est stable par limites inductives et projecti-
ves quelconques.

d) Tout objet M de Mod-Q est limite inductive d’'objets représenta-
bles.

e) Si A est stable par limites inductives quelconques, le foncteur oY
admet un adjoint & gauche lim: Mod-A — A, qui en est aussi un inver-
se a gauche.

f) Pour tout objet M de Mod-A, les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) M est compact.

(ii)) Pour tout systeme wnductif (N;);c; d’objets de Mod-(@ indexé
par une petite catégorie I, Uhomomorphisme

lim Mod-A(M, N;) —Mod-Q(M, imN;,)

est surjectif.
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(iii) M est facteur dirvect dume somme directe d’objets repré-
sentables (4).
De plus, M est projectif.

Rappelons rapidement la démonstration, pour la commodité du lec-
teur. Dans a) (lemme de Yoneda enrichi), 'application inverse est don-
née par m—(f—>M(f) m). b) en résulte immédiatement. c) est clair, puis-
que K-Mod a la méme propriété: les limites se calculent «argument par
argument».

Pour voir d), on considére la catégorie © dont les objets sont les cou-
ples (A, x) avec Ae A et x e M(A), un morphisme (A4, x) — (B, y) étant
un morphisme fe Q(A, B) tel que M(f)(x) =y: par a), le systeme
inductif

T:C—Mod-A

(A, -%') —> (SLA

s'envoie vers M et on vérifie que im7— M est un isomorphisme.

On déduit e) de d) comme suit: soit M eMod-A. Ecrivons M
= limC,,: on définit alors imM = limA;. On utilise b) pour montrer que
ce foncteur est bien défini et pour vérifier sa propriété d’adjonction.

On déduit également f) de a) et d) comme suit: (iii) = (i) résulte im-
médiatement de a). (i) = (ii) est évident. Pour voir que (ii) = (iii), soit M
un objet vérifiant (ii): écrivons M = li_r)n (y,, ou I est une petite catégorie.

el
Il existe alors un ensemble fini I, d’objets de I tel que l'identité: M — M

se factorise a travers E]? Ag,.
1elp

Enfin, la derniere assertion résulte du lemme A.1.2. =

1.3.7. REMARQUES.

a) On laisse au lecteur le soin d’obtenir les énoncés correspondants
pour @-Mod, en remplacant @ par @

b) On dit qu'un objet M € Mod-Q est de présentation finie si le fon-
cteur y;Mod-@ commute aux limites inductives filtrantes. (Comme il est
additif, il commute alors aussi aux sommes directes quelconques.) On se
gardera de confondre cette notion avec celle d’objet compact, qui est plus
restrictive. On peut montrer que M est de présentation finie si et seule-

(*) Si @ est K-linéaire pseudo-abélienne, cette condition équivaut au fait que
M soit représentable.
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ment §'il s'insére dans une suite exacte
P,—=Py,—>M—0

ou P; et P, sont compacts.
Voici une réciproque de la proposition 1.3.6:

1.3.8. PROPOSITION. Soit A une K-catégorie stable par limites in-
ductives quelconques. Notons e, la sous-catégorie pleine de ses o0b-
Jets compacts. Supposons Ao, dense dans €, cest-a-dire que tout objet
de QA est limite inductive dobjets de Qeomp. Alors le foncteur «de
Yoneda»

A — Mod- Aoy
A—(Ay: C—A(C, A))
est une équivalence de catégories. Enm particulier, @ est abélienne et

stable par limites projectives quelconques.

DEMONSTRATION. La pleine fidélité se démontre comme dans le lem-
me de Yoneda enrichi: si A € @ est limite inductive d’objets compacts C;
et M € Mod-comp, 'homomorphisme

Mod-Qeomp (g, M) — lim M(C;)
f> (f)

ol ¢; est le morphisme C;—A, est un isomorphisme d’inverse
(m;) —(g—>M(g;) m;) pour C e Aeomp et g A(C, A) = lim a(C, C;) écrit
sous la forme ¢;o0g; pour 7 assez grand. On en déduit que, pour
A, Bed,

M0d- Ol (s, ) =Tim A (C;) = lim A(C;, B) = AUA, B).
Pour I'essentielle surjectivité, on utilise le fait que (eomp st dense dans
Mod- Qo d’apres la proposition 1.3.6 d). =
La construction A —Y, n’'est pas 2-fonctorielle en Q. Par contre:

1.3.9. COROLLAIRE (¢f [57, p. 140]). Soit F': A — B un K-foncteur.
Alors F'*: B-Mod— A-Mod est une équivalence de catégories si et seu-
lement si F® est une équivalence de catégories. On dit alors que F est
une équivalence de Morita. =

DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de la proposition
136 f). =m
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1.3.10. LEMME. Soit A € A; notons encore A son image dans A%®, A
et Q%% Alors

a) Il y a bijection entre les A-idéaux o gauche dans A, A%, @ ot
aEBtI.

b) Il y a bijection entre les idéaux (bilatéres) dans A, A%°, @ ot AL

¢) Pour tout idéal 3 de A, notons 3® lidéal correspondant de A°.
Alors on a un isomorphisme canonique A% /3% = (A/9)®.

d) Pour tout idéal § de A, notons o lidéal correspondant de aq'
Alors on a un foncteur canonique pleinement fidele A%/ — (@))% Ce-
st un 1somorphisme si et seulement si les idempotents des algebres

d’endomorphismes (A/3)(A, A) se relévent en des idempotents des alge-
bres d’endomorphismes A(A, A).

DEMONSTRATION. a): Cela résulte immédiatement de l'interprétation
des A-idéaux & gauche comme étant les sous-modules du @-module a
gauche ,A: B~ A(A, B) et du fait que le carré (1.2) induit un carré d’é-
quivalences de catégories (corollaire 1.3.9):

Aa®-Mod
/! N
Aa-Mod A% -Mod .
N /7
A -Mod
b): voir [57, prop. 2]
¢) est immédiat.
d): pour tout couple d’objets (A4, ¢),(4,e’) de (Sl”, on a

@A, e), (A", e )= AA,A")e
et
F(A, e),(A",e))=e A, A )e.

On a donc

F/F((A, e), (A", ) =2 (A/H (A, A) &= A/ (A, 2. (A", 7))

ol ¢ ¢ désignent les images de e et ¢’ modulo J. Le foncteur
(A, e)—(A,e) est donc pleinement fidele. L’hypothése de relevement
des idempotents équivaut a dire qu’il est bijectif sur les objets. =
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1.4. Radical.
On démontre [30] que
rad (Q)(A4, B) =

= {fe A(A, B) |pour tout ge A(B, A), 1, — gf est inversible}
définit un idéal rad (Q) de A.

1.4.1. DEFINITION. Cet idéal s’appelle le radical de A.
Si @ est une K-algébre, vue comme K-catégorie a un seul objet, on re-
trouve une définition du radical de Jacobson.

1.4.2. REMARQUE. Un autre radical a été introduit dans la these de
Gabriel [16] (c’est celui qui est évoqué dans [10]):

rad (1), B)={feQ(4, B)|pour tout geA(B,A), gf est nilpotent}.

On pourrait donc parler de radical de Gabriel et de radical de Kelly
(Ie dernier étant une version catégorique du radical de Jacobson...) On a
évidemment rad’(@)crad (), avec égalité si et seulement si, pour tout A
e d, rad (A)(A, A) est un nilidéal.

La caractérisation suivante de rad’ est parfois utile:

1.4.3. LEMME. Soit H : A — Proj f, un foncteur K-linéaire de Ql vers
la catégorie des L-modules projectifs de type fini, ou L est une K-alge-
bre. Alors, pour (A, B)e A x A, on a

rad' A(A, B)c {fe A(A, B) |VYge A(B, A), trH(gf) =0},

avec égalité si H est fidéle et L est de caractéristique 0.

DEMONSTRATION. L’inclusion c est claire, puisque la trace d'un en-
domorphisme nilpotent est nulle. Pour I'inclusion opposée, soit f un élé-
ment du second membre. Alors, pour tout ge A(B,A) et tout n=1, on a

trH(gf )" =tr H((gf)") = tr((gf)" *gf) =0.

Comme L est de caractéristique 0, cela implique que H(gf) est nilpo-
tent, donc également gf par fidélité. m

1.4.4. PROPOSITION. a) Le radical est le plus grand idéal rad () tel
que rad (A)(A, A) soit contenu (resp. coincide) avec le radical de Jacob-
son de A(A, A) pour tout objet A.
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b) Cest aussi le plus grand idéal de A tel que le foncteur quotient A
— @/rad () soit conservatif, i.e. reflete les isomorphismes. Ce foncteur
refléte aussi rétractions et corétractions (°).

Voir [30, th. 1], [38, § 4], [57, prop. 6]. On voit tout de suite que la no-
tion de radical est auto-duale.

1.4.5. COROLLAIRE. Les radicaux des catégories (1, A%, @ ¢t Q@4 se
correspondent par les bijections du lemme 1.3.10 b).

DEMONSTRATION. Cela découle du point a) de la proposition
144. =

1.4.6. DEFINITION. Soit T : @ — B un K-foncteur entre deux K-caté-
gories. Alors T est dit radiciel si T(rad (1)) crad (B).

1.4.7. LEMME. Si T est plein, il est radiciel. D’autre part, si T est
conservatif, on a T ~'(rad (B)) crad (AQ).

Si T est radiciel et conservatif, on a T ~*(rad (B)) =rad (Q). St T est
méme plein, T(rad(A)) est égal a la restriction de rad(B) a T(A).

DEMONSTRATION. Le premier point découle immédiatement du point
a) de la proposition 1.4.4. Prouvons le second: soit fe A(A, B) tel que
T(f) erad (BX(T(A), T(B)). Alors pour tout ged(B,A), lpa
—1T(g) o T(f) est inversible. Done 14 — g of est inversible puisque T est
conservatif. Prouvons la derniere assertion: 7 radiciel = @
cT 'T(rad (@) cT (rad(B)), et T -conservatif = 7T !(rad(R))
crad (@), dott T ~*(rad (B)) =rad(A). Si T est plein, la derniére asser-
tion en découle. =

1.4.8. Mise en garde. a) Si T est conservatif, I'inclusion 7 ~!(rad (B))
crad (@) devient fausse en général si I'on remplace les radicaux par
leurs puissances n-iemes, 7 >1 (méme si T est pleinement fidele).

b) 11 découle du premier point du lemme que pour tout idéal J de @,
rad (A/J) contient I'image de rad(d) dans A/J (la projection 7:A
— @A/J est un foncteur plein); mais il en est en général distinct si
J¢rad(Q) (exemple: Z—Z/AZ).

(®) Rappelons qu'une rétraction (resp. corétraction) est un morphisme inver-
sible & droite (resp. a gauche); on dit aussi épimorphisme scindé (resp. monomor-
phisme scindé).
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1.4.9. LEMME. Soit A une K-catégorie, et soit S un objet de @ tel que
Aa(S, S) soit un corps (par exemple un objet simple dans un catégorie
abélienne). Soit A un objet quelconque de Q. Alors tout morphisme f
e A(S, A) qui n'est pas dans le radical est une corétraction, et tout
morphisme g e A(A, S) qui n'est pas dans le radical est une rétraction.
St en outre A(S, S) = K, alors

rad (A)(S, A) = {fe A(S, A), Yge A(A, S), gof=0}.

DEMONSTRATION. Par définition du radical, il existe ke A(A, S) tel
que 1g — hf ne soit pas inversible dans A(S, S). Comme A(S, S) est un
corps, ceci entraine que 1g= hf. Pour g on raisonne dualement.

Prouvons la derniére assertion. Tout fe A(S, A) tel que gof= 0 pour
tout ge A(A4, S) n’est pas une corétraction, done appartient au radical.
Réciproquement, si ferad(Q)(S, A), alors, par définition, I'élément 1
— g of de K est inversible, c’est-a-dire non nul, pour tout g € (A4, S) par
définition. Comme g peut étre multiplié par toute constante de K, ceci
entraine gof=0. =

2. Catégories de Wedderburn.
Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps.
2.1. Catégories semi-simples.

2.1.1. DEFINITION. Une K-catégorie est dite semi-simple si tout -
module & gauche est semi-simple.

Cette notion est manifestement Morita-invariante. En particulier, el-
le est stable par passage & A°, ', A%*. Elle a 6té étudiée dans [35], [38,
§ 4] et [57] (®). Pour la commodité du lecteur, nous avons donné en ap-
pendice un exposé des nombreuses caractérisations des catégories semi-
simples, et quelques contre-exemples. Nous en extrayons la proposition
suivante:

2.1.2. PROPOSITION. Soit A une (petite) catégorie K-linéaire. Les
conditions suivantes sont équivalentes:
a) A est semi-simple,

(®) Prendre garde & la terminologie: les notions de semi-simplicité utilisées
dans [35] et dans [57] sont plus faibles.
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b) rad(A) =0 et pour tout Ae A, A(A, A) est un anneau arti-
nien,

c) pour tout objet A, A(A, A) est une K-algebre semi-simple O.

Sous ces conditions, A est abélienne si et seulement si elle est
pseudo-abélienne.

En particulier, la notion de semi-simplicité est auto-duale, et stable
par quotient par tout idéal. Voir [38, §4] ou lappendice de ce
travail.

En particulier, si 4 est semi-simple (non nécessairement K-linéaire
ni pseudo-abélienne), on a Exti (M, N) =0 pour tout couple (M, N) de
(-modules et tout 7 > 0.

2.1.3. LEMME. Toute sous-catégorie pleine B dune K-catégorie se-
mi-simple A est semi-simple. De plus, si A et B sont K-linéaires pseu-
do-abéliennes, il existe une unique sous-catégorie pleine C de QA telle
que A = BIIC (¢f. définition A.2.2¢)).

DEMONSTRATION. Par invariance de Morita, on se ramene immédia-
tement au cas ou A et B sont K-linéaires pseudo-abéliennes. La premie-
re assertion résulte alors de la caractérisation c) de la proposition 2.1.2.
Pour voir la deuxieme, notons S(@) (resp. S(B)) 'ensemble des classes
d’isomorphismes (types) d’objets simples de A (resp. de B). 1l est clair
que les objets de B sont les sommes directes d’objets simples de type ap-
partenant & B. La catégorie C est alors la catégorie des sommes directes
d’objets simples de @ de type appartenant & S(A) —S(B). =

2.1.4. Mise en garde. Dans le lemme 2.1.3, si @ est monoidale et si B est
une sous-catégorie monoidale de @, il n’est pas vrai en général que C soit
monoidale.

Le lemme suivant est & mettre en regard de 1.4.8b.

2.1.5. LEMME. Soit A une K-catégorie telle que A/rad (A) soit semi-
simple. Pour tout idéal 3, le radical de A/J est l'image de rad (Q) dans
asd.

(") Selon la terminologie de Bourbaki [5]; selon la terminologie anglo-saxon-
ne, on dirait plutét «semisimple artinian», ¢f. [51].
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DEMONSTRATION. Le point est linclusion rad(A/J) c A/rad (Q) + 4.
Il découle de ce que le foncteur de projection A/J— A/rad(Q) + J
est plein, donc radiciel, et de ce que le radical de d/rad(A)+ J est
nul puisque c’est une catégorie semi-simple (comme quotient de
A/rad(@)). =

Voici enfin deux compléments au lemme 2.1.3, qui montrent que la
structure des catégories semi-simples est «triviale»:

2.1.6. PROPOSITION. Soit A une petite catégorie abélienne semai-sim-
ple, ou K est un corps commutatif. Notons S(A) (resp 1(A), C(A)) l'en-
semble des classes d’isomorphismes d’objets simples de @ (resp. len-
semble des idéaux de @, l'ensemble des sous-catégories strictement
épaisses de A, c'est-a-dire strictement pleines et stables par somme di-
recte et facteur direct). Considérons les applications suivantes:

- SC:C(A)—S(A): B+—S(B).

- CS:8(Q) = C(Q): X—>{®S;|S;eX}.

- IC:C(Q)—=1(A): B+ d4 (cf. exemple 1.3.1).

- 8I:1(A)—=8(Q): 3—{SeS() |1se J}.

Alors SC, CS, IC et SI sont bijectives, SC et CS sont inverses l'une de
Vautre, SIoIC =SC et CSoSI=1C L

DEMONSTRATION. Le fait que SCoCS = Id est évident. Si B e C(A),
on a CS o SC(RB) ¢ B parce que B est K-linéaire, avec égalité parce que B
est pseudo-abélienne. De plus, SIoIC(B) = {S|1s se factorise a travers
un objet de B} contient clairement S(B). Réciproquement, pour un S
eSI-IC(B), il existe a:S—X et b:X—S tels que ba =1z Soit S’
= a(S): restreignant b 4 S’, on se raméne au cas ol X est simple. Ceci
montre que S e S(B) puisque B est strictement pleine.

Il reste a montrer que ICoCSoSI = Id. Pour Jel, ICoCS o SI(J) est
l'idéal des morphismes qui se factorisent a travers un objet de la forme
@3S;, ot les S; sont simples et tels que 1g, € J pour tout 7. Cet idéal est évi-
demment contenu dans J. Réciproquement, soit fe J: écrivons f comme
somme directe d'un morphisme nul et d’'un isomorphisme u (lemme
A.2.13). Alors u e 4. Si S est un facteur simple de la source de u, 15 se fac-
torise a travers u, donc 1ged. =

2.1.7. PROPOSITION. Soit J un idéal de Q. Alors:

(1) Le foncteur de projection m: A — A/ est essentiellement sur-
jectif (i.e. A/J est pseudo-abélienne).
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2) ® a une section v, qui en est un adjoint a gauche et a
droite.

(8) Posons B =CSoSI%). Alors on a A = B[]i(A/).

(4) La suite

0= Ky (B) = Ko (D) = K (A/) =0

est exacte scindée.

DEMONSTRATION. Pour tout Ae @, J(A, A) est un idéal bilatere
de la K-algebre semi-simple (A, A); 'homomorphisme d’anneaux
AA, A)— A(A, A)/3A, A) = A/I(x(A), n(A)) a donc une unique sec-
tion s4. En particulier, tout idempotent de A/3(w(A), w(A)) se releve
dans A(A, A), ce qui prouve 1). De méme, on construit 2) a I'aide des sy;
ses propriétés sont immédiates. 3) en résulte grace a la proposition pré-
cédente, et 4) résulte de 3). =

2.2. Catégories séparables.

2.2.1. PROPOSITION. Soit A une K-algebre (associative unitaire). Les
conditions sutvantes sont équivalentes:

(1) A est un A-bimodule projectif.
(2) Toute dérivation de A vers un bimodule est intérieure.

(3) A est de dimension finie sur K, est semi-simple, et le reste
apres toute extension des scalaires.

(4) A est semi-simple, et le reste aprés toute extension des
scalaires.

(5) A est de dimension finie sur K, sans radical, et le reste aprés
toute extenston des scalaires.

(6) L'algebre A°QgA est semi-simple.

Pour 1 < 2, voir [13, 4]. Pour 1 < 3 < 4, on renvoie 3 [11, ch. IX,
th. 7.10]. Pour 4 < 5, voir [5, 7.5, cor.]. Pour 1 < 6, voir [11, ch. IX|
th. 7.9].

En particulier, 'hypothése de finitude dans [11, ch. IX, th. 7.10] n’est
pas nécessaire. Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons 'argu-
ment de [13, 4] qui montre que 1 = dimgzA < . Soit s une section de
lapplication de multiplication A ®xA—A, comme homomorphisme de

A-bimodules. Ecrivons s(1) = > x; ®y;, avec n minimal; en particulier,
1
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les y; sont linéairement indépendants sur K, donc séparés par les formes
n
K-linéaires sur A. Notons I le K-espace de dimension finie > Kx;C A.

1
Alors I est un idéal & gauche de A: en effet, pour tout ae A, on a as(1)
=s(1) a, dou Zaxia*(yi) = Exia*(yia) pour tout a* e Homg(A, K),
et le résultat. En outre, 'action de A par multiplication a gauche sur I est
fidele du fait que Xa;4;,=1. Par conséquent, A s'injecte dans
Endg(l). =

2.2.2. DEFINITION. Une K-algebre A est dite séparable (ou absolu-
ment semi-simple) si elle vérifie les conditions de la proposition
2.2.1.

2.2.3. REMARQUE. Nous nous écartons ici légerement de la termino-
logie de Bourbaki [5, 7.5], pour qui une algebre est séparable si elle est
sans radical et le reste apres toute extension des scalaires. Dans le cas
commutatif, on dit d’ailleurs plutot étale que séparable.

2.24. LEMME. 3.8. Toute algebre de dimension finie sans radical
sur un corps parfait K est séparable.

DEMONSTRATION. Voir [5, 7.5, 7.6]. =

2.2.5. LEMME. Le produit tensoriel de deux K-algebres séparables
est séparable.

DEMONSTRATION. Voir [11, ch. IX, prop. 74]. =

2.2.6. DEFINITION. Une catégorie K-linéaire @ est dite séparable (ou
absolument semi-simple) si la catégorie A, qui s’en déduit () en tenso-
risant les morphismes par L est semi-simple pour toute extension
L/K.

La notion de catégorie séparable est Morita-invariante (cf. proposi-
tion 2.1.2), auto-duale, et stable par passage au quotient par un idéal.

D’apres le théoréeme A.3.1, on en a les autres caractérisations
suivantes:

— (si A est K-linéaire) Pour tout objet A e A, A(A, A) est une K-alge-
bre séparable.

() Voir la définition 5.1.1 ci-dessous pour plus de détails.
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— La catégorie enveloppante (°) @°= Q° Kz est semi-simple.

2.2.7. PROPOSITION. St K est parfait, une K-catégorie A est sépara-
ble si et seulement si elle est semi-simple et dimgA(A, B) < o pour tout
couple d’objets (A, B).

DEMONSTRATION. Cela résulte du lemme 2.2.4. =
2.3. Catégories semi-primaires.

2.3.1. DEFINITION. Une K-catégorie ( est semi-primaire si

(i) pour tout objet Ae d, le radical rad(Ad(A, A)) est nilpo-
tent;

(ii)) A/rad(A) est semi-simple.

2.3.2. REMARQUES.

a) Dans le cas d’'une catégorie & un seul objet, on retrouve une notion
connue en algebre non commutative sous le nom d’«anneau semi-primai-
re» [51] (1%). Ainsi une catégorie K-linéaire est semi-primaire si et seule-
ment si tous ses anneaux d’endomorphismes sont semi-primaires.

b) Cette notion est auto-duale.

¢) Une catégorie K-linéaire pseudo-abélienne semi-primaire n’est
pas nécessairement abélienne (exemple: la catégorie des modules pro-
jectifs de type fini sur une K-algébre artinienne non semi-simple).

d) La condition (i) entraine que les radicaux de Kelly et de Gabriel
coincident.

L’un des aspects classiques des anneaux semi-primaires est la pro-

priété de relevement des idempotents modulo le radical, qui suit du lem-
me classique suivant

2.3.3. LEMME (cf. [51, 1.1.28]). Soit N un wil-idéal dun anneau A.
Alors tout idempotent de A/N se releve en un idempotent de A. ™

2.3.4. PROPOSITION. a) St @ est semi-primaire, il en est de méme de
A/ pour tout idéal 3, et le radical de A/J est Uimage du radical de Q.
b) Supposons A semi-primaire. Alors A/rad (A) est pseudo-abélien-

(®) Voir le §11.1 ci-dessous pour plus de détails.
(1% Ces anneaux sont caractérisés par l'existence d’'une borne uniforme pour
la longueur de toute chaine décroissante de modules cycliques, cf. [51, 2.7.7].
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ne st et seulement si @ lest (et méme abélienne st A est K-linéaire).
Plus généralement, le foncteur canonique (cf. lemme 1.3.10 d))

@ /rad (@) — (A/rad (Q))° est un isomorphisme.

¢) La notion de K-catégorie semi-primaire est Morita-invariante.
En particulier, si Q est semi-primaire, alors A%, @ A% 1 sont (et
réciproquement).

d) Si Q est K-linéaire et st A(A, A) est un anneau artinien pour
tout A e d, alors A est semi-primaire.

e) St A est semi-primaire, B est semi-simple et T : A — B est un K-
Sfoncteur plein, alors il existe une unique factorisation de T en un K-
foncteur plein T: A/rad (Q) — B.

f) St A est semi-primaire et pseudo-abélienne, et T : A — B est un
K-foncteur radiciel qui n’envoie aucun objet non nul de @ sur l'objet
nul de B, alors T est conservatif.

DEMONSTRATION. a) Cela résulte aisément du lemme 2.1.5.

b) suit des lemmes 1.3.10 d) et 2.3.3 (et du fait qu'une catégorie K-li-
néaire pseudo-abélienne semi-simple est abélienne, ¢f. A.2.10).

¢) Pour l'invariance par équivalence de Morita, il s’agit d’apres le co-
rollaire 1.3.9 de voir que (@ est semi-primaire si et seulement si A%" Test.
D’apres le corollaire 1.4.5, la trace sur @ du radical de A%" est le radical
de d. Il suit de ceci, du lemme 1.3.10 d) et du lemme 2.1.3 que A est semi-
primaire si A®% Test.

Supposons réciproquement (1 semi-primaire. Le point b) entraine
que @ Pest. On peut donc supposer @ pseudo-abélienne. En vertu du
lemme 1.3.10 c¢), il suffit de voir que si les radicaux de Q®(4, A) et
A®(B, B) sont nilpotents, il en est de méme du radical de
A®*(A®B, A®B).

Supposons donc que R(A, A)" = R(B, B)" =0, et montrons qu’alors
RAGB, A@B)" "2 =(. Par additivité, on se raméne a supposer que
le composé de toute chaine de N =2n + 2 morphismes f; (1=1, ..., N)
composables appartenant a R(A, A), R(A, B), R(B, A) ou R(B, B) est
nul.

Considérons par exemple une chaine partant de A et aboutissant en
A. La composition correspondante appartient a un produit de la
forme

RA, Ay R(B, A) R(B, BY"*R(A, B) R(A, A)" ...

o RA,A)R(B, A) R(B, B)"sR(A, B) R(A, A)™
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avee my + - + My 41+ 1y + -+ 1, + 2k + 1 =N. Ce produit est contenu
dans R(A, A)*, avec a=m, + - +my .+ k. Dautre part, le produit
intermédiaire

R(B, B)Y*R(A, B) R(A, A)"™ ... R(A, A" R(B, A) R(B, B)"

est contenu dans R(B, B)’, avec b=mn; + - +mn,+k—1. On a donc a
=m ou b = n et le morphisme composé est nul. Les autres cas se traitent
de la méme maniére.

d) Un raisonnement analogue a celui fait dans le cas des anneaux
montre que, pour toute @, le radical de A /rad () est réduit & 0. En parti-
culier, pour tout objet A de @, la K-algebre (Ad/rad (A))(A, A) est semi-
simple. Comme @ est supposée K-linéaire, on conclut par la proposition
2.1.2 que A est semi-simple.

e) suit de la premiére assertion du lemme 1.4.7.

f) Le K-foncteur radiciel 7' induit un K-foncteur

T:(A/rad (@)% — (B/rad(B))®.

Tout comme 7', T n’envoie aucun objet non nul de (QA/rad (@))® sur
I'objet nul de (B/rad (B))®. D’autre part, (A/rad (A))® est abélienne se-
mi-simple puisque @ est semi-primaire pseudo-abélienne (utiliser le
point b) ci-dessus). I1 en découle que T est conservatif (lemme A.2.14), et
il en est de méme de T par 1.44 b. =

2.3.5. PROPOSITION. Soit @ une catégorie abélienne dont tout objet
est de longueur finie. Alors Q est semi-primaire.

DEMONSTRATION. Le plus court est d’envoyer @ par un foncteur plei-
nement fidéle dans une catégorie de modules (théoréme de plongement
de Freyd-Mitchell). Dans le cas d'une catégorie de modules, 'assertion
revient a ceci: 'anneau d’endomorphismes de tout module M de lon-
gueur finie est semi-primaire. Ce résultat, qui repose sur le lemme de
Fitting, est bien connu, ¢f [51, 2.9.10] (la longueur du module est une
borne pour I'échelon de nilpotence du radical). m

2.4. Catégories de Wedderburn.

2.4.1 DEFINITION. Une K-catégorie (1 est dite de Wedderburn si

(i) pour tout objet Ae d, le radical rad(A(A, A)) est nilpo-
tent;
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(') @Q/rad (@) est une K-catégorie séparable.

2.4.2. Mise en garde. Il est clair qu'une K-catégorie de Wedderburn
est semi-primaire. Nous verrons en 4.1.4 qu’elle le reste apres toute
extension des scalaires. La réciproque est évidemment fausse au moins
quand K est imparfait, comme le montre 'exemple de la K-catégorie a un
seul objet donné par une extension finie inséparable de K.

2.4.3. REMARQUE. Dans le cas d’'un seul objet, les algebres corre-
spondantes sont celles auxquelles s’appliquent le théoreme de scindage
de Wedderburn dont il sera question au § 12, d’oti la terminologie. Nous
les appellerons algebres de Wedderburn.

2.4.4. PROPOSITION. a) La notion de K-catégorie de Wedderburn est
stable par passage au quotient par un idéal.

b) La notion de K-catégorie de Wedderburn est Morita-invariante.
En particulier, si A est de Wedderburn, alors A%, @ %" ¢ sont (et
réciproquement).

¢) Si K est parfait et st A(A, B) est de dimension finie sur K pour
tout couple (A, B) e Ob(Q), alors A est de Wedderburn. En particulier,
toute catégorie tannakienne sur K est de Wedderburn.

DEMONSTRATION. a) découle de 2.3.4 a): si A est de Wedderburn,
@/ est semi-primaire, et le quotient par son radical (qui n’est autre que
I'image du radical de ) est séparable, en tant que quotient de
A/rad (Q).

b) On sait déja que A%, A&, A% sont semi-primaires. I1 est alors facile
de conclure, compte-tenu de ce que, par le lemme 1.3.10 et la proposition
234 b), le quotient de A®" par son radical est isomorphe 2
(A/rad (Q))®",

c¢) Il revient au méme de dire que toute algebre d’endomorphismes de
A% est de dimension finie. D’apres le point d) de la proposition 2.3.4, on
voit que @%, done @, est semi-primaire. On conclut par le fait que toute
algebre de dimension finie sur un corps parfait est séparable. =

3. Radical infini et nilpotence renforcée.

3.1. Le radical infini.

Soit @ une K-catégorie.
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3.1.1. DEFINITION. Le radical infini de @ est lidéal rad”(A)
= ﬂlrad"’((il).

n=

Cet idéal intervient dans diverses questions, e.g. dans la théorie du
type de représentation des K-algebres de dimension finie (pour @ = A-
Modf), et en liaison avec les conjectures de Bloch-Beilinson-Murre sur
les motifs (pour A = la catégorie des motifs de Grothendieck pour I'équi-
valence rationnelle — motifs «de Chow» — & coefficients dans K, cf.
7.1.8)

3.1.2. LEMME. St T : Q@ — B est un K-foncteur radiciel entre K-caté-
gories, alors T(rad®(A)) c rad® (B).

C’est clair. =

3.1.3. DEFINITION. Une K-catégorie @ est dite strictement semi-pri-
maire (resp. strictement de Wedderburn) si

(i") pour tout couple d’objets (A, B), il existe un entier n > 0 tel
que (rad (@))"(A, B) =0;

(") A/rad (@) est une K-catégorie semi-simple (resp. séparable).

Il est clair qu’une catégorie strictement semi-primaire (resp. stricte-
ment de Wedderburn) est semi-primaire (resp. de Wedderburn) et que
son radical infini est nul. La réciproque est vraie si tous les anneaux
d’endomorphismes sont artiniens.

Par ailleurs, il est clair qu'une catégorie semi-primaire n’ayant qu'un
nombre fini d’objets est strictement semi-primaire.

3.1.4. CONTRE-EXEMPLE. Considérons la catégorie @ suivante:

- 0b(AQ) = E, ou E est un ensemble ordonné dense quelconque (den-
se signifie qu’entre deux éléments distinets on peut toujours en trouver
un troisieme distinct);

- A(x, y) =K si x <y, 0 sinon,
la composition étant induite par la multiplication dans K. On a alors

K six<y
(rad A)(x, y) = {

0 sinon.

Ainsi (rad Q)(x, ) =0 pour tout x, donc @ est semi-primaire. Mais
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si x<y, (rad A)(«x, y) = (rad A)"(x, y) pour tout » >0 (grice a la
densité de £). On a donec rad”(@) =rad (@Q) #0.

Si E' est un groupe commutatif ordonné, il est facile de munir @ d’une
structure monoidale symétrique rigide. Quitte & passer & A*" on peut
méme construire un exemple K-linéaire pseudo-abélien (mais non
abélien).

3.2. Cas des catégories de modules.

Prenons a présent pour @ la catégorie des modules de type fini sur
une algebre A de dimension finie sur un corps K. Dans ce cas, le théore-
me d’existence des suites d’Auslander-Reiten montre que le radical R de
A-Modf est engendré (& droite ou & gauche) par les morphismes dits irré-
ductibles (i.e. dans R \ R?), ¢f. [56] ou [31] pour plus de précisions. Ce
point, et I'analyse détaillée des carquois d’Auslander-Reiten, sont a la
base du résultat suivant, qui lie le type de représentation de A au radical
infini R”.

3.2.1. THEOREME ([56], [31]) @) A est de type de représentation fini
(i.e. il ny a quun nombre fini de classes d’isomorphismes d’indécom-
posables dans A-Modf) < R” =0 < In tel que K" =0.

b) (Supposons K algébriquement clos (1)) A est de type de représen-
tation mfini sauvage < R n'est pas nilpotent.

Un cas intermédiaire est celui de l'algébre F,[(Z/2Z)*] (de type de
représentation infini modéré); R est non nul mais nilpotent.

Un exemple standard d’algebre de type de représentation infini sau-
vage est donné par le quotient de K[T;, T,] par le cube de I'idéal maxi-
mal, ou méme par lidéal (T2, T, T2, T3) (Drozd, cf. [17], [43], [50, 1]); il
s’ensuit que A-Modf n’est pas strictement semi-primaire.

Nous verrons plus loin qu'une catégorie tannakienne algébrique sur
un corps de caractéristique nulle n’est pas nécessairement strictement
semi-primaire.

Tout ceci indique que la notion de catégorie strictement semi-primai-
re est beaucoup trop restrictive pour nos besoins, et motive notre choix
de traiter systématiquement des catégories semi-primaires (ou de
Wedderburn).

(*Y) 11 est probable que cette hypothése, qui figure dans [31], peut étre affai-
blie en: K parfait.
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3.2.2. REMARQUE. Un exemple remarquable de catégorie strictement
de Wedderburn devrait étre fourni par la catégorie des motifs purs pour
une équivalence adéquate quelconque; cet exemple conjectural est brie-
vement discuté en 6.3.1 ci-dessous.

4. Radical et extension des scalaires.

4.1. Tl est connu que le radical d’'une algébre se comporte «mal» par
extension des scalaires en général, ¢f. [5], [51]. La situation s’améliore
toutefois dans le cas «de Wedderburn».

4.1.1. PROPOSITION. 1) Soit L/K une extension de corps. Soit A une
K-algebre de Wedderburn, i.e. rad (A) est nilpotent et A/rad (A) est sépa-
rable. Alors

a) rad (A®xL)NA=rad(4),

b) rad (A) ®x L =rad (A QxL),

¢) AQRxL est de Wedderbuirn.

2) Si A ®g L est semi-primaire et si rad (A Qg L) crad (A) Qx L pour
toute extension L/K, alors A est de Wedderburn.

DEMONSTRATION. 1) Il est clair que rad (A) @ L est un idéal nilpo-
tent de A ®x L, donc contenu dans rad (A ®x L). D’autre part A/rad (A)
est séparable, donc aussi (A/rad (A)) ®x L = (A Qx L)/(rad (A) @k L). En
particulier, cette derniere est semi-simple, done rad(A) ®xL contient
rad (A Qg L). D’ou b) et c¢). Le point a) en découle immédiatement.

2) Supposons A QgL semi-primaire pour toute extension L/K. En
particulier rad (A) est nilpotent, done rad (A ®x L) >rad (A) Q¢ L, et on a
finalement égalité compte tenu de IT'hypothese. Il suit que
(A/rad (A)) QgL = (A Qg L)/rad (A QL) est semi-simple pour toute
extension L/K, donc que A/rad(A) est séparable. Ainsi A est de
Wedderburn. =

4.1.2. REMARQUE. La condition que rad (A ®xL)crad(A) QgL est
nécessaire: si K est imparfait, toute extension finie inséparable A/K non
triviale fournit un exemple de K-algébre «absolument semi-primaire»
mais pas de Wedderburn.

Si A est une K-catégorie, notons d;, la L-catégorie qui s’en déduit en
tensorisant les morphismes par L.
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4.1.3. Mise en garde. Si @ est pseudo-abélienne, il n’en est pas de méme
de @;, en général (*). Si @ est abélienne, il n’en est pas de méme de (A, )
en général. Un contre-exemple est fourni par la catégorie des représen-
tations de dimension finie de G, X G, (¢f fin du § 19.)

4.1.4. COROLLAIRE. Soit A une catégorie de Wedderburn. Alors,
pour toute extension L/K, Q; est de Wedderburn. De plus

(i) rad(d;) =rad(Q) QL.
(ii)) Le foncteur d’extension des scalaires A — (;, est radiciel.
(iii) Le carré

a —— CIL

l l

A/rad (@) — A/rad(d;)

est naturellement cocartésien: le foncteur mnaturel @Ap/rad(d;,)
— (A/rad (Q));, est une équivalence de catégories. ™

4.1.5. THEOREME. Soient K un corps, L une extension de K, V un L-
espace wvectoriel de dimension finie, et A wune sous-K-algebre de
End; (V). On suppose que, pour tout a €A, le polynome caractéristique
de a dans V est a coefficients dans K. Alors

a) Le radical R de A est nilpotent d’échelon <n =dim V.

b) Si K est infini, A/R est semi-simple, produit d’au plus n compo-
sants simples. Si de plus K est parfait, A/R est séparable.

¢) Supposons K infini et parfait. Alors le radical de la sous-L-alge-
bre AL de End; (V) engendrée par A est RL,on a RLNA =R, et U'appli-
cation canonique (A/R)QxL —AL/RL est bijective.

DEMONSTRATION. a) D’apres [5, § 11, ex. 1 a)], R est a priort un nil-
idéal. Montrons méme que tout u € R vérifie " = 0. Pour cela, il suffit de
voir que les valeurs propres de u dans V sont toutes nulles. Supposons le
contraire et soit 4 # 0 une telle valeur propre. Comme 1 est algébrique
sur K, il existe un polynéme @ € K[T7] tel que AQ(1) = 1. Mais 1 — uQ(u)
est inversible, donc 1 — AQ(4) est inversible, contradiction.

Comme I'image de R dans End; (V) est un semi-groupe multiplicatif

(!2) Voir § 5 ci-dessous pour plus de détails.
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formé d’éléments nilpotents, un théoréme de N. Jacobson permet
de conclure que R est nilpotent d’échelon < dim V, c¢f. [51, 2.6.30].

b) Cela résulte de [5, §11, ex. 1 d)].

¢) Notons provisoirement R;, le radical de AL. D’aprés la proposition
4.1.1 b), on a rad(A®gL) =R QgL, donc 'hnomomorphisme surjectif
A QgL — AL induit un homomorphisme surjectif (A/R) QxL — AL/R;,.
Comme A/R est séparable et R nilpotent, le théoreme de Wedderburn
(¢f. théoreme 12.1.1 ci-dessous, dans le cas d’'un seul objet) permet de re-
lever A/R dans A. Notons ce relevé B, et soit K' le centre d’'un facteur
simple de B: K' est une extension finie de K. Soit ¥ un élément primitif
de K': comme le polynéme caractéristique de x opérant sur V est a coef-
ficients dans K, c’est nécessairement une puissance du polynéme carac-
téristique de x opérant sur K'. Ceci implique que la surjection K’ ®x L
— K' L est bijective, et donc que B ®x L — BL est bijective. Il en résulte
que A/R ®x L — AL/R;, est bijective, d’oti 'on déduit R;, = RL. Enfin, (R;,
NA=)RLNA=R découle immédiatement de la nilpotence de
R =

4.1.6. REMARQUES. a) L’hypothese que K est parfait n’est pas super-
flue dans b) et ¢). On obtient un contre-exemple en prenant pour A = L
une extension finie inséparable de K, V =L QgL avec la structure gau-
che de L-espace, et A < End; (V) donné par I—(l; @l ®ly).

b) Si 'on suppose que V= @V, est un L-espace vectoriel gradué et
que A est une sous-algébre de [ End(V;), la borne sur I'échelon de nil-
potence n de R dans le point a) du théoreme 4.1.5 se raffine en: n
< max dim V; (méme démonstration).

c¢) Le point a) du théoreme 4.1.5 reste valable si on remplace ’hypo-
theése que pour tout a e A, le polynéme caractéristique de a est & coeffi-
cients dans K par: K est de cardinal strictement supérieur a dimgzA, cf.
[5, no. 12, ex. 16].

4.1.7. COROLLAIRE. Soient K un corps parfait infini, L une exten-
sion de K, @ une catégorie K-linéaive et H : A — Vecy, un K-foncteur fi-
dele de A vers la catégorie des L-espaces vectoriels de dimension finie.
On suppose que, pour tout endomorphisme ae A(A, A), le polyndéme
caractéristique de H(a) est a coefficients dans K. Alors

a) A est une K-catégorie de Wedderburn.

b) Soit HA)L la sous-catégorie (mon pleine) L-linéaire de Vecy
engendrée par H(A): les objets de H(A)L sont les objets de H(A)
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et, pour deux tels objets X,Y, (HQ) L)X,Y)=HWQX,Y)) L.
Alors:

1) rad (H(Q) L) =rad (H(Q))L.

1) rad (H@Q)L) N H(A) =rad (H(A)).

11) Le foncteur A/rad (), — H(AQ)L/rad (H(Q) L) induit par H est
une équivalence de catégories.

En particulier, H(A)L est une L-catégorie de Wedderburn. m

4.1.8. REMARQUE. La conclusion a) vaut encore si, au lieu d’'un L et
d’un H, on a une famille finie d’extensions de corps L;/L et une famille fi-
dele de foncteurs H;: Q@ —Vec,, et si I'on suppose que pour tout a
e A(A, A), le polyndéme caractéristique de H;(a) est a coefficients dans
K. En effet, plongeant les L; dans un corps commun L, et posant H(A)
= EiBHi(A)(X)LiL, on se rameéne au cas du corollaire.

4.1.9. EXEMPLE. Comme nous le verrons en 8.2.1, le corollaire précé-
dent s’applique notamment au cas des catégories tannakiennes sur un
corps de caractéristique nulle.

5. Extensions des scalaires naive et non naive.

Dans ce paragraphe, K est un corps commutatif. Nous allons compa-
rer 'extension des scalaires «naive» étudiée dans le paragraphe précé-
dent & une extension des scalaires plus sophistiquée, due a Saavedra,
dont nous aurons besoin dans les paragraphes 17 et 19.

5.1. Deux types d’extensions des scalaires.

5.1.1. DEFINITION. Soient @ une K-catégorie et L une K-algebre
(commutative unitaire).

a) La catégorie (; a pour objets les objets de d; si A, Be d;,
Ar(A, B) =L ®xA(A, B). On appelle d;, 'extension des scalaires naive
de A de K a L.

b) On note A,y = Repx (L, Q) la catégorie des K-représentations de L
dans ¢l: un objet de (1, est un couple (4, o), o A € (1 et ¢ est un homo-
morphisme de K-algébres unitaires L— AQ(A, A); un morphisme
f:(A,0)— (A", 0') est un élément de (A, A') commutant a o et o'.
On appelle A, extension des scalaires & la Saavedra de A de K a L (cf.
[63, I1.1.5]).
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5.1.2. LEMME. a) La K-structure de (g, s'enrichit en une L-struc-
ture par la loi

A =0"(A) f=fod)

pour AeL et fe Ay ((4, 0),(A", 0")).
b) Si A est additive (resp. pseudo-abélienne, abélienne, stable par li-
mites inductives quelconques), il en est de méme de Ay,. ™M

5.1.3. REMARQUES.

a) Pour que cette construction soit raisonnable, il faut que @ soit «as-
sez grosse» ou que L soit «assez petit». Par exemple, si A(A, A) est de
K-dimension finie pour tout objet A, alors ¢l;,) = 0 des que L est un corps
infini contenant K.

b) Si A est semi-simple, il ne suit pas que d;, le soit: prendre pour
L/K une extension finie inséparable de corps, et pour @ la K-catégorie a
un objet L (ou, si on préfere Vec;). C’est toutefois le cas (trivialement) si
L est une extension infinie de K, car dans ce cas ¢, =0 (voir a))

¢) Soit @ = Repg’ G la Ind-catégorie attachée a la catégorie RepyxG
des K-représentations de dimension finie d'un K-groupe affine. Alors
A, s'identifie canoniquement & Rep;” (G), ¢f. [53, II1.1]. Méme remar-
que avec Repg(G) quand L/K est finie.

d) Soit A une K-catégorie quelconque. Alors (Mod-A);, s’identifie a
la catégorie des K-foncteurs de @ vers Mod-L. Cette derniére s’identifie
canoniquement a Mod-{;, via I'extension des scalaires naive. D’apres la
proposition 1.3.6 f), les objets compacts de cette catégorie s’identifient a
(@)%,

5.2. Sur Uextension des scalaires a la Saavedra.

Notre but est de comparer @, & . On a un «foncteur fibre»
évident

(51) iy, (fl(L)—>(ﬁl

qui est fidéle et conservatif, commutant aux limites projectives et induc-
tives quelconques, exact si (1 est abélienne.

La premiere chose a faire est de définir un foncteur en sens inverse,
de A vers (. Ce n'est possible que sous des hypothéses restricti-
ves.
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5.2.1. LEMME (¢f. [53, prop. I11.1.5.1.1]). a) Soient Ae A et Ve Veck.
Le foncteur

B—Homg(V, A(A, B))
est représentable dans les cas suivants:
(1) A est K-linéaire et dimgV < oo,

(i) A est stable par limites inductives quelconques.

On note un représentant V®gA.

b) La construction (V, A)—VQgA est bifonctorielle et bilinéaire.
Si W est un autre K-espace vectoriel, on a un isomorphisme canoni-
que

WRk(VRgA) = (WRkV)RxA

pourvy que les deux membres aient un sens. (Nous nous autoriserons
de la canonicité de cet isomorphisme pour passer sous silence tout tel
parenthésage.)

c) Si A est K-linéaire et que dimgV < o, alors pour tout Be A, le
Sfoncteur

A AVQkA, B)

est représentable par V* QxB, o V* est le dual de V. =

Soient A, Be d et VeVeck. Supposons que les objets V®xA et
V&g B soient définis. L’homomorphisme de fonctorialité

A, B) > A(VRgA, VQygB) =Homg(V, A(A, VQxB))
fournit un autre homomorphisme
(5.2) V®xA(A, B)— A(A, VQkB).
5.2.2. LEMME. L’homomorphisme (5.2) est un isomorphisme dans
les cas suivants:
(i) dimgV < oo;
(ii) A est compact (i.e. le foncteur B— A(A, B) commute aux limi-

tes inductives quelconques).

DEMONSTRATION. (i) Ecrire V= K" et se ramener a n = 1 par additi-
vité. (ii) passer a la limite sur (i). =
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5.2.3. HYPOTHESES. A partir de maintenant, on suppose que @ est ad-
ditive (c’est-a-dire K-linéaire). On se donne une K-algebre L (commutati-
ve unitaire). On suppose:

- soit que dimgL < oo}
— soit que A est stable par limites inductives quelconques.

5.2.4. LEMME. Sous les hypotheses 5.2.3,

a) La donwnée dune représentation o : L— A(A, A) comme dans la
définition 5.1.1 b) équivaut & la donnée dun morphisme o' : L ®gA
— A tel que le diagramme

LOxL A 2% LegA

M@ll/ Qvl/
v

LA —> A,

ou uj, est la multiplication de L, soit commutatif.
b) Le morphisme

v urL®1
QA:L®KL®KAHL®KA

vérifie la condition de a), donc définit une représentation canonique
04: L> AL RA, L&A). =

Sous les hypotheses 5.2.3, le lemme 5.2.4 définit un K-foncteur
(5.3) a— Ay,
A—(L®kA, 04).

5.2.5. LEMME ([53, 11.1.5.2]). Le foncteur (5.3) est adjoint a gauche
au foncteur w g, de (5.1). Il envoie objet compact de QA sur objet compact
de (fl(L).

(La seconde assertion provient du fait que w; commute aux limites
inductives quelconques.) ®

Le lemme 5.1.2 b) montre que le foncteur (5.3) s’étend alors en un
L-foncteur

(5.4) EL: (ﬂL% CI(L).

5.3. Comparatson de Ay, et .
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5.3.1. Proposition. Soient A, B deux objets de A. Si dimgxL = o,
supposons que A soit compact. Alors Uhomomorphisme

L®xA(A, B)— Q) (L ®A, L QkB)

est bijectif. Em particulier, £, est pleinement fidele si dimg L < oo, et sa
restriction & la sous-catégorie pleine des objets compacts de @, est plei-
nement fidele en général (et prend ses valeurs dans les objets compacts
de A,y dapres le lemme 5.2.5).

DEMONSTRATION. Cela résulte des lemmes 5.2.2 et 5.25. &

5.3.2. THEOREME. Le foncteur

E‘};: ((i'L)tI d a(L)

mduit par Z;, est une équivalence de catégories pour toute K-catégorie
A pseudo-abélienne st et seulement si L est une K-algebre étale. Dans
ce cas, ZY, induit une équivalence de catégories sur les sous-catégories
pleines formées des objets compacts.

DEMONSTRATION. Vu la proposition 5.3.1, le foncteur =% est une
équivalence de catégories si et seulement s’il est essentiellement surjec-
tif. D’autre part, d’aprés la proposition 3, L est étale sur K si et seule-
ment si le L-bimodule L est projectif.

1) Supposons d’abord L projectif sur L ®xL. La suite exacte de
L-bimodules 0— Keru—L QxL LL—0 est scindée; on note s un
scindage.

Dire que Z% est essentiellement surjectif est dire que tout objet B
dans (,, est facteur direct de L ®xA pour un objet A de (1 convenable
(comme = est pleinement fidele, lexpression «facteur direct» n'est pas
ambigiie). Nous allons montrer que A = w ;,(B) convient, ce qui montrera
du méme coup la seconde assertion.

Notons ¢, T’homomorphisme de L-algebres L —L QgL donné
par [—~1®I[. Dans ¢y, on a un isomorphisme L Qyw(B)=
=(LQkL)®,,,B, et un morphisme u®;15:(LOxL)®;, B—L&,, B=
= B dont s ®;, 1 est une section. Ceci montre bien que B est facteur di-
rect de L Q@ w 1, (B).

2) Supposons maintenant que L ne soit pas L Qg L-projectif. Pour ob-
tenir un contre-exemple, prenons @ = Vec;, (vue comme K-catégorie abé-
lienne): Ay, est la catégorie des (L ®x L)-modules finis. Alors L, vu com-
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me objet de (), n'est pas facteur direct d’un objet de la forme L @V, V
e 0b(A), puisqu'un tel objet est un (L ®xL)-module libre. =

5.3.3. EXEMPLE. Prenons pour @ la catégorie RepxG des K-repré-
sentations de dimension finie d'un K-groupe affine. On note comme ci-
dessus Repg G la Ind-catégorie attachée a @, de sorte qu’on a une équi-
valence naturelle (monoidale) (Repg G),, = Rep;” G,. En outre, si L/K
est (finie) séparable, elle induit une équivalence naturelle (monoidale)
entre objets compacts (Repx G),,) = Rep;, Gy, et aussi (en vertu du théo-
réme ci-dessus) = (RepxG)}.

II. RADICAL ET RIGIDITE.

L’objectif de cette partie est I’étude du radical &R en présence d’une
structure monoidale sur . Il s’avére que la question de la compatibilité
du radical & la structure monoidale est fort délicate, et n’a pas toujours
une réponse positive. Nous comparons chemin faisant R au plus grand
idéal propre N compatible a la structure monoidale, et analysons le quo-
tient A/R.

Pour simplifier, on suppose @ stricte (la contrainte d’associativité et
les contraintes d’unité sont l'identité).

6. Généralités.

6.1. Idéaux monoidaux, duau.

Soit K un anneau commutatif unitaire, et soit ({1, ¢ ) une K-catégorie
monoidale.

6.1.1. DEFINITION. Un idéal ' de A est dit monoidal (*%) s'il est stable
par les transformations 1;e — et — el; pour tout objet C de d.

6.1.2. LEMME. @) St [ est monoidal, il est stable par produit monoi-

dal a gauche et a droite par un morphisme arbitraire. En particulier,
on a une structure monoidale induite sur le quotient Q/J.

(3) Jannsen [26] dit plutdt tensoriel.
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b) La notion didéal monoidal est stable par somme, intersection,
produit.

DEMONSTRATION. a) Soient fe J(A, B) et ge A(C, D). On a alors g e f
=(gelg)o(lpgef)e J(CeA, DeB). On raisonne de méme pour les pro-
duits a droite.

b) est immédiat. =

Rappelons qu’un objet A d’une catégorie monoidale @ admet un dual
(& droite) 8'il existe un objet AY € @ et des morphismes d’évaluation

e: AeAY —1
et de coévaluation
Na:1—A" oA
tels que les composés
laena eqoly

A —> AeAV oA —> A
AV nAolAVAV .A.AV 14v QSAAV

soient égaux a l'identité. Le triplet (A, £ 4, 174) est déterminé & isomor-
phisme unique pres.

11 en résulte que le foncteur — e AV est adjoint & gauche au foncteur
— oA et que le foncteur AY o — est adjoint & droite au foncteur Ae —.
Plus précisément, pour tous objets B, C de , 'homomorphisme
composé

1pv e — (4 e1p)*
A(AeB, C) s A(AY e AeB, AV «C) 22" A(B, AY « ()

est un isomorphisme, d’inverse le composé

eq010)x

AB, A" «0) 5 AAeB, Ae A’ «0) " A4 B, )

et de méme pour l'autre adjonction (cf. e.g. [9, 1]).
Si A et B ont pour duaux & droite AY et B, alors A e B a pour dual 3
droite

(AeB)" =BY o A"
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avec
(6.1) SA.BZEAO(]-A.((:B.IAV)'

On définit de maniére duale la notion de dual & gauche YA. Si A ad-
met un dual & droite et un dual & gauche, on a (YA)" =V (4Y) =A. En
général, YA et A" ne coincident pas.

6.1.3. DEFINITION. On dit que (A, o) est rigide si tout objet a un dual
a droite et est un dual a droite (ou de maniere équivalente, si tout objet a
un dual & droite et un dual & gauche).

6.1.4. SORITE. Si @ est rigide, il en est de méme de A%, A% ot de Q"

(notations du §1). Il en est ausst de méme du quotient de A par tout
idéal monoidal. ™

Soient A et B deux objets de d, A ayant un dual a droite. Par adjon-
ction, on a un isomorphisme canonique de K-modules:

Lap: A(1, AY «B)=A(A, B)

(6.2) tap(@) = (g4 01p) o (1 0¢),
d’inverse
(6.3) Lab(f) =Ly of)om 4.

Si B a aussi un dual a droite, la composition de deux morphismes f
e A(A, B) et ge A(B, C) peut se calculer comme suit («composition des
correspondances»):

(6.4) gof=tac((Lyy eepelp)tapfoiptg))

Appliquant ¢ 3¢, cette formule fondamentale exprime la commutativi-
té du diagramme
Prova schema in tabulazione

na 14V oef

1 — AV A — A'B = A'B
WIB\L 1AVA'778\L 1AVB'778\L ‘
B'B n4a*1gVp AYABY B 14V ecpelp AYBB'Y B 14V ecpelp AYB

1pv 'gl/ 14V 4BV °Q\L 14V BBV 'gl/ 14V 'gl/

BVC naelgVe AVABVC 14V ofelpV AV BBVC 14V eepelp Av C
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On a aussi les variantes
(6.5) gotap(P) =tac((1yv 0g) o)
(6.6) tpe(P)of =tac((epelp) o(folp o0)o(1y 09))

qui se lisent sur le méme diagramme.
Si A, B ont des duaux a droite et que fe A(A, B), on définit (loc. cit.)
le transposé f* (ou dual & droite) de f comme étant le composé

nael

67) B'=1eB"2 5AYeAeB oAV eBeB LAV e1=4",

ce qui s’écrit aussi

(6.8) ft: (]_AV .EB)O(LZé(f).lBV)y
et on a alors la formule
(6.9) (g =f"og".

On a de méme une notion de transposé f & gauche, et ('f)' ='(f*) = f.
En général, 'f et f* ne coincident pas.

On suppose désormais que A est rigide.
6.1.5. LEMME. Tout tdéal monoidal J vérifie
JA, B) =145(J(1, A" o B))
et
(A, B)) = §(B', AY).

DEMONSTRATION. La premiere formule découle des formules (6.2),
(6.3). Pour la seconde,

(A, B) = (1 ee5) o (1, AY e B)elp)C

C(lyeep)oJ(BY,AY «BeB")Cc Y(B",A").

L’analogue pour les duaux a gauche de ces deux formules conduit &
‘(y(C, D)) = 4(YD,"C). En posant B="C, A="D (ce qui est loisible
puisque A est rigide), et en appliquant ‘, on obtient finalement I'inclusion
opposée J(BY, AY)c (J(4A, B). =
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On a une réciproque partielle du lemme 6.1.5 (mais voir aussi
le lemme 6.2.1 dans le cas symétrique):

6.1.6. LEMME. Soit J un 1-idéal a gauche de A (définition 1.3.4). La
SJormule

S*NA, B) = 145(J(AY «B))

définit un idéal de A contenant J. Cet idéal est monoidal & gauche
(stable par produit e a gauche).

DEMONSTRATION. Soit g € A(B, C) un morphisme. En utilisant la for-
mule (6.5), on calcule

9o 3N A, B) =gotsp(JHAY ¢B)) = 140((1av ¢g) = H(AY ¢ B)) C

Ciac(HAY «0) = (4, O).

La stabilité par composition a droite se démontre de méme en utili-
sant (6.6).
Enfin, soit C' un objet de @. Observons que 'homomorphisme

lce —: A(A, B)—= AQ(CeA, CeB)
n’est autre que
fotcea, copl(la omc o lp) ot g4 (f)]
ot n¢: 1—=C" oC est la coévaluation. On a done

1o 5(A, B) = tcus, copl(lyy o170 15) o (H(AY o B)) C

Cleea, con(HAY oCY o« CoB)) = 5*/(CoA, CoB).
On conclut en appliquant (la moitié du) lemme 6.1.2. =

6.2. Le cas symétrique.

On suppose désormais que @ (qui rappelons-le, est supposée rigide)
est munie d’un tressage symétrique R (une contrainte de commutativité,
dans le langage de Saavedra). On renvoie a 15.1 pour plus de détails sur
les tressages.
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Sous cette hypothése, YA =AY (duaux 3 droite et 3 gauche coinci-
dent), et on a

(6.10) €AV:£AORAV,A’nAv:RAV,AOnA,Avv:A,

(6.11) =1,  (f=f

On a aussi l'identité
(6.12) tev,ov(Rov cop) =to c(@)

(en effet, par (6.8) et (6.3), 'image par L5$, ¢v du membre de droite s’écrit
(1gveep)o(pelyv), tandis que celle du membre de gauche s’écrit
(ecvelev)o(lov e(Rev co@)) = ((ecoRev o) olev)o(lov 0 9), et Té-
galité des deux membres s’ensuit par permutation des facteurs C".)

Par ailleurs, si A, B,C,D sont quatre objets de @ et ¢
e d(1,AY eB), e A(1, C" e D), on a la formule

(6.13) ta,5(@)otcp(Y) =tseC,BeD((Ba o« B, CV ¢1p)o(@pey)).

Le lemme suivant compléte 6.1.6.

6.2.1. LEMME. Soit J un 1-idéal a gauche de A (définition 1.3.4). La
Sformule

S*NA, B) = 145(KAY «B))

définit un idéal monoidal 5*’; c’est le plus petit idéal monoidal de A
contenant J.

DEMONSTRATION. On a vu que J®’ est un idéal contenant &, stable
par produit & gauche. Par tressage, on a aussi J®’(A4, B)el,
c I*)(AeC, Be(C) pour trois objets A, B, C. La deuxiéme assertion est
immédiate compte tenu du lemme 6.1.5. =

6.3. Interprétation.

Pour expliciter le sens des lemmes 6.1.5 et 6.2.1, notons:
— G Tensemble des 1-idéaux a gauche de d;

— I ’ensemble des idéaux [bilateres] de @;

— T Pensemble des idéaux [bilatéres] monoidaux de A.
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Ces trois ensembles sont ordonnés par inclusion. On a le diagramme
suivant d’applications croissantes:

)
T =2 1
J
N rs
G

N

oll

— 1 associe a un idéal monoidal I'idéal sous-jacent;

— 7 associe a un idéal le plus petit idéal monoidal le contenant;

— r associe a un idéal le 1-idéal a gauche sous-jacent (#(J)(A)
= J(1, A));

— t associe a un 1-idéal a gauche J I'idéal monoidal

J®) construit dans le lemme 6.2.1.

On a évidemment ji = Id. Le lemme 6.1.5 dit que ¢ri = Id, tandis que
le lemme 6.2.1 dit que rit = Id. En particulier, les applications t et ri
sont des bijections inverses l'une de l'autre. D’autre part, soit Jel.
Comme j(J) contient 7(J), on a j(J) > tr (), et j(5) = tr(J) si et seulement si
tr(J) > d.

Par abus de notation, on écrira encore J*’ pour tr(J) si Jel.

Par ailleurs, les ensembles G, I, T sont munis d’opérations internes
«somme», «intersection». Il est clair que les applications i, t,  respec-
tent ces opérations.

Le cas du produit est plus intéressant. A priori, seuls I et T sont mu-
nis d’'une opération «produit» évidente. On peut alors munir G dun tel
produit en posant: J-J := ri(¢(J)-1(f)) (en formule:

(6.14) (3-9)(B) = % Lag(HAY e B)) o J(A).

Les applications 1, ¢, r respectent alors aussi le produit. On a aussi la
formule
(6.15) - NB) = .A% BIm(J(A) e J(A')— A, B))
qui montre que le produit des idéaux monoidaux (dans le cas rigide) est
symétrique.

Pour A’ =AY e Betu=¢4 o1g, le terme du second membre de (6.15)
s'écrit en effet (g4 e 13) o (J(A) @ H(AY e B)), qui coincide d’aprés (6.6)
avec le terme courant du second membre de (6.14) (donc avec
(J-)(B)). Réciproquement, J(A) e J(A")c (t(H)-t(I))(AeA") puisque ()
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et t(J) sont des idéaux monoidaux, d’ou il découle que le second membre
de (6.15) est contenu dans (J-J)(B).

6.3.1. EXEMPLE. Si @ est la catégorie monoidale des motifs de Gro-
thendieck pour I'équivalence rationnelle (motifs ’de Chow’) a coefficients
dans K et si K est un corps, il y a bijection entre les idéaux monoidaux de
A et les relations d’équivalence adéquates sur les cycles algébriques a
coefficients dans K.

11 est plus facile de décrire la bijection entre 1-idéaux a gauche de @
et relations d’équivalence adéquates (cf. [4][26]). Soit J un tel 1-idéal, c’e-
st-a-dire la donnée d’une famille de sous-groupes J(M) de A1, M)
stable par I'action a gauche des correspondances, ou M décrit les objets
de @. Pour le motif M dune variété X tordu m fois a la Tate, on a
a, M) =CH™(X)g, donc J définit une relation d’équivalence adéqua-
te. Inversement, toute relation d’équivalence adéquate définit un 1-idéal
a gauche de la catégorie des correspondances de Chow (non effectives),
et on vérifie que les 1-idéaux a gauche de cette catégorie sont en corre-
spondance bijective avec ceux de son enveloppe pseudo-abélienne .

On déduit de (6.14) la formule pour le produit de relations d’équiva-
lence adéquates (correspondant au produit d’idéaux, et noté * dans loc.
cit.).

7. Traces.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que (A, o) est K-linéaire mo-
noidale rigide, symétrique, et que End(1) = K (en revanche, on ne sup-
pose pas @ abélienne).

7.1. Traces et idéal N.

Rappelons que la trace d’'un endomorphisme ke A(C, C) est I'élé-
ment tr(h) e K = End (1) défini par

ecoRev coligt(h):1—-1,

oll £¢: CeCY —1 est I'évaluation. Dans la situation symétrique dans la-
quelle nous nous placons, la formule s’écrit aussi

(7.1) tr(h) = ecv o(tgh(h))

La dimension (ou rang) de l'objet A est la trace de 14.
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Soient fe A(A, B) et ge A(B, A). Des formules (6.1) et (6.4), on dé-
duit que

tr(gof) =ea(ly ecpel)tapfotpig) =€apo(tapfeotprg)

d’ou

(1.2) tr(gof) =tr(fog)

et, en appliquant (6.7)

(7.3) tr(gof) = Gapf) otpag (=tr((apf) otpig)).

En appliquant (6.12), on obtient aussi I'identité
tr(h') =tr(h).

Voici une autre formule utile (cf. [14, 7.2]: si f et g sont des endomor-
phismes de A et B, on a

(7.4) tr(feg) =tr(f) tr(g).

Introduisons a présent l'idéal N, protagoniste principal de ce
paragraphe.

7.1.1. LEMME. La formule
N, B)={feQ(A, B), Vge A(B, A), tr(gof) =0}
définit un idéal monoidal de A (*). On a

N(A, B) = 145{fe A1, A" «B),¥ge AAY «B, 1), gof=01}.

DEMONSTRATION. La stabilité par composition a gauche est claire et
la stabilité par composition a droite s’en déduit en vertu de la formule
(7.2). 11 suffit alors de prouver la seconde assertion, qui dit que N = N(*.
C’est immédiat a partir de la formule (7.3). =

7.1.2. EXEMPLE. Dans le cas de I'exemple 6.3.1 (motifs), 'idéal mo-
noidal N correspond & I'équivalence numérique des cycles algébri-
ques.

(1) Dans [10] cet idéal apparait, dans le cadre plus général (tressage non né-
cessairement symétrique) des tortils ou catégories enrubannées, sous le nom d’i-
déal des morphismes négligeables.
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7.1.3. LEMME. On suppose que K est un corps. Soit fi, ..., [,
e A(A, A) une famille de n éléments linéairement indépendants modu-
lo N(A,A). Alors (fi,...,f.) correspond a wune corétraction
1"c5>AY o A.

DEMONSTRATION. La donnée des f; fournit un morphisme 1"
— A" oA (de i-me composante ¢4 (f;)). Remarquons que, par défini-
tion de N, la trace induit une forme bilinéaire (symétrique) non
dégénérée

A(A, A)/NA, A) x A(A, A)/NA, A)—K.

Il existe donc des éléments gy, ..., g, de A(A, A) tels que tr(g; of;)
= 0;; (symbole de Kronecker). Le morphisme composé

v RpV A, ., RAY g Vg & s @
(AY e A)" " —= (AeAV) —> 1"
est un inverse 3 gauche de 1" < A" ¢ A. Réciproquement, toute corétrac-
tion comme dans I'énoncé s’obtient clairement ainsi. ®

7.1.4. PROPOSITION. On suppose que K est un corps. Soit A un caté-
gorie K-linéaire monoidale symétrique rigide, avec K = End(1). On no-
te R son radical. Alors

a) N=R®): NA,B)=1,3(R(1, A" «B)) pour tout couple
(A, B).

b) N est le plus grand idéal monoidal distinct de Q.

¢) Soit § un idéal monoidal distinct de A. St A/ est semi-simple,
alors = N.

DEMONSTRATION. @) Que N soit distinet de @ se voit sur le couple
(1, 1). Pour 'égalité N = R'*), il 'agit de voir que pour tout objet A,
N1, A) = R(A, A). Cest bien le cas, car d’apres le lemme 1.4.9,

KA, A)={fed@, A), Vge A(A, 1),gof=0}.

b) Prouvons que tout idéal monoidal J distinet de @ est contenu dans
N: il suffit de faire voir que pour tout objet A4, J(1, A) c N(1, A), c’est-a-
dire que pour tout fe J(1, A) et tout ge A(A4, 1), gof=0e K. Si tel n’é-
tait pas le cas, on pourrait supposer gof=1, donc 1€ (1, 1), dou
Ja, A) =A@, A). Par ailleurs, N(1, 1) =0, donc N # .

¢) Si A/ est semi-simple, alors R c . Donc R‘*) =N est contenu
dans ()= . On a linclusion opposée d’apres ). ™
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7.1.5. COROLLAIRE. L’déal N ne dépend pas du choix du tressage
(symétrique) R. m

7.1.6. PROPOSITION. Sous les mémes hypothéses, les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

i RoWN,
(ii) le foncteur de projection A — @A/N est conservatif,

(ili) pour tous objets A, B de A, lidentification

Lap: (51(1, AV .B) %G(A, B)
mduit une inclusion
R(A, B)>R(1, AY «B).

En outre, R est un idéal monoidal st et seulement si R = N.

DEMONSTRATION. (i) < (ii) résulte de 1.4.4 b); (i) < (iii) n’est autre
qu'une reformulation de la proposition 7.1.4 a). La derniére assertion
suit de ce que N = R (ou de (i) < (iii)). =

7.1.7. COROLLAIRE. St @ est semi-simple, N=0. St R=N, R=0.

En effet, la premiére (resp. deuxiéme) affirmation résulte de la pro-
position 7.1.4 (resp. 7.1.4 et 7.1.6) compte tenu de ce que le radical d'une
catégorie semi-simple est nul (resp. de ce que 0 est un idéal monoi-
dal). =

7.1.8. EXEMPLE. Revenons & l'exemple de la catégorie monoidale
symétrique rigide @ des motifs de Chow a coefficients rationnels. Des
conjectures tres fortes dues a A. Beilinson [2] et de J. Murre [41] (qui
sont en fait équivalentes, cf. [26]) prédisent I'existence d’un filtration fi-
nie fonctorielle sur les objets de @. Chaque cran de la filtration est sup-
posé provenir d’'une équivalence adéquate, donc définit un idéal monoi-
dal F'?. D’apres [26], il résulterait de ces conjectures et des conjectures
standard que F'? est la puissance p-iéme de l'idéal F'! (correspondant 2
'équivalence homologique) et que F! = N. La finitude conjecturale de la
filtration a pour conséquence que Flc R, done F1= R =N (R est mo-
noidal), et implique alors: @ est strictement de Wedderburn (noter que
R = NF?=0). Ces propriétés se transferent aux catégories de motifs
purs pour une équivalence adéquate quelconque.
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Cet exemple conjectural est I'une des principales sources d’inspira-
tion de ce travail.

7.1.9. REMARQUE. La compatibilité de N vis-a-vis de 'extension des
scalaires (naive) ne pose pas de probleme (contrairement a celle du radi-
cal R, c¢f §3.) Cest prouvé dans [10, 1.4.1], dans un contexte beaucoup
plus large.

7.2. Traces et puissances extérieures.

Cette partie est inspirée par [14, 7.2] et par le récent travail de Kimu-
ra ([32], voir aussi [21]). Ici la symétrie du tressage est essentielle.

Soit 7 un entier > 0. On fait opérer le groupe symétrique &, sur A *”
au moyen du tressage [symétrique!] R, en écrivant tout élément o de S,
comme produit de transpositions de la forme (¢ 7 + 1) (le résultat ne dé-
pend pas de cette écriture, cf. [14, 7.2]). Plus généralement, si 4,, ..., A4,
ed et fe©,, on a un isomorphisme bien déterminé

ﬂ :Al ® .A'n_)Aﬁ(l) ® OAﬁ(m

covariant en f. Si By, ..., B, sont d’autres objets, pour toute famille f;
e A(4;, B;), on a
(7.5) Bo(fie-ofy)=fsa)® " ofsm)op.

On a aussi les formules suivantes qui nous seront utiles
(T:6)  Lagy ooy, Agry o odg (B LB op) =
=po LAje0d,, Ao .An(fp) °f !
(7.7 € Al oo Agly) © BB = E4) e 04y
ot (871, B) désigne la «permutation»
Al o 0A) eA 00 A, A 0 0Al) e Ay e e Ay,

Cas particulier de (7.5): soit 0 e S, et supposons que B; = A, pour
tout 7. On peut alors considérer I'endomorphisme suivant de A; e ---0 A,
(¢f. [14, 7.2]):

F=0"1o(fie ofy)

Nous nous proposons de calculer la trace de F.
Ecrivons o comme produit de cycles disjoints o000, et soit I,
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c{1, ..., n} le support de ;. Pour tout ¢ e I, on peut considérer 'endo-
morphisme de A;

Fk,i :fo”f’l(i) o Ofo(i) Ofi

ot I = |I; | estlalongueur du cycle 0. D’apres (7.2), la trace tr(F} ;) ne
dépend pas du choix de %: notons-la .

7.2.1. PROPOSITION. On a
P
tr(F) = [1¢,.
k=1

DEMONSTRATION. Soit S ©,,. D’apres (7.5) et (7.2), on a
t?”(ﬂ()'_lﬁ_l O(f}j(l) ® - .fﬁ(ﬂ))) — tT(ﬂOO_l O(fI PR .fn) Oﬁ_l) =
:tfy'(o'_lo(f'l.....fn)).

Cette formule permet de se ramener au cas ot les I, forment une par-
tition croissante de {1, ..., n}:

Li={l+ 4l +1, ., ++1}
et ol, de plus, pour tout k, o, est le cycle «croissant»
op=U+ -+l _1+1, ., L+ +1).

Posant alors
Fro=0p"o(fiysry ,+190t50f, i)

une itération de la formule (7.4) donne

p
tr(F) = k]jl tr(F},).

Ceci rameéne la démonstration de la proposition 7.2.1 au cas oi1 o est la
permutation cyclique de {1, ..., n}. Par itération de la formule (6.4), et
compte tenu de (6.1) et (6.13), on trouve

(7.8) Lz‘_hlAl(fn oofy) =
=(lay @cy,...06, oly) O(t;hlAzfl o 'LZ:Alfn) =

=(lay o€/ o e A olAl)o(ngl. oA, eA;, Ay °An°A1F)'
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En appliquant ¢ 4v «aux deux facteurs extrémes A" et A» (ce qui fait
sens grace au tressage), on obtient

(1.9)  tr(fuoofi) =enragrerany Wageen,ony, dyeren, on ) =
T €4 04 004’ (nglo el 0A),Aye e, oAlF) =

=eaaear(Ualeaa, ayeen,(o(fioof))=tr(oo(fie-ef,))

(cf aussi [14, 7.2]). =

7.2.2. COROLLAIRE. Supposons A;=--=A,=A et fi=-=f,=Ff
Alors

P
tr(F) = 1 tr(fh.
k=1
En particulier, pour f=1, on a tr(c) =dimA)". =

Dans la suite de ce paragraphe (jusqu'a 7.3), on suppose que ( est
pseudo-abélienne.

7.2.3. DEFINITION. Soit 7 un entier naturel tel que n! soit inversible
dans K, et soit A e d. La puissance extérieure n-ieme A" A de A est l'i-
mage du projecteur d’antisymétrisation sur A *"

1
(7.10) a, = — Z sgn(o) o.
De méme, la puissance symétrique n-ieme S™ A d’un objet A de @ est I'i-
. e 1
mage du projecteur de symétrisation s, = — >, o

n. e,

Ces constructions sont fonctorielles en A.

7.2.4. PROPOSITION (¢f. [14, 7.2]). Soit A un objet de A, et soit f un en-
domorphisme de A. Alors on a

1 p
tr(A"(f) = = 2, sgn(o) L1 tr(f°
n. k=1

ce®,

o, pour tout o€ S,, Iy, ..., 1, sont les longueurs des cycles disjoints
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constitutant o. En particulier, si d=dim A, la dimension de A"A
est

(d) _dd-1).(d-n+1)

!
n n!

De méme, on a

1 p
tr(8"(f) =— 2 [lur(fh
Nn. oeG, k=1

dim $"(4) =

n n!

d+n—1)_ dd+1)..(d+n—-1)

DEMONSTRATION. La premiére assertion résulte directement du co-
rollaire 7.2.2. La seconde résulte du cas particulier f=1 et de l'identité
bien connue

n

d\ 1
( )= = > sgn(o) d*@
n! oes,

ol a(o) est le nombre de cycles intervenant dans o. Les assertions pour
les puissances symétriques se démontrent de méme. =

7.2.5. COROLLAIRE. Sous les hypothéses de la proposition 7.24,
a) tr(f°") sexprime comme un polyndme universel en les tr(A'(f))

pour 1 =1, ..., n a coefficients dans Z[1/n!].
b) On a
(7.11) tr(A"(1,+1)) = 20157”(/12'}‘).

DEMONSTRATION. a) Posons t; = tr(f° i): le second membre de la pro-
position 7.2.4 est donc un pogynéme universel en les t;. On remarque que

t, intervient dans le terme [] tr(f°%) si et seulement si o est un cycle de
k=1

longueur 7, et qu’alors ce terme est égal a t,. Tous ces cycles ont la mé-
me signature (—1)" !, et ils sont au nombre de (n — 1)!. Ainsi, le second
membre de la proposition est un polynéme du premier degré en t,, et le
coefficient de ¢, est égal & (—1)" " !/n. L’assertion en résulte, par récur-
rence sur n.

b) Grace a a), on voit que tr(A"(1+f)) s’écrit comme un polynéme
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universel a coefficients dans Z [i’] en les tr(A'f) pour i <n. Prenant
n:

pour @ la catégorie monoidale des modules libres de type fini sur K, on
obtient la formule voulue. =

En nous inspirant de Kimura [32] (qui se plagait dans le cadre des
motifs de Chow, voir aussi [21, 3.15]), nous allons démontrer un résultat
plus précis que 7.2.1 et 7.2.4, qu'on retrouve en appliquant ¢ 4y aux fac-
teurs extrémes. On reprend les notations de 7.2.1.

7.2.6. PROPOSITION. Pour tout o€ ©,, notons l;(0) la longueur du
cycle o, de o ayant 1 dans son support. On a

(712) 14,4, (« Loy €47 aoany *la)lile - ad, Aje-ed, (0 off @ of) =

=ty fo-1y 0 o foy1) oS
ou t,=1 si o est cyclique (I, =n), et t,e K est un produit de traces de
mondmes non triviaux en les f; si o n'est pas cyclique.
A fortiori, st Ay =--=A,=Aetfi=--=f,=fe A4, A), et si n!l est
nversible dans K, on obtient
(718)  taa((Lyy oegem-101y) o (ugbn gon(A"f))) = 2t 1

n

(714) 144((1gv e q0m-101y) o (tgbn 4on(S"S))) = E:t"gfll(")

R _17171
oty = D

' st g est cyclique, et t, = = i' X un produit de traces de
n n

puissances non nulles de f sinon (resp. mémes formules pour t',, sans
les signes).

DEMONSTRATION. Abrégeons provisoirement ¢ 44 €n ¢4, et

-1
(lA‘{ ®E LY o 0AY '1A1)OLAl.---.Aw,,Al.---.A,,,(‘)

en O, 4,(-).
Soit, B € ©,, une permutation telle que (1) = 1. Compte tenu de (7.5),
(7.6) et (7.7), on a
LAIAI(@AlAﬁ(l).NAﬁ(n)(ﬂailﬂ71 o (fl 'f};(g) o ‘f}g(n)))) =
= LAIAI(91411<c1ﬁ(2).,‘Aﬁ(n)(5OCf1 o(fie-ef,) 0571)) =

= lA1A1(@A1-HAn(O’71 O(fl e .fn)))
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Comme dans la preuve de 7.2.1, et parce que o, est choisi de telle sorte
que 1 soit dans son support, cette formule permet de se ramener au cas
ot les I; forment une partition croissante de {1, ..., n} et o, de plus,
pour tout k, o est le cycle «croissant»

or=U+ -+l _1+1, .., L+ + 1),
ce qui permet d’écrire
o lofiee n:(oflofl----.fh)-----(o;lof,%lpr--ofn).
Compte tenu de (6.1) et (6.13), on en tire
LAl(@AlmAn(fl e 'fn)) =
=14 ((1ay o€ 47004 o1, )(tale - ’Azl(ol_l ofieef))e
Ear e oAl (tay o0 Ay (037 ofireefiiy,)e
""8A¥0"’014,1\/_11)(‘5,114,@-"'-Ay,,(azjlofnflp'""fn)))
ce qui n'est autre que
oo ofi) tr(fyysiyo o ofy o) oo tr(fyoof, ))

par (7.8) et (7.9). Ceci démontre la premiére assertion, et la seconde s’en-
suit immédiatement. =

7.2.7. PROPOSITION. Soit A # 0 un objet de . On suppose qu’il existe
un entier n >0 tel que n! soit inversible dans K et tel que tel que A" A
=0 (resp. que S"A=0). Alors

1) N(A, A) est un nil-idéal de A(A, A) d’échelon de nilpotence < n.
C’est méme un idéal nilpotent de A(A, A), d’échelon de nilpotence borné
en fonction de n. Em particulier, limage de A wn'est pas nulle dans
A/N.

1) Si K est intéegre de caractéristique nulle, la dimension de A (re-
sp. lopposé de la dimension de A) est un entier naturel < n.

DEMONSTRATION. i) la formule (7.13) nous dit que

(L eegot-Do L) (A" ) = 5 11,

0e®,
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_ (_1)n71

N . . 1 .

ou t, si o est cyclique, et t; = = — X un produit de traces de
. n.

puissances non nulles de f sinon. Pour fe N, ces derniers termes s’annu-
lent, et on a done

. (_l)nfl
ta(lyy oege-1ely)(tgen(A"f)) = Tfn

Mais A"f=0si A" A =0, et on trouve finalement que f* = 0. De mé-
me avec S™ au lieu de A". La nilpotence de N(A, A) résulte alors du
théoréme de Nagata-Higman [42, 23], rappelé ci-dessous pour la commo-
dité du lecteur.

La troisiéme assertion de i) est immédiate.

ii) D’apres la proposition 7.2.4, la dimension de A" A est donnée par le
coefficient binomial (dHEA)
turel <n.

Le cas d’'une puissance symétrique se traite de méme. =

, qui ne s’annule que si dim A est un entier na-

7.2.8. LEMME (Nagata-Higman). Soient n un entier >0 et K un an-
neau commutatif unitaire dans lequel n! est inversible. Soit R une K-
algebre associative non unitaire telle que tout élément x e R vérifie x"
=0. Alors R? "1 =0.

DEMONSTRATION (d’aprés P. Higgins). On raisonne par récurrence
sur n, en posant R = R,. Posons

n—1
Sa, )= 2 whya" 1T et y,2) = 'S e ay ey
1,7=0
En écrivant (¢ +1iy)" =0 pour i=0,...n —1, on obtient par Van
der Monde (compte tenu de ce que (rn —1)! est inversible dans K) que
&(x y) est identiquement nul sur R,XR,. Donc #n(x,y, ?)
Z&(m 2y )y" 177=0, mais n(x,y,z) se réécrit max" lzy" !

129

+ E w0l 2E(y, 2" 1), Aot " lzy™ =0 (compte tenu de ce que % est
1nver51ble dans K). Soit I, _; I'idéal de R, engendré par les puissances (n
— 1)-iémes. La K-algebre R, _, =R, /I, _ est nil d’échelon n — 1. Par ré-
currence, RZ |, "1=0,4e RZ '~'cl,_,, et on conclut de ce qui précéde
que

on _ 1 on— 1 —1 on— 1 ~1
Rn Rn Rn Rn CIn 1 R Infl O u
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7.3. Trace des endomorphismes nilpotents.

Nous ignorons si un endomorphisme nilpotent est toujours de trace
nilpotente, sans hypothése supplémentaire. Nous allons néanmoins le
démontrer dans deux cas particuliers.

7.3.1. PROPOSITION. Supposons que (1 soit pseudo-abélienne et que
la dimension de tout objet de A soit un entier naturel. Soit A un objet
de dimension n telle que n! soit inversible dans K. Alors tout endomor-
phisme nilpotent de A est de trace wnilpotente dans K.

DEMONSTRATION. Par le théoreme de Krull et par extension des
scalaires (naive), on se ramene au cas ou K est un corps. Par extension
des scalaires de K & K[t], la formule (7.11) donne tr(A"(1+tf))

E titr(A'f). Pour montrer que tr(f) = 0 pour tout f nilpotent, il suf-

fit donc d’établir que tr(A"(1 +f)) =1 pour tout tel f. Or par la proposi-
tion 7.2.4, le rang de A" A est 1. Il suffit donc de démontrer que pour tout
objet B de rang 1, (A/N)(B, B) =K. 13 tSK, compte tenu de ce que K
est un corps. Cela découle du lemme suivant, qui est une conséquence
immédiate de 7.1.3:

7.3.2. LEMME. Supposons que K soit un corps, que (1 soit pseudo-
abélienne et que la dimension de tout objet soit un entier naturel. Alors
tout objet de dimension 0 de A/N est nul, et pour tout objet B de A/N de
dimension 1, le morphisme canonique ng:1—B" ¢ B est un isomor-
phisme. 1

7.3.3. PrOPOSITION (cf. [10, 1.4.3]). Supposons qu’il existe un fon-
cteur monoidal symétrique H de A vers une catégorie abélienne monoi-
dale symétrique rigide ©; supposons en outre que lapplication K
— W1, 1) soit mjective. Alors tout endomorphisme mnilpotent est de
trace nulle.

DEMONSTRATION. On se raméne au cas @ =V, donc & supposer
@ abélienne. Cela permet de factoriser f=moe en épi suivi de mono.
Si f*=0, on a donc

= (me)" =m(em)" ‘e

d’ott (em)" 1 =0 puisque m (resp. e) est simplifiable & gauche (resp.
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a droite). On écrit alors tr(me) =tr(em), et on conclut par récurrence
sur I'échelon de nilpotence. =

7.3.4. REMARQUE. Dans 7.3.1, contrairement a 7.3.3, on ne peut rem-
placer «trace nilpotente» par «trace nulle» si K n’est pas réduit: la caté-
gorie A des modules libres de type fini sur I'algébre des nombres duaux
D = K[e]/(¢?) est monoidale, D-linéaire, symétrique, rigide, et vérifie
End 1=D (mais n’est pas abélienne). Or ¢. 1; est un endomorphisme
nilpotent de trace non nulle.

74. @-Radicau.

On suppose toujours @ monoidale symétrique rigide.

7.4.1. DEFINITION. Soit J un idéal monoidal de (. Le ®-radical de J
est défini par:

%(A, B)={feA(A, B), neN, f*"e JA*", B*")}.

7.42. LEMME. 1) % est un idéal monoidal.

11) Pour tout objet A, lidéal j%7(_)(A, A) est mil. Qui plus est, lidéal
bilatére engendré par un élément quelconque de %(A, A) est nilpo-
tent.

1) % est contenu dans R NN (rappelons que R désigne le radical
de A.)

DEMONSTRATION. %) Pour montrer que % est un idéal monoidal, le

seul point non trivial est de vérifier que j%/S(A, B) est stable par addi-
tion. Soient f et g deux éléments de cet ensemble. Il existe donc n e NV tel
que f*"=g*"e, et I'on voit alors que (f+ g)**"ef puisque | est un
idéal monoidal.

1) (¢f [32, dém. de la prop. 2.16]). Soit fe%(A, A). Pour tous
1y vy Onr1€ AA,A), on a ¢, . ;efeg, e -efeg; =0 (appliquer le
tressage), d’ou, par (7.8),

taa(grofogec s ofoguir) =
=(1yeco--0AY .1A)0Lg1-2n+1‘A02n+1(0'71o(gn+1 ofeg,e--efeg))

oll o est la permutation cyclique de {1, ..., 2% + 1}. On obtient donc que
grofogaoofegui1=0.
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111) %C &R suit immédiatement de 7). Pour %C N, on utilise la for-
mule (7.4): tr(f*") =tr(f)". n

7.4.3. EXEMPLE. Dans le cas de 'exemple 6.3.1 (motifs), 'idéal mo-

noidal % correspond a 1’équivalence de smash-nilpotence sur les cycles
algébriques, introduite par V. Voevodsky [59]. Sa conjecture principale
(loc. cit.) revient a dire que % = N (dans le cas ou le corps de coefficien-
ts est de caractéristique nulle).

Par ailleurs, dans [58], Thomason calcule % dans le cas des catégo-
ries dérivées de catégories de faisceaux cohérents.

7.4.4. REMARQUE. La compatibilité de % vis-a-vis de I'extension des
scalaires (naive) est immeédiate.

8. Théorémes de structure.

Dans ce paragraphe, nous tirons les fruits des calculs précédents,
pour obtenir des théorémes de structure: ceux-ci sont rassemblés dans
8.2. Dans tout le paragraphe, K est un corps et Q est une catégorie K-li-
néaire monoidale symétrique rigide, avec End(1) = K.

On note R le radical, et N le plus grand idéal monoidal distinct de @.
(¢f. 71.1.4).

8.1. Structure de A/N.

8.1.1. PROPOSITION. On suppose qu’il existe un foncteur F:(Q
— Vec;, vers la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur
une extension L de K, vérifiant F(1) = 0.

a) Alors les morphismes de AA/N forment des K-espaces de dimen-
sion finie. Plus précisément,

dimg(A/N)(A, B) < dim, F(AY ® B). dim;, F(1).

En particulier, A/N est semi-primaire.

b) Si F est la composée G o H dun foncteur monoidal symétrique H
de A vers une catégorie abélienne monoidale symétrique rigide V), et
d’un foncteur G : V—Vec, alors Rc N et A/N est semi-simple.

DEMONSTRATION. @) On va donner deux preuves, la premiére valable
seulement si F' est K-linéaire.
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1) Comme (A/N)(A, B) ®xL = (A;,/N)(A, B) (¢f. remarque 7.1.9),
on peut supposer L = K. D’autre part, par rigidité, on peut supposer que
A=1. Considérons alors lapplication K-linéaire définie par F:

F: A1, B)—> Homg(F(1), F(B)).

Soit fe A(1, B) tel que F(f) =0. Pour tout ge A(B, 1), on a F(gf)
=0, donc gf = 0: en effet, F' : K= End(1) — Endg(F(1)) est injectif pui-
sque F'(1) # 0. Ainsi Ker Fc N(1, B). On a donc

dim A/N(1, B) < dim A(1, B)/Ker F' < dim Hom(F (1), F(B)).

2) Soit V le sous-L-espace de Hom;(F(AY «B), F(1)) engendré par
F(A(AY e«B, 1)). On peut donc trouver des éléments by, ..., b, de
A(AY e B, 1), avec n < dim; F(A" e B). dim;, F(1), qui engendrent V. Soit
ae (A, B) = A(1, A" «B). Dire que a e N(4, B) = N(1, AY «B), cest
dire que boa =0 dans K = End(1) pour tout be A(AY B, 1). Comme F
est un foncteur, cela revient a dire que Vo F(a) = 0 € L. Comme les F(b;)
engendrent V sur L, cela revient finalement a dire que b; ca = 0 pour ¢
=1,...m. Ainsi a~—(b;oa); définit un plongement K-linéaire de
(A/N)A, B) =(A/N)(1, A" e«B) dans K".

b) Comme @/N est semi-primaire, toutes les K-algebres d’endomor-
phismes A/N(C, C) sont semi-primaires, donc leurs radicaux sont nilpo-
tents. D’apres 7.3.3, tout élément de ce radical est donc de trace nulle.
En appliquant ceci & C = A® B, on voit que R(4, B) cN(4, B). Done R
cN, et Q/N est semi-simple puisque semi-primaire et de radical
nul. =

8.1.2. REMARQUES. 1) La preuve de @) est une variante abstraite de
la preuve classique de la finitude des cycles algébriques modulo 1'équiva-
lence numérique. L’hypothese est trés faible, mais non superflue: on
peut montrer que 'exemple de [14, 2.19] (il s’agit d’une ind-catégorie ob-
tenue a partir de la catégorie monoidale symétrique rigide @ librement
engendrée par un objet X de dimension transcendante sur @) vérifie nos
conditions et est méme abélienne, mais que /N n’est pas semi-primaire
(en fait, il découle du calcul de @A(X, X) fait dans loc. cit. que
NX, X) =0).

2) Le méme énoncé (sans les inégalités de dimensions) vaut si
lon suppose seulement que L est une K-algébre semi-simple com-
mutative plutot qu'un corps. En effet, on se ramene a la proposition
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en projetant sur la catégorie Vec;, ou L; est un facteur simple de
L tel que F(1)®L; #0.
Voici un autre énoncé qui va dans le méme sens:

Proposition 8.1.3.. On suppose que Q est pseudo-abélienne et que les
dimensions des objets sont des entiers naturels.

a) Alors les morphismes de AA/N forment des K-espaces de dimen-
sion finte. On a plus précisément, pour tout objet A:

dimg (A/N)(A, A) < (dim A)*.

b) En fait Rc N, et A/N est semi-simple.

DEMONSTRATION. @) Comme @ est K-linéaire, on se rameéne au cas
des endomorphismes. Choisissons n endomorphismes fi, ..., f, dont les
images dans A(A, A)/N(A, A) sont linéairement indépendantes. Il s’agit
de voir que 7 < (dim A)? = dim A ¢ A. Au lemme 7.1.3, on a vu que les
fi, -+, f, donnent lieu & un facteur direct 1" dans AY ¢ A dans la catégo-
rie monoidale pseudo-abélienne A/N. Tout supplémentaire sera de di-
mension un entier naturel par hypothese, d’ot I'inégalité voulue.

b): comme dans la proposition précédente, mais en invoquant 7.3.1 au
lieu de 7.33. =

8.2. Radical, traces, semi-simplicité. Trois théoremes de structure.

Comme dans le sous-paragraphe précédent, on suppose que K est un
corps, et que A est une catégorie K-linéaire monoidale symétrique rigi-
de, avec End(l) = K.

8.2.1. THEOREME. On suppose K de caractéristique nulle et (L munie
d’un foncteur monoidal symétrique fidéle H : A — L-Modf, on L est une
K-algebre commutative semi-simple. Alors @ est de Wedderburn et H a
les propriétés énumérées dans le corollaire 4.1.7 b).

DEMONSTRATION. Comme dans la remarque 4.1.8, on se raméne au
cas oll L est un corps. D’apres le corollaire 4.1.7, il suffit alors de vérifier
que, pour tout ae A(A, A), le polynome caractéristique de H(a) est a
coefficients dans K. Or, comme car K =0, ces coefficients s’expriment
comme polyndmes a coefficients rationnels en les tr(H(a")). Puisque H
est monoidal symétrique, on a tr(H(a'))=H(tr(a')) e H(End(1))
=K. =
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Au vu de 'exemple 7.1.2, le point a) de I'’énoncé suivant peut étre con-
sidéré comme une version abstraite des résultats de Jannsen [25] (¢f. [1]).

8.2.2. THEOREME. a) On suppose qu’il existe un foncteur monoidal
symétrique H de A vers une catégorie abélienne monoidale symétrique
0, et un foncteur G : ©— L-Modf vérifiant G(1) # 0, ou L est une K-al-
gebre commutative semi-simple. Alors

i) RcN,
A/N est semi-simple,

(iii) le seul idéal monoidal J de A tel que A/J soit semi-simple est
J=N.

b) Supposons de plus que K soit de caractéristique nulle, que G = Id
et que H soit fidele. Alors

1) R =N,
A est de Wedderburn,

A est pseudo-abélienne si et seulement si A/N est abélienne.

DEMONSTRATION. a) (i) et (ii) suivent de la proposition 8.1.1 b) et de
la remarque 8.1.2 2); (iii), indiqué pour mémoire, a déja été vu dans la
proposition 7.1.4 c).

b) Pour (i), il faut voir que N c K. On remarque que, via H, la trace
monoidale ¢r s’interprete comme une «vraie» trace au sens de l'algebre
linéaire. Comme K est supposé de caractéristique nulle, un endomorphis-
me d'un L-module de type fini dont toutes les puissances strictement
positives sont de trace nulle est nilpotent, et on déduit de 1a que N(A, A)
est un nil-idéal, donc contenu dans R(A, A), pour tout objet A de A. Le
point (i) découle du théoreme précédent. Enfin, (iii) résulte de ceci et de
la proposition 2.34 b). =

8.2.3. REMARQUES. 1) Si @ est tannakienne et que K est de caractéris-
tique nulle, on verra dans la proposition 18.1.1 que /R est encore tan-
nakienne (neutre si @ l'est). Par contre, on verra aussi que I'’hypotheése
de caractéristique nulle est nécessaire (contre-exemple 10.1.2, ou remar-
que 19.5.4 1).

2) Par ailleurs, il ne suffirait pas dans le théoréme 8.2.2 de supposer
que H est un foncteur fibre Z/2-gradué, c¢f contre-exemple ci-des-
sous.



Nilpotence, radicaux et structures monoidales 167

8.2.4. THEOREME. Supposons K de caractéristique nulle et QA pseu-
do-abélienne. Considérons les propriétés survantes:

a) pour tout objet A de @, il existe un entier n>0 tel que
A"A =0,

b) A/N est semi-simple, et pour tout objet A de A, N(A, A) est un
idéal nilpotent,

c) R=N,

d) A ne contient pas d’objet fantéme, i.e. d’'objet non nul dont l'ima-
ge dans CL/N est nulle,

e) A est de Wedderburn,

) A/N est tannakienne semi-simple.

g) la dimension de tout objet de (1 est un entier naturel,
Alors

) a)=0)=c)=d) +e)eta)=f)+g),

(ii) sous @), on a a) < b) < ¢) < d).

8.2.5. REMARQUES. 1) La propriété a) présente l'avantage sur les
suivantes d’étre testable sur des «générateurs tensoriels» de @: soit
(A,) une famille d’objets A, de A tels que tout objet de @ soit isomorphe
a un facteur direct d’'une somme directe de e-monomes en les A,; on
peut montrer que a) est vérifié des que pour tout «, il existe n, tel que
A"A,=0.

2) Les propriétés a), f) et g) dépendent du tressage, alors que b), ¢),
d) et e) n’en dépendent pas.

3) Nous verrons en 10.1.1 que g)+e) ne suffit pas a impliquer
R =N).

4) Les propriétés du théoréme sont par exemple vérifiées dans le cas
de la catégorie monoidale des fibrés vectoriels sur une variété projective
géométriquement connexe sur K.

DEMONSTRATION. Séparons b) en b;): /N est semi-simple, et b,):
VA, N(A, A) est un idéal nilpotent. Nous allons démontrer que a)
= by), b)) +by) = ¢)=4d), a) = g) = by), bj)+b)+c)=e) a)
+0)+b) = f)etd) +g) = a)

a) = b;) suit de la proposition 7.2.7 i).

by) + by) = c¢): 'inclusion R >N vient grice au fait que le radical d'u-
ne K-algébre contient tout nilidéal. L’inclusion opposée de la semi-sim-
plicité de A/N (1.4.7).
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¢) = d): en effet, la projection @ — A/R étant conservative, elle
ne peut envoyer un objet non nul sur un objet nul.

a) = ¢): cela résulte de la proposition 7.2.7 ii).

by) + by) +¢) = e): immédiat.

Il reste & montrer que a) + b;) + by) = f). Par b,), A/N est pseudo-
abélienne tout comme @ (lemme 2.3.3). Par b;), elle est donc abélienne
(¢f A.2.10). Comme elle vérifie aussi a), le théoréme de Deligne [14, 7.1]
montre qu’elle est tannakienne (ajouté sur épreuves) signalons que Deli-
gne a récemment donné une variante «super» de son théoréme, ot dans
a), A™ est remplacé par un foneteur de Schur arbitraire (Moscow Math.
J., 2 (2002), pp. 227-248).

g) = b): cela résulte de la proposition 8.1.3.

d) +g) = a): Soit A un objet de dimension d. Notons A son image
dans @/N et posons B:= A%"1 A. Montrons que B = 0. Par d), il suffit de
montrer que son image B dans /N, qui n’est autre que A?* A, est nul-

le. Notons que B est de dimension ( d jir 1) =0. Par g), et d’apres 7.3.2, on a

bien B =0 puisque @ est pseudo-abélienne. ™

8.3. Variante Z/2-graduée.

En théorie des motifs, la catégorie monoidale des motifs purs modulo
I'équivalence numérique est parfois appelée la «fausse» catégorie des
motifs. La raison en est que cette catégorie ne peut pas étre tannakienne
car la dimension d'un objet M est un entier éventuellement négatif: si H
est une cohomologie de Weil et si M est un reléevement de M 2 la catégo-
rie des motifs modulo 1’équivalence H-homologique, alors dim M

=dim M = X (—1) H (M). En particulier, 1a condition g) du théoréme
ieZ
8.2.4 ne s’applique pas dans ce contexte.

Pour corriger ce défaut, on fait la conjecture standard que les projec-
teurs de Kiinneth de tout motif M (relatifs a H) sont algébriques, ce qui
permet de modifier la contrainte de commutativité de facon & obtenir la
formule dim M = ZZH {(M) = 0. Pour y parvenir, il suffit en fait que la

somme des projecteurs de Kiinneth pairs (ou impairs, de maniére équi-
valente), soit algébrique.

Faute de savoir démontrer cette conjecture standard en général, on
peut se limiter & la sous-catégorie pleine formée des motifs M pour le-
squelles elle est vraie: c’est le point de vue adopté dans [1]. (C’est une
sous-catégorie monoidale qui contient au moins les motifs attachés aux
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courbes, aux surfaces et aux variétés abéliennes, et qui contient tous les
motifs si le corps de base est un corps fini.) Le formalisme de la modifica-
tion de la contrainte de commutativité est abstrait dans la proposition
suivante:

8.3.1. PROPOSITION. Supposons K de caractéristique nulle, et soit L
une K-algebre semi-simple commutative. Supposons A munie dun fon-
cteur monoidal symétrique fidéle H vers la catégorie monoidale symé-
trique Modf;" des L-modules de type fini Z/2-gradués munie de la régle
de Koszul. Considérons, pour tout A e A, la projection p; € End(H(A))
sur le facteur H ™ (A). Soit A" la sous-catégorie pleine de Q formée des
objets A tels que pj = H(zw}) pourun w ) € A(A, A). On note R*, N~ la
restriction de R, N a @*. Alors

i) A est une sous-catégorie K-linéaire monoidale de A, stable
par facteurs directs et rigide.

(ii) Il existe sur A* une contrainte de commutativité telle que le
Sfoncteur monoidal composé

H
a* — a—-Vec; — Vec,

ou le dernier foncteur est le foncteur d’oubli, soit symétrique.
En particulier, A" est de Wedderburn, R* =N*, et A" /N est
semi-simple.

DEMONSTRATION. Vérification immédiate pour (i): si A, Be d”,
mi.pestdonné par nf e + (1 —mf)e(1—m}). De méme, si AV est
le dual de Ae @Q*, w}v est donné par le transposé (7} ). Pour Ae A~
posons e4=2m4—1: on a ¢4=1. Pour A, Be d, soit Ryp:AeB
— BeA la contrainte de commutativité. Si A, Be Q*, posons

8.1 RA,B:RA,B€A°€B-

On voit tout de suite que R’ est une nouvelle contrainte de commuta-
tivité, vérifiant la condition (ii): pour la naturalité, cela résulte du fait
que }, done ¢ 4, est naturel en A, et la vérification des identités de tres-
sage symétrique est immédiate. La derniére affirmation résulte du
théoréme. =

Si l'on est dans la situation de la proposition 8.3.1, on peut appliquer
le théoréme 8.2.4 & @™ munie de la nouvelle contrainte de commutativité.
En exprimant tout en termes de I'ancienne contrainte, cela revient a uti-
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liser au lieu des puissances extérieures les «super-puissances extérieu-
res» d'un objet A=A, PA_ de A", définies par

sA"A= @ A'A, «S/A_.
iti=n
Nous reviendrons sur ces super-puissances extérieures dans la sec-
tion suivante 9, oll nous démontrerons que la catégorie A de la proposi-
tion 8.3.1 est intrinséque (i.e. indépendante de H).

9. Le pair et 'impair.

La catégorie @ est toujours K-linéaire monoidale symétrique rigide,
qu’on suppose en outre pseudo-abélienne; K est un corps de caractéristi-
que nulle.

9.1. Fondements.

9.1.1. DEFINITION. a) Un objet A € A est pairement de dimension fi-
nie au sens de Kimura s'il existe un entier n>0 tel que A"(4)=0.

b) Un objet Ae A est impairement de dimension finie au sens de
Kimura 8’1l existe un entier n >0 tel que S"(4) =0.

¢) Un objet A e A est de dimension finie au sens de Kimura s’il ad-
met une décomposition en somme directe A = A, @A _ telle que A, soit
pairement de dimension finie et A_ soit impairement de dimension
finie.

Cette définition a été introduite par Kimura dans [32] pour les motifs
de Chow. Un grand nombre de ses résultats sont valables, avec leur
démonstration, dans notre cadre général. Pour les démonstrations de ce
qui suit, nous renvoyons donc & Kimura, sauf pour les énoncés qui ne fi-
gurent pas chez lui.

9.1.2. NOTATION. Si A est pairement (resp. impairement) de dimen-
sion finie au sens de Kimura, on note kim (A) le plus petit entier » > 0 tel
que A" 1(A) =0 (resp. tel que S"*1(A) =0).

Cette notation abusive ne prétera pas a confusion car nous précise-
rons & chaque fois si I'on est dans le cas pair ou impair [47] ).

(**) Du reste, on verra ultérieurement qu'un objet & la fois pairement et im-
pairement de dimension finie est nul.
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9.1.3. EXEMPLE. L’objet unité 1 est pairement de dimension finie; on
a kim(1) =1.

9.1.4. PrOPOSITION. a) Toute somme directe, tout facteur direct d'un
objet pairement (resp. impairement) de dimension finie est pairement
(resp. impairement) de dimension finie.

b) Soient A, B e A, pairement ou impairement de dimension finie.
Alors A e B est pairement de dimension finie st A et B sont de méme pa-
rité, impairement de dimension finie sinon. De plus, kim(AeB)
< kim (A)kim (B).

¢) Le dual dun objet pairement (resp. impairement) de dimension
finie est pairement (resp. impairement) de dimension finie.

d) Si A est pairement de dimension finie, il en est de méme de tou-
tes ses puissances extérieures.

e) Si A est impairement de dimension finie, il en est de méme de ses
puissances symétriques dovdre impair, tandis que ses puissances
symétriques d’ordre pair sont pairement de dimension finie.

DEMONSTRATION. a) résulte des isomorphismes

A"(A®B)= @D AP(A)eAYB)
P

+q=n

S"APB)= @D S’(A)e«S%B).
p+

q=n

b): ¢f. [32, prop. 5.10].

¢) résulte des isomorphismes ©,-(anti-)équivariants
(AV )on: (A on)\/ .

d) et e) résultent immédiatement de a) et b). =

9.1.5. LEMME. a) Soit A e A, pairement de dimension finie. Alors
dim A est un entier naturel < kimA.

b) Soit A € A, impairement de dimension finie. Alors —dim A est
un entier naturel < kimA.

DEMONSTRATION. C’est une reformulation de la proposition 7.2.7
i), m

9.1.6. ProposITION. Soit A e A, pairement ou impairement de di-
mension finie. Supposons que dim A =0. Alors A =0.
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DEMONSTRATION. Soit B la plus petite sous-catégorie pleine rigide
épaisse (i.e. stable par facteurs directs) de @ contenant A e AY. D’aprés
la proposition 9.1.4, tout objet de B est pairement de dimension finie.
D’apres le lemme 9.1.5, cela implique que la dimension de tout objet de B
est un entier naturel. De plus, dim(AeA") = dim (4)*=0. D’apreés la
proposition 7.2.7 i), N(A, A) est donc un idéal nilpotent de (A, A)
= B(A, A), et d’apres la proposition 8.1.3 a), B/N(A, A) =0. Il en résul-
te bien que A=0. =

9.1.7. THEOREME. a) Soit Ae A pairement de dimension finie.
Alors kimA = dim A.

b) Soit Ae @ impairement de dimension finie. Alors kimA =
— dim A.

DEMONSTRATION. a) Soit m’ = dim A. Vu le lemme 9.1.5 a), il suffit
de montrer que A™ *1(A) =0. Mais d’aprés la proposition 7.2.4, on a

dim A™ *1(A) = (mm+ 1) = 0. L’assertion résulte donc de la proposition
précédente.
b) Méme démonstration, en utilisant une puissance symétri-

que. ®
Le corollaire suivant n’est pas démontré chez Kimura.

9.1.8. COROLLAIRE. a) St A et B sont pairement de dimension finie,
alors kim (A @ B) = kim A + kim B.

b) Si A et B sont impairement de dimension finie, alors kim (A @ B)
=kimA +kimB. =

9.1.9. ProPOSITION. Soient A, (resp. A_) un objet de A pairement
(resp. impairement) de dimension finie. Soient m=kimA, el n
=kimA _. Alors pour tout fe A(A,,A_) et tout ge A(A_, A,), on a
f-(wm +1) — 0 g o(mn+1) — 0

DEMONSTRATION. Voici une variante de [32, dém de la prop. 6.1], un
peu plus simple: grace a la proposition 9.1.4 b) et par dualité, on se rame-
ne 2 traiter le cas de f avec A, = 1. Le morphisme f*®*V: 1=1°"*D
— A+ Dest ©,-équivariant, ce qui implique qu'il se factorise a travers
S7L+1(A_)=0. ™
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9.1.10. PROPOSITION. Soit A un objet de dimension finie au sens de
Kimura, et supposons données deux décompositions A=A, PA_
=B, ®B_, avec A, , B, pairement de dimension finie et A_, B_ 1m-
pairement de dimension finie. Alors A, =B, et A_=B_.

DEMONSTRATION ¢f. [32, dém. de la prop. 6.3]. On remarquera que
cette démonstration utilise le corollaire 9.1.8 @). =

9.1.11. LEMME. Soit Ae d, et soit A=A, PA_ une décomposition
en somme directe. Posons

SA"(A,,A_ )= D A'A, «S'A_.

i+j=n
Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Il existe un entier n>0 tel que sA™(A,,A_)=0.

(i) A, est pairement de dimension finie et A_ est impairement
de dimension finie.

De plus, dans (i), on peut prendre n =kim A, +kim A_ + 1, et cect
est le plus petit choix possible.

DEMONSTRATION. Laissée au lecteur (pour voir que kim A,
+kimA_+1 est le plus petit choix possible, observer que

dim SAkimA++kimA,(A+ , A_) = dim S/ldimA+7dimA’(A+ , A_) — 17
en utilisant le corollaire 9.1.8). =

9.1.12. PROPOSITION ([32, prop. 6.9]). Tout facteur direct d’un objet
de dimension finie est de dimension finie. ™

9.1.13. DEFINITION. Soit A un objet de dimension finie au sens de Ki-
mura. On définit

kimA=kim A, +kimA_ = dim A, —dim A_
sA"A= @ A'A, eSIA_

itji=mn
ouA=A, DA_ est une décomposition de A en somme d’un objet paire-
ment de dimension finie et d'un objet impairement de dimension
finie.
La proposition 9.1.10 montre que kim A ne dépend que de A et que
sA"A ne dépend que de A a isomorphisme pres.



174 Yves André - Bruno Kahn

On a maintenant la généralisation suivante de la proposition 7.2.7:

9.1.14. PROPOSITION. Soit A €  un objet de dimension finie au sens
de Kimura. Alors N(A, A) est un idéal nilpotent de A(A, A), d’échelon
borné en termes de kim (A). En particulier, pour A =0, l'image de A
n'est pas nulle dans A/N.

DEMONSTRATION. D’apres 7.2.8, il suffit de faire voir que N (A4, A) est
un nilidéal d’échelon borné en termes de kim (A). L’argument est analo-
gue a celui de [32, prop. 7.5]: tout élément f de N (A, A) peut s’écrire com-
me une matrice 2 X 2 sur la décomposition A=A, @A_. On écrit f=f,
+f_+f.,ouf, estleterme préservant A, f_ le terme préservant A _
et f. est la somme des deux termes antidiagonaux. Comme f. f_ =f_f,
=0, un mondme typique intervenant dans le développement de f* est de
la forme

mzfekll Of:r Ofskzz Ofr ot Ofr © gk:

avec g;e{+, — }.

D’apres la proposition 7.2.7, on a m = 0 dés que I'un des k; est assez
grand. D’autre part, d’apres la proposition 9.1.9 et le lemme 7.4.2 i), on a
*N=0 pour N assez grand (indépendamment de f), ce qui implique
(lemme 7.4.2 ii)) que m = 0 deés que le nombre de fois ou f. apparait est
= N. Ceci conclut la démonstration. =

9.1.15. REMARQUE. On pourrait aussi utiliser le raisonnement de la
démonstration de la proposition 2.3.4 ¢) a partir de la proposition 7.2.7.
Ceci donne lestimation suivante pour I’échelon de nilpotence N de
N, A):

N< 2kimAJr +1 + 2kimA, +1 < 2kimA+1 +1

bien meilleure que celle fournie par la démonstration ci-dessus.

9.1.16. DEFINITION. Une catégorie de Kimura (*%) sur un corps de
caractéristique nulle K est une catégorie K-linéaire monoidale symétri-
que rigide, vérifiant End(1) = K, pseudo-abélienne, et dont tout objet
est de dimension finie au sens de Kimura.

(%) Cette notion a été introduite indépendamment par P. O’Sullivan sous le
nom de «semi-positive category», comme nous l'avons appris apres la soumission
de ce texte a publication (¢f. postscriptum a l'introduction générale).
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9.2. Catégories de Kimura et «projecteurs de Kiinneth».

Soient K un corps de caractéristique nulle et @ une catégorie K-liné-
aire monoidale symétrique rigide, vérifiant End(1) = K, pseudo-abélien-
ne. Soit Ay, 1a plus grande sous-catégorie de Kimura de @, i.e. la sous-
catégorie pleine de @ formée des objets de dimension finie au sens de Ki-
mura: c’est une sous-catégorie épaisse et rigide de @, d’apres les propo-
sitions 9.1.4 et 9.1.12.

9.2.1. THEOREME. Supposons que % =0. Alors

a) La catégorie Qi est munie d’une Z/2-graduation compatible &
la structure monoidale.

b) Pour tout A € Oy, notons x i le projecteur de A définissant A,
et e,=2m4 —1: on a €4 =1. Définissons une nouvelle contrainte de
commutativité R' sur Qi por la formule (8.1). Alors

(i) Pour tout n =0, l'objet sA"(A) est la n-ieme puissance symé-
trique de A relative a R'.

(i) La dimension de A relative & R' est égale & kim A ; en particu-
lier, c’est un entier = 0.
Cette propriété caractérise d'ailleurs la graduation dont il est que-
stion en a).

c) Soient L une K-algeébre semi-simple commutative et H: (@
— Modf; un foncteuwr vérifiant les hypothéses de la proposition 8.3.1.
Alors avec les notations de loc. cit., on a Qi = A*. Munie de la con-
trainte induite par R', le quotient de Qg par son radical est un caté-
gorie tannakienne semi-simple.

DEMONSTRATION. a) Puisque % =0, la proposition 9.1.9 montre que
si A et B sont e-ment de dimension finie & la Kimura avec des parités dif-
férentes, alors (A, B) = 0. Ceci permet de renforcer la proposition en
I’énoncé suivant: si A € Qyim, la décomposition de A en somme directe
d’un objet pair et d'un objet impair est unique. 11 en résulte immédiate-
ment que cette décomposition est fonctorielle en A; les autres propriétés
résultent de la proposition 9.1.4.

b) ne présente pas de difficulté.

¢) Pour voir I'inclusion Ay, c @~, il suffit de voir que H(xw}) =p4
(avec les notations de la proposition 8.3.1). En effet, on voit immédiate-
ment que H(A, ) est pair et que H(A_) est impair (¢f [32, dém. de la
prop. 3.9]). Pour voir l'inclusion opposée, il suffit de voir que si A
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=A,PA_eA", alors A, est pairement de dimension finie et A_ est
impairement de dimension finie. Choisissons n tel que H(A"(A.))
=A"(H(A,)) =0. Comme H est fidele, cela entraine que le morphisme
identité de A"(A,) est nul, donc 4"(A,) =0; de méme pour A_. Le
changement de contrainte de commutativité comme en 8.3.1 ramene a la
situation du théoreme 8.2.4, qui permet de conclure que la catégorie quo-
tient par & = N munie de la contrainte induite par R’ est tannakienne
semi-simple. =

9.2.2. THEOREME. Toute catégorie de Kimura Q est de Wedderburn.
Son radical R est le plus grand idéal monoidal distinct de A. Le quo-
tient de A par R est une catégorie tannakienne semi-simple (apres
changement approprié de la contrainte de commutativité).

DEMONSTRATION. On a d = {yyy,. La premiére affirmation résulte de
la proposition 9.1.14. Pour le reste, on se raméne au théoréme 9.2.1 en

quotientant par %/6 (¢f. le lemme 7.4.2 iii)) =

9.2.3. REMARQUE. Etant donné une catégorie de Kimura d, le théo-
réme 9.2.2 nous permettra d’appliquer les théorémes de scindage monoi-
dal 13.2.1 et 15.3.5 a la projection A — A/R. En particulier, on pourra

munir A dune Z/2-graduation compatible a celle de a% , unique a
équivalence monoidale prés. Voir le théoréme 16.1.1.

9.2.4. ExeMPLE. Kimura [32, 7.1] conjecture que tout motif de Chow
est de dimension finie en son sens (c’est-a-dire, avec la terminologie ci-
dessus, que la catégorie des motifs de Chow est une @-catégorie de Ki-
mura). Cette conjecture implique done que tout motif «fantéme», i.e. nu-
mériquement nul, est nul. Réciproquement, modulo I'existence pour cha-
que motif de Chow A d’un projecteur x ; qui s’envoie sur le projecteur de
Kiinneth pair p,", la non-existence de motifs fantdmes non nuls implique
la conjecture de Kimura (considérer le motif sA"A pour n assez
grand).

Par ailleurs, la conjecture de Murre mentionnée en 7.1.8 implique I'e-
xistence d’un tel p,, et, jointe aux conjectures standard de Grothen-
dieck (équivalence homologique = équivalence numérique), implique la
non-existence de motifs fantoémes non nuls. On voit ainsi que la conjectu-
re de Murre (ou, ce qui est équivalent, la conjecture de Bloch-Beilinson)
jointe aux conjectures standard implique la conjecture de Kimura.
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10. Exemples et compléments.

10.1. Trois contre-exemples.

Voici trois exemples de catégories monoidales K-linéaires symétri-
ques et rigides, vérifiant End(1) = K, abéliennes, de Wedderburn, mais
dont le radical n’'est pas un idéal monoidal.

10.1.1. CONTRE-EXEMPLE. Partons de D = K[¢], €2 =0, vue comme
super-algebre (¢ placé en degré impair). On considére le super-groupe
algébrique GL(1|1, D). Son groupe de points est donné par les matrices
2 % 2 inversibles du type

a ¢b
,a,b,c,deK,a=0,d=0
e d

¢f. [15, ch. 1]. On prend pour @ la catégorie des représentations de
GL(1]|1, D). C’est une sous-catégorie K-linéaire monoidale rigide non
pleine de la catégorie monoidale symétrique rigide des super-D-modules.

La représentation standard de GL(1|1, D) est le super-D-module
D'''=D x ITD (ou IT est le foncteur changement de parité). Un endo-

11 eb
) ) d
§’il commute a tout élément (fﬁ; ‘Z’,) e GL(1|1, D), on trouve que ba’

morphisme de D" !* est donné par une matrice (ac ) comme ci-dessus;
&

+db'=ab’'+bd’,ca’+dc'=ac’ +cd’ pourtousa’,b',c’,d' €K, a’
#0,d #0,doi,b=c=0,a=d. Donc QD' D'") = K est réduit aux
homothéties, et son radical est nul.

eb
d
donc pour toute homothétie, ce qui montre que N(D!I', D'I')
= QD', DY), En d’autres termes, D'!' est un objet «fantdme«: il
s’envoie sur l'objet nul dans @/N.

On a donc 0 c R c Nc A et toutes les inclusions sont strictes (¢f. théo-
réme 8.2.2 et corollaire 7.1.7); en particulier @ n’est ni semi-simple, ni de
Kimura. Elle est en revanche de Wedderburn (finitude des espaces d’ho-
momorphismes), et la dimension de tout objet est un entier naturel
(A/N ~ Vecg).

La trace monoidale de (; ) est la supertrace a — d. Elle s’annule

10.1.2. CONTRE-EXEMPLE. K est maintenant supposé de caractéristique
p>0, et on prend pour A=Repg(GL,) la catégorie des représentations de
dimension finie de GL,. Soit V' la représentation standard. On a A(V,V)
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=K, RV,V)=0 et, comme toute homothétic de V est de trace nulle,
NV, V)=K. Ici encore, V est un objet «fantdome», i.e. nul modulo N

10.1.3. CONTRE-EXEMPLE. K est maintenant supposé de caractéristique
3, et on prend @ = Repk(SLy). Soit V la représentation standard. On a V®?
=1 S*?V, et on vérifie comme ci-dessus que S*V est un objet «fantome».
On en déduit que la catégorie monoidale symétrique rigide /N est équiva-
lente a celle des K-super-espaces de dimension finie.

10.2. Complément: Ualgebre commutative HHy(A).

Soient A une petite K-catégorie et J un idéal de Q.

On note H,(A, &) le K-module (") engendré par les classes d’isomor-
phismes de couples (A, %) ou A est un objet de A et h e J(A, A), quotien-
té par les relations suivantes:

— lapplication canonique J(A, A) = Hy(d, J) est K-linéaire,

— pour tout fe J(A, B) et tout g e AU(B, A), les classes de (4, gf) et
(B, fg) coincident dans Hy(d, J).

Cette construction est fonectorielle en (A, 9).

On note [A4, /] la classe de (A, &). Notons que si A est K-linéaire, et
si A, A’ sont deux objets, on a [A, 1, =pi] =[APA’, ip] avec les nota-
tions 7, p de (1.1).

On note encore Hy(A, A) = HHy(A). Ce K-module est le réceptacle
universel des traces abstraites, i.e. des applications ¢ : A— M vérifiant
t(fg) = t(gf) pour tout couple de morphismes allant en directions oppo-
sées. Il apparait en théorie des neeuds, cf. [60, 2], dans le cadre monoidal
comme ci-dessous.

Supposons maintenant @ monoidale. Par fonctorialité, la loi e induit
sur HH,(A) une structure de K-algebre, commutative si @ est munie
d’un tressage symétrique (**). Si J est monoidal, H,(@, ) est un idéal de
HH,(Q), et le quotient HH,(A)/Hy(A, J) s’identifie & HH,(A/J). Par
exemple, H,(A, %) est un nil-idéal de HH,(A) (par définition, tout élé-
ment de %((ﬁl, ) est e-nilpotent).

Les traces abstraites a valeurs dans une K-algébre commutative R
vérifiant de plus £(feg) =1t(f) t(g) pour tout couple d’endomorphismes
(f, g) sont en bijection avec les R-points de Spec H Hy(A). Si A est rigi-

(I") L’explication de cette notation apparaitra au paragraphe suivant.
(*®) La encore, il suffirait que @ soit munie d’une structure de tortil, la symé-
trie du tressage n’étant pas vraiment nécessaire.
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de, la transposition définit une involution de HH,(); la trace monoidale
tr définit un K-point canonique de Spec H Hy((l) ou encore une augmen-
tation de la K-algebre H H,(A), compatible avec Iinvolution.

Supposons de plus que @ vérifie les hypothéses du théoréme 8.2.2. On
a done R = N. Posons A = @/R = A/N. Le raisonnement de la démon-
stration de la proposition 7.3.3 montre que toute trace abstraite s’annule
sur tout endomorphisme nilpotent, donc sur les R(A, A). Donc le K-dual
de HH,(A) coincide avec le K-dual de H H,(A), et finalement H H,(A)
= HH,(Q).

10.2.1. EXEMPLE. Supposons (l tannakienne semi-simple neutre sur
un corps K algébriquement clos de caractéristique nulle, de sorte que @
est équivalente a la catégorie des K-représentations de dimension finie
d’'un K-groupe pro-réductif G.

Par linéarité, les éléments HH,(A) sont des K-combinaisons d’objets
[A, k] avec A simple; par le lemme de Schur, on peut méme supposer &
=14. On en déduit que

HHy(Q) = Rg(G) ®z K,

ou Rg(G) désigne 'anneau des représentations de G.

III. SECTIONS.

L’objectif de cette partie est d’établir des analogues catégoriques du
théoreme de Wedderburn, qui affirme l'existence de sections pour la
projection d’'une algebre de dimension finie sur un corps parfait vers son
quotient par le radical. On établit de tels analogues tant dans le cadre li-
néaire général que dans le cadre monoidal ou monoidal tressé.

11. Cohomologie de Hochschild-Mitchell.

11.1. Produit tensoriel de K-catégories.

)
que.

11.1.1. DEFINITION (¢f. [38, § 11]). Soient A, B deux K-catégories. Le
produit tensoriel de @ par B est la K-catégorie @ g B dont les objets
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sont les couples (A4, B) (Ae d, Be B), avec
(ARgB)((A, B),(A",B")) = UA, A") &B(B, B").
On a des isomorphismes canoniques
ARgB = BRA, (A-Mod)* = (B-Mod)" = (A KxRB)-Mod.

Par ailleurs, on note @° la catégorie opposée de @ et on pose A°
= 1° KA. Les d°modules (a gauche) sont parfois appelés d-bimodu-
les. Alors @ définit de maniere évidente un @-bimodule (par la loi
X, Y)— A(X, Y)) quon identifie & @; un idéal (bilatere) de A (¢f § 1)
n’est autre qu'un sous-bimodule de d.

11.1.2. LEMME. Supposons que K soit un corps. St @ et B sont sépa-
rables (¢f. définition 2.2.6), alors il en est de méme de A X B. A fortiort
A RSB (et en particulier A°) est semi-simple.

Cela résulte du lemme 2.25. =

11.1.3. LEMME. Supposons seulement que les K-catégories A et B
sotent de Wedderburn (cf. définition 2.4.1). Alors il en est de méme de
A Xy B.

DEMONSTRATION. En effet, il découle du lemme précédent que pour
tout objet A de A et tout objet B de &, le quotient de la K-algebre
(A XgRB)N(A, B),(A, B)) par I'idéal bilatere

rad (()(A4, A) QcB(B, B) + A(A, A) ®xrad (B)(B, B)

est séparable, donc semi-simple. Il en découle que cet idéal contient le
radical. Par ailleurs, il est clair que c’est un nil-idéal, donc contenu dans
le radical, donc finalement égal & rad (4 Xx$B). D’ou le résultat. =

La caractérisation suivante des catégories de Wedderburn est celle
qui nous servira effectivement dans cette partie.

11.1.4. PROPOSITION. On suppose que K est un corps. Une K-catégo-
rie A est de Wedderburn si et seulement st (A° est semi-primaire et
A°/rad (A°) = (A/rad (Q))".
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DEMONSTRATION. Le lemme précédent montre que ° est semi-primai-
re et vérifie A°/rad (A°) = (A/rad (A))° des lors que @ est de Wedderburn.
Réciproquement, si @° est semi-primaire et A°/rad (Q°) = (@/rad (Q))°, on
a rad (%) >id ®krad (), done la condition de nilpotence (dans la défini-
tion des catégories semi-primaires) passe de @° a (; dautre part,
@°/rad (A°) est semi-simple par hypothese, et on conclut que (d/rad (Q))°
est semi-simple, donc A/rad(Q) est séparable, ¢f. 2.2.6. =

Le méme exemple que dans la remarque 4.1.2 montre que la condi-
tion A°/rad (A°) = (A/rad (A))° est nécessaire.

11.2. Complexe de Hochschild-Mitchell.

Soit @ une petite K-catégorie, telle que pour tout (A, B) e A X 4,
Q(A, B) soit un K-module projectif.

Notons C..(A) le complexe de Hochschild de @ [38, § 17]: c’est un
complexe de (1°-modules tel que

Cm (a)(A s B) =
= @ A(A’AO) ®Ka(A0’A1)®K .- ®Ka(Am—1 ’Am)®Ka(Am’ B)5 m= 0

AO:»“,A/N,
ou (4y, ..., A,) décrit les n-uplets d’'objets de A. La différentielle est

dm(f(]®fl®“.®.ﬁn+l) = lgo(_1)1.f6®ﬁ®®ﬁﬁ+l®®fm+l

Il est connu que C, () est une résolution projective du @°-module A.

Pour tout @°-module M, on note C*(A, M) le complexe de K-modules
Homge (Cy (Q), M). Plus concretement, pour m >0, un élément de
C"™(A, M)A, B) équivaut a la donnée d'un élément de M(A, B) pour
chaque m-uplet de fleches composables (fi, ..., fin), fi étant de source A
et f,, de but B, cette donnée étant K-multilinéaire en (fi, ..., f,,); pour m
=0, c’est la donnée d’'un élément de M(A, A) pour tout A.

Voici comment: on obtient une telle donnée en considérant, dans
Homg: (C,.(A), M)Ay, A,,) le facteur correspondant & A = A, fo=14,, B
=A,,, fnw=14,. Réciproquement, une telle donnée fournit une cochaine
de Hochschild grace a la commutativité du carré (bivariance en (A, B)):

Homg. (C.(A), M)A, B) —= M(A, B)
(fb,fwol (fb,fmﬂ)l

Homg. (C, (), M)(Ay, A,)) —= M(A,, A,).
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Avec cette interprétation, la différentielle de Hochschild prend la
forme habituelle

(dmgb)(fh -~~’fm+1) :flgb(f% -~~,fm+1) +

+§1:(_1)i¢(f17 ---rﬁfi+17 -~~afm+1)+ (_1)m+1¢(fl7 ~~~’fm) fm+1-

Puisque C.(A) est une résolution projective du (°-module {, on a
Hi@, M) :=H (C*(A, M)) = Extlx (Q, M).

Si @ est séparable, A° est semi-simple, donc ces groupes de cohomo-
logie sont done nuls pour tout M et tout 7 > 0 (¢f. lemme 11.1.2 et proposi-
tion 2.1.2).

La formation de C, () est naturelle en {. Plus précisément, tout K-
foncteur F:Q— B donne lieu a des applications K-linéaires
C,(D)A, B)—C,(B)(FA, FB), et, pour tout $-module N, & un homo-
morphisme de complexes de K-modules dans 'autre sens

C*(®B, N)—=C*(@A, F*N).
11.2.1. REMARQUE. (Homologie de Hochschild) Si M et N sont deux
@-bimodules, on peut voir M comme @°-module & droite, et N comme ‘-
module a gauche, ce qui permet de former le K-module M ®q. N (cf. [38,

pp. 29, 71]). Cette construction étant fonctorielle en N, on peut batir un
complexe M Qg C,.(A), et on a

Hi(AQ, M) := H;(M ®q: C*(Q)) = Tor{" (M, Q).

En particulier, pour ¢ =0, on retrouve la notion du § 10.2.

12. Un «théoréme de Wedderburn a plusieurs objets».

Dans ce paragraphe, on se donne un corps K. On renvoie a la défini-
tion 2.4.1 pour la notion de K-catégorie de Wedderburn.

12.1. Existence et «unicité» de sections.

Le théoréme de structure fondamental pour les K-algebres de
Wedderburn (théoreme de Wedderburn) dit que toute extension d’une
K-algébre séparable de dimension finie par un idéal nilpotent se
scinde. En suivant la preuve cohomologique classique de Hochschild
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et Whitehead, nous généralisons ce résultat aux algébres «a plusieurs
objets».

12.1.1. THEOREME. Soit A une petite K-catégorie de Wedderburn, de
radical R. Posons A = A/R. Alors:

a) Le K-fonctewr de projection mwq: A— A admet une section s.

b) Si s’ est une autre section, il existe une faomille (Ug)gca, a1y
+ R(A, A), telle que pour tous A, Be A et tout fe A(A, B), on ait
s (f) =ugs(f)ua) ™"

DEMONSTRATION. 1) Supposons d’abord ®* = 0. Alors R hérite d’une
structure de d°-module par passage au quotient de l'action de @.
Pour tout A, B e @, choisissons une section K-linéaire

04,B: a(A) B)_)a(Aa B)

de la projection naturelle. Si C est un troisieme objet de @ et si (f, ¢)
e A(4, B) x A(B, C), notons

(9, f)=04,c09f) —0p,c(9) 04 5(f).

_C’est un élément de R(A, C), et, si D est un quatriéme objet et &
e A(C, D), on a la relation

y(h, gf) + hyQg, ) =v(hg, )+ y(h, g) f.

Ain si y définit un 2-cocycle de Hochschild de @ & valeurs dans K.
D’apres le § 11, ce 2-cocycle est un 2-cobord; autrement dit, il existe une
fonction o telle que, pour tous f, g composables, on ait

v(g, ) =0(gf) —go(f) —o(g) f.

La nouvelle section s(f) = o(f) — o(f) vérifie alors s(gf) = s(g) s(f)
pour tout couple (f, g) composable.

2) Posons 6(f) =s'(f)—s(f)e R(A, B). On a, pour tout couple
(f, g) composable,

o(gf) =0o(g) f+o(f)g

donc 6 est un 1-cocycle de Hochschild. C’est donc un cobord fi>ngf — fiiy
pour un choix convenable d’éléments 7, e R(A, A). En posant u, =1,
+m4, on a bien s’ (f) =ugs(f)(uy) L

3) Supposons maintenant R nilpotent d’échelon » + 1. On raisonne
par récurrence sur 7, le cas r = 1 étant traité ci-dessus. Soit A = A/ KR":
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le radical R = R/R" de A" est nilpotent d’échelon r, done il existe une
section 5: @ — A comme dans I'énoncé, et toute autre section s’en dé-
duit par «conjugaison» par une famille de 7,1, + R (A4, A).

Soit 5(A) I'image d’'une telle section 5 dans A™. Pour tout morphisme
f dans @, notons £ son image dans @™. Posons

(A, B) = {feaa, B)|f"es(@Q)A, B)}

R(A, B) = R(A, B)N A(A, B).

Alors (51 est une sous-catégorie (non pleine) de d, R est son radical,
R2= 0, et (il/ R=a.1 ex1ste donc une section §: (@) — (‘l la composée
S=10505 A—35Q) — a— A, ol ¢ est I'inclusion canonique, est la sec-
tion cherchée. ,

Si s’ est une autre section, notons s’ la composition asa— am; et
soit (%,) une famille d’éléments de 1,+ A™(A, A) tels que 5 (f)
= Ups(f)(@,) ! pour tout fe A(A, B) Choisissons des relevés u, des
uy, dans A(A, A). Quitte a changer s’ en la section conjuguée par les
(uy)~!, on se rameéne au cas ol ' = 3. On conclut par I'étape 2).

4) Etablissons maintenant I'assertion a) du théoréeme dans le cas gé-
néral. Si 'on supposait @ strictement de Wedderburn, il suffirait de la
voir comme limite projective des A du numéro précédent, cette limite
étant alors localement stationnaire sur les Homs, et d’appliquer directe-
ment ce numéro. Mais nous supposons @ seulement de Wedderburn, ce
qui complique la démonstration.

Considérons 'ensemble des couples (B, s) formés d’'une sous-catégo-
rie pleine B de A et d’une section fonctorielle s de la projection B— B
(B peut étre vue comme sous-catégorie pleine de 1). Cet ensemble est
non vide: d’apres les pas précédents, il contient par exemple des couples
(B, s) des que Ob(RB) est fini.

On ordonne cet ensemble en décrétant que (B', s') < (B, s) si B ' c B
et si s’ est la restriction de s & B'. Il est clair que cet ensemble ordonné
est inductif, donc admet un élément maximal (B, s) d’aprés Zorn. Dé-
montrons par I'absurde que B = (. Sinon, soit X un objet de A qui n’est
pas dans $B. On peut remplacer ¢ par sa sous-catégorie pleine dont les
objets sont X et ceux de B, et il s’agit de construire une extension de s a
@. Pour cela, on peut derechef remplacer @ par toute sous-catégorie non
pleine @' ayant mémes objets, et telle que A'/(A' N R) = A

Il y a un choix minimal d’une telle @': celle dont les morphismes sont
des sommes finies de compositions de fleches de s(B) et de fleches de A
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de source ou de but X. Le radical de cette K-catégorie ' n’est autre que
A’ N K: en effet, tous les (A’ N R)(A, A) sont des nil-idéaux, ce qui en-
traine que (A’ N R) c rad (A" ); réciproquement, A’ /(A N R) = A est se-
mi-simple, done rad(@')c Q' N K.

Le point est que @' N R est (globalement) nilpotent, ce qui permet,
par le pas 3), d’étendre s comme souhaité. En fait, nous allons voir que si
n est Péchelon de nilpotence de l'idéal R(X, X) de A(X, X), alors
rad (@')Z"* D = 0. En effet, comme le radical de s({B) est nul, on observe
que pour tout couple d’objets (A, B) de (@, tout élément de
rad (' )(A4, B) s’écrit comme combinaison linéaire finie >, fiz - gix, avec
fige AX, B), gixe A(A, X). Tout élément de rad (A')*"*V(A, B) s%é-
crit comme somme finie de termes de la forme

U9y +1 G2+ 1 iy i2 2 — 1 IR i 0
> STy ( fXKz,lgA;;,lX) Sant, --'(iEfXAnglX) Sxa,9ax-
2

1, 13, ooy G2+ 1 gy,

Or chaque fragment gj?l’;}l(Z )%’{Zk gjfz’jH x) J}Qﬁz’kﬂl est dans
L2k
A(Agg, X) o rad (A" ) Agg, -1, Azp) o UX, Agj,—1) € RX, X).

Comme ces fragments apparaissent n fois consécutives, on trouve
bien que rad (A')#**V(A, B) =0. Ceci achéve la preuve de I'assertion a).

5) Un argument analogue s’applique pour I'assertion b). Soient s et s’
deux sections fixées. Par Zorn, il existe une sous-catégorie pleine maxi-
male B de A telle que les restrictions de s et s’ & B soient conjuguées au
sens de l'assertion b). Raisonnant par l'absurde comme ci-dessus, on
peut encore supposer que Ob(A) = Ob(B) U {X}. Quitte & conjuguer s
au-dessus de B, on peut supposer que les restrictions de s et s’ & B coin-
cident. On observe alors que s et s’ prennent alors leurs valeurs dans la
sous-catégorie ' non pleine de @ définie comme ci-dessus. Comme on
I'a vu, son radical est globalement nilpotent, ce qui permet d’appliquer le
pas 3) et de conclure que s et s’ sont conjuguées via une famille d’élé-
ments uyely + R(A,A). n

Le lemme suivant, souvent utile, résulte immédiatement de la propo-
sition 2.3.4 b) et du fait que @ est semi-simple:

12.1.2. LEMME. Supposons @ pseudo-abélienne. Soit s une section
de 7 q. Les foncteurs mq et s induisent des bijections inverses l'une de
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Vautre entre les objets indécomposables de Cl et les objets irréductibles
de . =

12.1.3. REMARQUE. Supposons K algébriquement clos. Soit A un ob-
jet indécomposable. Alors par Schur, A(A, A) = K, donc il y a un unique
relevé dans la K-algebre locale (A, A). Si B est un indécomposable non
isomorphe a A, alors m q(A) et 7 o (B) sont des irréductibles non isomor-
phes dans @, done A(A4, B) = 0. Il en découle que s existe et est unique si
les objets de @ sont tous indécomposables et deux a deux non
isomorphes.

Voici comment tirer de 14 une preuve élémentaire (non cohomologi-
que) de lexistence d’une section fonctorielle de 7 4 pour une petite caté-
gorie semi-primaire B sur un corps algébriquement clos K, dont les K-
algebres d’endomorphismes sont de dimension finie. Supposons d’abord
@ K-linéaire et pseudo-abélienne. Il suit de cette hypothése que tout ob-
jet de B est somme directe finie d'indécomposables. Il résulte du § 14.1.1
ci-dessous que I'énoncé du théoréme 12.1.1 est invariant par équivalence
K-linéaire de catégories et par passage aux complétions K-linéaires et
pseudo-abéliennes. Il suffit alors d’appliquer le raisonnement précédent
a une sous-catégorie pleine @ de B dont les objets forment un systeme
de représentants des classes d’isomorphie d’objets indécomposables de d.

12.2. Variantes relatives.

12.2.1. ProposITION. Soit T': B— A un K-foncteur radiciel entre
deux petites K-catégories de Wedderburn. Notons A =@a/rad (@), B
= B/rad (B) et T: B— A le fonctewr induit. Soit sq: A —> @A (resp. sg: B
— B) une section de la projection canonique. Alors il existe un systéeme
(uy) déléments de lpy, +rad(@)(T(X), T(X)) tel que sqT(h)
=uy Tsg(h)(uy) " pour tout he BX, X").

DEMONSTRATION. 1) Posons & = rad (). Commencons par le cas oul
R2=0.0n a Tsg(h) — sqT(h) e rad (Q) pour tout & e B. Ceci définit une
dérivation de B a valeurs dans le B%module rad (Q) (1-cocycle de Ho-
chschild). Cette dérivation est intérieure (1-cobord de Hochschild): il
existe une famille ny = uy — 1) € R(T(X), T(X)) vérifiant, pour tout
he B(X,X"),

Tsg(h) — saT(h) = ny Tsg(h) — Tsg(h) ny,

d’out 'assertion.
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2) Supposons maintenant seulement que R = rad (@) soit nilpotent
d’échelon r + 1, et raisonnons par récurrence sur 7 (le cas » =1 étant ac-
quis). Considérons la composition B—@ — A" = A/R. En appliquant
I'hypothése de récurrence au foncteur composé, on trouve un systéme
(uy) d’éléments de 1py + R(T(X), T(X)) tel que

saT(h) =uy Tsg(h)(uy)™!  (mod R).

Quitte & remplacer sq par la section conjuguée par les (u,) "1, on se
raméne au cas oll Sq1(h) = Tség(fa) modulo R". On peut alors remplacer
B par B et A par la catégorie A introduite au pas 3) de la preuve du
théoreme 12.1.1. Comme le radical de cette derniére est de carré nul, on
conclut par le pas précédent.

3) Dans le cas général, on applique un raisonnement a la Zorn comme
au dernier pas de la preuve du théoreme 12.1.1: brievement, il existe une
sous-catégorie pleine maximale C de B telle que la proposition vaille
pour C. On peut alors supposer que B contient un seul objet hors de G, et
de méme que A contient un seul objet hors de 7(0b(C)). On constate
comme ci-dessus que le radical de cette nouvelle catégorie @ est alors
(globalement) nilpotent. =

Dans le paragraphe suivant, nous appliquerons la proposition 12.2.1
dans le cas ol A est munie d’'une structure monoidale e et ou 7 est le fon-
cteur canonique A Xz —A: X = (A, B)—AeB, supposé radiciel (ce
qui revient a supposer que le radical est un idéal monoidal). Pour &
=f®g, s =54, on a alors

saT(h) =s(feg), Tss(h) =s(f) es(g).

Le complément de Malcev au théoreme de Wedderburn dit qu’on
peut choisir un scindage de Wedderburn dont 'image contient une sous-
algebre semi-simple donnée d’'une K-algebre de Wedderburn. En voici
une variante & plusieurs objets.

12.2.2. COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoreme 12.1.1, suppo-
sons donnée en outre une sous-catégorie B séparable de A (non néces-
sairement pleine), avec Ob(B) = Ob(A). Alors il existe une section s de
7 q vérifiant (somq) | B = idg.



188 Yves André - Bruno Kahn

DEMONSTRATION. Partant d’une section de 74 (dont I'existence est
assurée par le théoreme 12.1.1), on la modifie en appliquant la proposi-
tion précédente pour obtenir une section fixant . m

13. Sections monoidales.

13.1. Foncteurs monoidaux.

Soient (B, T) et (A, o) deux catégories monoidales. Rappelons qu'un
foncteur monoidal est la donnée (s, (s45)) d’'un foncteur s : — A et d'i-
somorphismes fonctoriels S,5: s(A) o s(B) —s(A T B) vérifiant une com-
patibilité aux contraintes d’associativité et d’'unité (on écrit souvent par
abus s au lieu de (s, (S43)) pour abréger). Les foncteurs monoidaux se
composent, avec la régle s sup=5'(Bap) o S4A) s(B)-

Un morphisme de foncteurs monoidaux est une transformation na-
turelle des foncteurs sous-jacents, compatible aux données Sz, Sig, et
aux unités, ¢f. [563, 1.4.1.1]. En d’autres termes, un tel morphisme est la
donnée pour tout A € B d’'un morphisme u,: s(A) —s’'(A), naturel en A,
tel que les diagrammes

s(A) e s(B) S S(ATB)
(]_31) Uy -u[;\L uATB\l/
s'(A)es'(B) =% s'(ATB)

soient tous commutatifs, et tel que le morphisme

(13.2) s =1—>5'(1) =1

soit 'identité dans 'anneau commutatif End(1).

Un foncteur monoidal 7 : @ — &B étant donné, une section de 7 est un
foncteur monoidal s : B— @A tel que 705 = idg (égalité de foncteurs mo-
noidaux). Deux sections s, s’ sont dites isomorphes §'il existe un isomor-
phisme de foncteurs monoidaux s => s’ tel que mos=>mos’ soit le fonc-
teur identique.

Dans une K-catégorie monoidale, le bifoncteur o est K-bilinéaire.
Nous supposerons toujours nos catégories monoidales non nulles (i.e.
End(1) #0).
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13.2. Euxistence et «unicité» de sections monoidales.

Apres ces préliminaires, nous pouvons énoncer la version monoidale
du théoreme de Wedderburn a plusieurs objets. On suppose de nouveau
que K est un corps.

13.2.1. THEOREME. Soit (A, ) une petite K-catégorie de Wedder-
burn monoidale. Supposons que les End(1)-bimodules A(A, B) soient
commutatifs, t.e. laction a gauche coincide avec laction a droi-
te ().

Supposons que rad (Q) soit monoidal, d’owt une structure monoidale
sur @ = A/rad(A). Notons wq: A— A la projection canonique, vue
comme foncteur monoidal. Alors:

a) Il existe une section monoidale s de 7 4.

b) Toute autre section monoidale de 7 4 est isomorphe a s.

13.3. Sorites.

Nous allons démontrer le théoreme 13.2.1 par réduction au cas strict.
Pour cela, quelques sorites sont nécessaires.

13.3.1. SorITE. Soit (s, 8):(B, T)— (A, ) un foncteur monoidal, et
soit u: s =1t un isomorphisme naturel de s sur un autre foncteur t.
Alors il existe une unique structure monoidale t sur t faisant de w un
morphisme de foncteurs monoidau.

DEMONSTRATION. Définissons

i < 1
ta, B =UaTpSa Uy @ Up)

(¢f: (13.1)). 11 faut voir que t est compatible avec les contraintes d’associa-
tivité et d’unité. Cela résulte de calculs triviaux (d’oui le terme «sorite»),
ce que nous laissons au lecteur sceptique le soin de vérifier. ™

13.3.2. SORITE. Soient (A, o), A, 7 q comme dans le théoréme 13.2.1.
Alors le théoreme 13.2.1 résulte de l'énoncé plus faible obtenu en rem-
plagant dans a) et b) le mot «section» par «quasi-section», ou une qua-

(%) Une catégorie monoidale vérifiant cette hypothése est appelée catégorie
de Penrose dans [9]. C’est par exemple le cas si End(1) = K, ou en présence d'un
tressage.
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si-section monoidale de o est par définition un fonctewr monoidal
So: A— QA tel que 7 q o8, soit naturellement isomorphe a Idg.

DEMONSTRATION. Supposons donnée une telle quasi-section monoi-
dale (sy, Sp). Soit % : Idg=>m 4, un isomorphisme naturel. Pour tout A
€ {, choisissons un élément u, e A(A, sy(A)) se projetant sur u,, avec
uy = 1,. Définissons un foncteur s: @ — @ par les formules:

s(A)=A

s(f) =up ' so(f) ua

pour fe A(A, B). Alors s est une section de 7 4 naturellement isomorphe
a sg via u = (uy), et le sorite montre qu’il lui est associé une unique struc-
ture monoidale faisant de % un morphisme de foncteurs monoidaux. Ceci
fournit la partie a) du théoréme , et le point concernant la partie b) est
trivial. =

13.3.3. SORITE. Soient (A, o), A, wq et (B, T), B, n 4 comme dans
le théoreme 13.2.1. Soit (f, f ): (B, T)—(A, o) un K-foncteur monoidal
tel que f soit une équivalence de catégories. Alors f est radiciel, et les
parties a) et b) du théoréme sont vraies pour QA si et seulement si elles
sont vraies pour B.

DEMONSTRATION. Le fait que f est radiciel est clair (et ne dépend pas
des structures monoidales). Le reste de I"énoncé résulte du sorite 13.3.2,
en remarquant que les conditions dudit sorite sont manifestement inva-
riantes par équivalence monoidale de catégories monoidales. ®

13.4. Catégories monoidales strictes.

Une petite catégorie monoidale (B, T ) est dite stricte si I'ensemble
des objets muni de la loi T est un monoide (i.e. si T est strictement
associative).

Un foncteur monoidal (s,(S45)):(A, ¢)— (B, T) est dit strict si
s(A) es(B) = s(AT B) et si s,5 est Iidentité pour tout couple (A, B). Ce-
st par exemple le cas du foncteur identique.

Dans le cas strict, la situation se simplifie pour les morphismes
de foncteurs monoidaux: si %:s=>s’' est un tel morphisme, alors
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il vérifie I'identité
Ugep = Us T Up

pour tout couple d’objets (A4, B).

13.4.1. REMARQUE. Soit @9 la catégorie des endofoncteurs additifs
de @. Munie de la composition, c’est une catégorie monoidale stricte.
Pour toute catégorie monoidale, le foncteur A—A o ? de A vers A admet
une structure monoidale définie par les contraintes d’associativité et d’u-
nité. Ce foncteur est strict si et seulement si (A, o) est monoidale
stricte.

Si B est monoidale stricte, il en est alors de méme de B?: en effet,
rappelons que les objets de B® sont des suites finies A
= (A, Ay, ..., A,)dobjets de B,notées A, DA, P ... DA, (cf § 1.2); les
composantes de A T A’ sont par définition les A; T A/, numérotées selon

lordre lexicographique. Il est clair qu’on obtient ainsi une categorle mo-

noidale stricte. Si &B est K-linéaire, les foncteurs évidents ‘B@—h% (for-

mation du mot & une lettre, resp. parenthésage canonique) sont sous-ja-
cents a des foncteurs monoidaux stricts (vis-a-vis de o).

Tout foncteur monoidal s : B— @, il induit, composante par compo-
sante, un foncteur monoidal s ®: B® — A9, strict si s lest.

Une petite catégorie K-linéaire C sera dite strictement K-linéaire si
son biproduit @ (et 'objet nul) fait de € une catégorie monoidale stricte.
Cest le cas de B, pour toute petite K-catégorie $B. Dans une catégorie
strictement K-linéaire, les sommes directes finies A; @ ... D A, sont défi-
nies sans ambigiiité.

13.4.1. La construction de Mac Lane [36, XI 3]. A toute petite caté-
gorie monoidale (@, o), on associe une petite catégorie monoidale stricte

(@, T), et deux foncteurs monoidaux B % A, avec u strict, tels que le

composé uv soit le foncteur monoidal identique de A (les foncteurs sous-
jacents a u et v sont donc quasi-inverses).

Rappelons cette construction: on prend pour objets de Q%" les mots
(finis) dont les lettres sont les objets de {. Les morphismes entre mots
sont les morphismes entre les objets de @ correspondants obtenus par
parenthésage canonique (toutes les parenthéses commencent au début
du mot). Le produit T, souvent omis de la notation, est donné au niveau
des objets par la concaténation des mots; v est donné par la «formation
de mots d’une lettre», tandis que u est donné par le «parenthésage cano-
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nique» (e.9. W(ABC) = (AeB) ¢ ()). L'unité est le mot vide: u(¢) = 1.

C’est une K-catégorie si @ 1'était, et u, v sont alors des K-fon-
cteurs.

Noter que lorsque A est K-linéaire, la construction A% est un cas par-
ticulier de cette construction, en prenant ¢ = @.

Sis:B—A est un foncteur, on lui associe canoniquement comme
suit un foncteur monoidal strict s*": B — A*": on associe au mot w
=B,...B, de " le mot s*"(w) =s(B;) ...s(B,) de A*" (s*"(0) = 0).

On associe & fe B (w, w') = Bu(w), u(w')) le morphisme s*"( f)
=5(f) e Alu(s™ (w)), u(s™ (w"))) = A" (" (w), s (w")).

Si s est sous-jacent & un foncteur monoidal strict, on a wus
(done s =uq o ovy).

Vu la construction de Mac Lane et le sorite 13.3.3, pour démontrer le
théoréme 13.2.1, on peut supposer @ stricte. Le théoréme 13.2.1 résulte
alors de la proposition plus précise suivante:

str

=Su

13.4.2. PROPOSITION. Soient (@, o), A, wq comme dans le théoréme
13.2.1. St en outre Q est monoidale stricte,

a) Il existe une section monoidale stricte s de 7 4.

b) Toute autre section monoidale stricte de w4 est isomorphe @ s.

¢) Toute section monoidale de mq est naturellement isomorphe a
une section monoidale stricte de 7 q.

13.5. Réductions.

Commencons par une réduction du probléme en deux lemmes.

13.5.1. LEMME. La proposition 13.4.2 découle de l'énoncé correspon-
dant pour la catégorie monoidale stricte K-linéaire Q°.

DEMONSTRATION. Soit S une section monoidale stricte de 7 4. Le

®
foncteur monoidal strict (pleinement) fidele A% @® induit un diagram-
me commutatif

a-—>a®

I

a —> @ae®.

Réciproquement, si s est donnée, on peut prendre S=s%. =
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En identifiant (@*")® et (Q*")®, ce lemme nous raméne & prouver la
proposition 13.4.2 dans le cas strictement K-linéaire, strictement monoi-
dal.

13.5.2. LEMME. Supposons que Q soit strictement K-linéaire, et mo-
noidale stricte. Soit s une section fonctorielle K-linéaire de w4 (vue
comme simple K-foncteur).

Supposons que s(feg) =s(f) es(g) pour tout couple d’endomorphi-
smes (fe A®(A, A), ge A% (B, B)), et que s(1,) = 1,. Alors s® définit
une unique section monoidale stricte de i qeo.

DEMONSTRATION. Il g'agit de vérifier lidentité s®(feg)
=s5®(f) es®(g) pour tout couple (fe A% (wy, wy), ge A% (w., ws)), et
s®(9) =1, (ce second point est immédiat).

Nous utilisons transitoirement la notation w des mots de ml, dans le
cas oll la structure monoidale est donnée par @; au lieu de u(w), la som-
me directe (da%s la catégorie strictement K-linéaire @) des lettres de w

sera notée 5?} (¢ =1). Via les identifications canoniques
A® (w, w') = A0, 1),

on peut écrire s®(f) =s(f), s®(g) =s(9), s®(feg) =s(feg).

eaLes identifications ci-dessus sont compatibles A& e (we w,
=wew).

On peut done écrire s®(f)es®(g) =s(f)es(g) (en revanche, on
prendra garde que s n’est pas supposée strictg vis-a-vis de @, i.e. on ne

. . YR D sl 192 o2
suppose pas que le morphisme canonique s “(w)— s(w) soit 'égalité).
L’hypothése du lemme se traduit donc par lidentité s®(feg)
=3s®(f) es®(g) dans

o ©® ® O
A% (w; e wy, w; ewy) = A0, » Wy, Wy ® W)

pour tout couple d’endomorphismes (fe A% (wy, w;), g€ A% (wy, ws)).

Or s ® est strict vis-a-vis de @ par construction (par contraste avec s).
Cela permet de ramener I'identité ci-dessus pour tout couple de morphi-
smes (fe A% (wy;, w), ge A% (ws, ws)) au cas d’'un couple d’endomor-
phismes en remplacant w, et w; par w, ®w;, et w, et w, par
woPw,. N
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Ce lemme nous ramene a traiter d’endomorphismes, plutét que
d’homomorphismes.

NOTATION ABREGEE. Nous écrirons (A) (resp. R(A)) au lieu de
A(A, A) (resp. R(A, A)) dans ce paragraphe. Pour un objet Ae A eta, b
€ A(A), nous noterons comme d’habitude [a, b] = ab — ba le commuta-
teur de a et b, et ad(a) I'application b—[a, b].

13.6. Au coeur du probleme: démonstration de la proposition 13.4.2.

Compte tenu des lemmes précédents, on suppose désormais que
est une petite catégorie, strictement K-linéaire, monoidale stricte (no-
tons que @ a la méme propriété). On procéde par étapes. Nous commen-
cerons par démontrer c), cette démonstration étant la plus simple des
trois et servant de prototype a celles de a) et b).

13.6.1. Début de la preuve de c¢). Soit s une section K-fonctorielle
monoidale de 4. On a donc des isomorphismes
AeB=s(A)es(B) —5s(AeB)=AeB.

Les s, appartiennent a 1 + R(A e B) et vérifient la relation de cohé-
rence (dans 1+ R(AeBe())

(13.3) Saep,co(Ba p®le) =84, eco(1a ®Sp 0).

Nous allons montrer:

13.6.1. LEMME. Il existe une famille double (uf”)acq, »>1, avec u)’
el + R(A), ayant les propriétés suivantes:

G On a uf™P=u’ (mod R(A)) pour tout Ae@ et tout
r=1

(ii)) En posant
$,(f) =ug” o s(f) o (uf”)™!
pour A, Be A et fe A(A, B), on a
Gap=ullpoSapous’ eus’) tel+ R(AeB)
pour tout couple d’objets (A, B).

Supposons le lemme 13.6.1 démontré. Pour tout A, choisissons un en-
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tier 7(A) tel que R(A)" = 0. Posons
Ug=uf =uf V= 1+ RA)
et
5'(f) =upos(f)o(us)™"
pour Ae A et fe A(A). Pour A, Bed, on a done
$a,8=(5)a,B

dés que r = sup (1(A), (B), (A e B)). De plus, le membre de droite de
cette égalité est égal & 144 B. Ainsi, la section s’ vérifie les conclusions
de o).

Nous allons démontrer le lemme 13.6.1 par récurrence sur r, partant
du cas trivial »=1 ol 'on prend uj" =1, pour tout A.

13.6.2. Une relation de cocycle, I. Supposons =1 et trouvée une

famille u}” vérifiant la condition (ii) du lemme 13.6.1. Quitte & remplacer

s par s,, on peut supposer s, =s, %4 = 1. On a donc Sapel+ R(AeB)
pour tout couple d’objets (A, B). Posons 4 p=14.p5 — 54, g€ R(AeB)".
La relation (13.3) se réécrit alors

(1aepec— nA-B,C) o((lgep— nA,B) olp) =
= (laepec — M4, gec) o (1g ¢ (1gec— g ¢))
d’ou
(184)  mpupc+napelec=ns e+ laiongc (mod R(AeBeC) ™).
Nous cherchons une famille (" "), q vérifiant:

G uf V=1 (mod R(A)") pour tout A e A.

(i) ufBY oS4 poui PV euf ) Tel+ R(AeB)' ! pour tout
couple d’objets (A, B).

Supposons le probléme résolu et posons m, =1, —uf " e R(A)". On
a alors l'identité

(146 B—MseB)o(lae B =14 p)o (14— my) e(lp—mp)) '=

=1 (mod R(AeB)""1)
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soit encore
(135) nA,BEmA°1B+1A°mB_mA.B (mOd L(R(A.B)T+1)-

Réciproquement, l'existence d’une famille (m,) vérifiant la con-
gruence (13.5) est clairement équivalentea l'existence dune famille
(u{ V) comme ci-dessus.

13.6.3. Une relation de cocycle, II. La congruence (13.4) fait pen-
ser a une relation de 2-cocycle, et la congruence (13.5) a une relation de
2-cobord. Pour donner corps & ces impressions, introduisons encore
quelques notations.

Siw=A,4,...4,, est un mot formé d’objets de (@, notons W Pobjet
Al eAye...0A, de A ou A (notation plus commode que celle u(w) utili-

sée plus haut); notons les formules

L ] L ]
(wywy) = Wy Ws

0=1.

Pour tout A € @, posons R(A)" = R(A)"/R(A)" 1. On peut faire opé-
rer les mots a gauche et a droite sur le K-espace vectoriel

R = l_[ g{(d))[r]

de la maniére suivante:

J 1y, em(w’) si w est dela forme wyw’

(wo-m)(w) =
[0 sinon
m(w')ely si w est de la forme w’w,
(m-wy)(w) = {
sinon.

(L’expression m(w) désigne la w-composante de m).

Il n’est pas difficile de voir que cette opération est bien définie, et
qu’étendue par K-linéarité, elle munit R!"! d’une structure de K(Ob(Q))-
bimodule (ot K(Ob(Q)) désigne la K-algebre libre de base les objets de ).
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13.6.4. Une relation de cocycle, III - fin de la preuve de e¢).
Nous sommes maintenant en mesure d’interpréter (13.4) comme rela-
tion de 2-cocycle de Hochschild pour Palgébre K(Ob(Q)).

En effet, reprenons la famille (n, p) ci-dessus. Avec les notations
précédentes, on a une famille induite

Tiap€ RAB)",

On définit alors une 2-cochaine de Hochschild 7 pour K(Ob(Q)) & va-
leurs dans le K{Ob())-bimodule R en associant & tout couple de mots
non vides (wy, w,) I'élément 7, ., € K" défini par

_ [ Mgy, SL wow; =w,
nwoywl(w) =
0 sinon.

Calculons le bord de Hochschild de 7:

2(77 - . — m — .
(d (n) )wo, wy, Wy wO nwl, we nw(,wl, we + nwg, w1 We nwg, w1 w2 .

Sa w-composante est nulle, par définition, si wyw; ws # w. Si wyw; ws
=w, elle est égale a

11-,,0 . %7;,1),;)2 - %7;,0 oy, + ﬁ,;,{m;)l olty TL@-,)O‘@I ° 117,2 =0 d aprés (13.4).

Donc % est un 2-cocycle. Comme K(Ob(Q)) est une K-algebre libre,
c’est un 2-cobord, cf. [11, ch. IX, ex. 2 ou ch. X.5]. En d’autres termes, il
existe une famille d’éléments m,,€ R telle que l'on ait lidentité

Mgy, 0y = Wo Mgy + My Wy — MMy, -

Soient A, B e A. Pour wy = A, w; = B, la composante de cette identité
dans R(wyw;)!" n'est autre que

Nap=14 @ Mp—My.p+ My elp.

En relevant les 74 en des my, e R(A)", on obtient la famille (uf %
=1, —my) cherchée.

13.6.5. Début de la preuve de a). Soit s une section K-fonctorielle
de 7 4. L’existence en est garantie par le théoréme 12.1.1.

Comme les End(1)-bimodules Q(A, B) sont commutatifs par hypo-
these, il est loisible de remplacer chaque s(f) par s(1;) ! os(f), et donc
de supposer s(1;) =1;.
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En outre, d’apres la proposition appliquée & B = 1 Kd, il existe une
fargiﬂe (ug,pelye B+ R(AeB)) vérifiant, pour tout (f,g)e QA4)
X A(B):

s(feg) =us p(s(f) e5(g)) us -
Nous allons montrer:

13.6.2. LEMME. Il existe une famille double (uf”)scq,, 1, avec uf’

el + R(A), ayant les propriétés suivantes:
G On a u P=uf’ (mod R(A)" pour tout Ae @ et tout r=1.
(ii)) En posant
Sr(f) = ué’“) o S(f) o (u}{))_l
pour A, Be A et fe A(A, B), on a
s,(feg) =s.(f)es.(g) (mod R(AeB)")
pour tout couple d’objets (A, B) et tout (f, g) e A(A) x A(B).
Le lemme 13.6.2 implique a) de la méme maniére que le lemme 13.6.1

impliquait ¢). On procede de nouveau par récurrence sur 7.

13.6.6. Une relation de cocycle, I. Supposons » =1 et trouvée une
famille u}” vérifiant la condition (i) du lemme 13.6.2. Quitte & remplacer
s par s,, on peut supposer s,=s, u” = 1. Posons

Na,p="Ua, 5~ laep.
On a alors
ad(ng, p)(s(f) es(g)) € R(AeB)"

pour tout (f, g) e A(A) X A(B).

Soit e A(C). Nous allons calculer de deux facons s(fe g e ) modulo
R(AeBe(C) "1, compte-tenu de I'associativité stricte de o.

On a, modulo R(AeBe(C) *1,

s((feg) eh) =s(feg) es(h) + [maup, c,(s(f) es(g)) e s(h)] =
= (s(f) es(g)) es(h) + [ng, 5, s(f) es(g))] e s(h) +
+naep, o, (s(f) e s(9)) e s()] =
= (s(f) os(g)) es(h) + [14,p ¢ 1o+ Naup, ¢, (s(f) 0 5(9)) o 5(h)]
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et de méme
s.(fe(geh)) =
=5(f) o (s(g) o5(h)) + [14 e 1p, ¢ + Mg, puc, S(f) o (s(g) o s(R))].
Puisque @ est monoidale stricte, on en déduit que

(136) de( 1A eng c—NaeB,C+Na,BeC—"14,B® 1(;)(8(ng o h)) € S{(A eBe C)?+1

pour tous endomorphismes f, g, & comme ci-dessus.

D’autre part, si (u{"Y =1+ my)scq est une famille d’éléments com-
me dans la conclusion du lemme 13.6.2 (donc m4 € R(A)" pour tout A), un
calcul analogue donne l'identité

(18.7)  ad(na, g —my e1p— 14 emp+maup)(s(f) e5(g)) € R(AeB) ™!

pour (f, g) e A(A) x A(B); réciproquement, la donnée d’éléments n, vé-
rifiant (13.7) implique l'existence d’une famille %! comme dans I'é-
noncé du lemme 13.6.2.

13.6.7. Une relation de cocycle, II. Pour interpréter (13.6) comme
une relation de 2-cocycle et (13.7) comme une relation de cobord, on pro-
céde comme ci-dessus en introduisant un K{(Ob(@))-bimodule appro-
prié.

Notons que l'action de @ sur K" = R"/R"*! se factorise en une ac-
tion de @. En particulier, on peut se dispenser d’écrire la section s dans
(13.6) et (13.7).

Pour tout mot w=A4;...4,, en les objets de @, notons

Aw) = A(A;) o -+ o A(4,,) ¢ A®w).

On a A(ww') = A(w) A(w"). _
Notons ensuite C(w)"! le centralisateur de A(w) dans R@aw)":

Cw)" = {xe R |ad(a)(x) =0 Yae Aw)}.
On note encore
M(w)™ = Raw)" /Claw)™
et
ad™: R@v)" — M(w)"?

la projection canonique.
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Remarquons que C(w)" et M(w)"! dépendent effectivement de w, et
pas seulement de w. Les inclusions du type A(w; ... w,)C AQw, ...w,) en-
traine des inclusions du type

C(/l/;)l - /b?)y, )[T] C C(wl . wn)[""]
et des projections correspondantes
(13.8) MQb; ... 1,7 > Mw, ... w, )V

factorisant les ad™.
Les relations (13.6) et (13.7) se réécrivent maintenant

(13.9) ad**°(ry, p,c) =0

avec

(13.10) Ta,8,c=1a ®Np ¢~ Naup, ¢+ M4, goc — Na, 5 *1c
ainsi que

(13.11) adAB(nA,B—mA elp—1 emp+my,p)=0.

L’action & gauche et  droite de K{Ob(Q)) sur R en induit une sur
son quotient

MU= H M(w)[r].

13.6.8. Une relation de cocycle, IIT - fin de la preuve de a).
De méme que pour le lemme 13.6.1, (13.6) et (13.7) s’interpretent main-
tenant comme relations de 2-cocycle et de 2-cobord de Hochschild & va-
leurs dans le K{Ob(Q))-bimodule C'"), La seule remarque 2 faire est qu’é-
tant donné trois mots wy, wy, ws, et w=wyw;wy, la nullité de
ad ’7’0/‘7’1/;”2(7"1-00,17}171;}2), donnée par (13.9), entraine celle de ad " (73, 4, 2,) Via
la projection (13.8). On conclut comme auparavant.

13.6.9. Preuve de b). Soient s, s’ deux sections monoidales strictes
de mq. Il s’agit de montrer qu’il existe une famille (uy)scq, Ua€ly
+ R(A, A), telle que pour tous A, Be @ on ait s'(f) = uys(f)(uy)*
pour tout fe A(A) et

Upep = Uy ®UpB.

Nous allons montrer:
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13.6.3. LEMME. [l existe une famille double (u$)acq r=1, avec uf”
el + R(A), ayant les propriétés suivantes:
Q) uf" TV =uf” (mod R(A)" pour tout Ae @ et tout r=1.
() s'(f) = uf”s(f)w”)~" pour tout Ae @, tout fe A(A) et tout
r=1.
(i) g =uf" eus’ (mod R(A e B)") pour tous objets A, B et tout
r=1

Le lemme 13.6.3 implique b) de la méme maniere que les lemmes
13.6.1 et 13.6.2 impliquaient c) et a). On procede toujours par récurrence
sur r. Nous aurons besoin des nouvelles notations suivantes, pour un mot
w en les objets de A (voir aussi § 13.6.7):

Co(w) ={xe Aw) |es(f) = s(f) x pour tout fe a(w)}
Cl(w) = R@b)" N Cy(w)

C!(w) + R@p)" ™+

C“"](w) — -
((R(’I/U)r+ 1

= C/(w)/CI " (w).

Le groupe C'"!(w) ne dépend pas du choix de s, puisque deux sections
sont conjuguées par des éléments de 1 + R (théoréme 12.1.1 b)) et que 1
+ R opeére trivalement sur R par conjugaison. On prendra garde de ne
pas le confondre avec le groupe C(w)" du § 13.6.70: I'inclusion

CUw) c Clw)™!

est en général stricte.

En utilisant le théoreme 12.1.1 b), choisissons une famille (#f)4cq,
avec uj e 1, + R(A), vérifient la propriété (ii) du lemme 13.6.3. La con-
dition (iii) est automatique; le lemme est donc vrai pour »=1.

Supposons maintenant » =1 et le lemme connu pour ». Posons

Mg, p=1aep— (s eug”) 'uflpe R(AeB)'.
Comme s et s’ sont monoidales strictes, on a l'identité
(uf” o ug”) P ufp(s(f) o s(@)(uflp) P ug’ euf’ = s(f) es(g)
pour (f, g) € A(A) x A(B), ce qui équivaut a
na, pe C"(AB).
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Par ailleurs, la définition de n, p donne immédiatement la relation
14 @ Mg c—Maep, ¢+ Ta, pec —Na,pelc=0

ol 7y, p désigne I'image de n, p dans C'"(AB).
Soit maintenant (u)" ") une famille vérifiant les conclusions du lem-
me 13.6.3. Posons

ul Y =u"(1+ my).
On a donc my € R(A)". La condition (ii) du lemme se traduit en
(1 +my) s(FIL+my) " = s(f)
pour tout fe A(A), c’est-a-dire
my e C"(A).
La condition (iii), d’autre part, se traduit en
Tig,p=Taup — 1g @ Mp— My e1p

ol My est la projection de m, dans C'"'(A4) (calcul immédiat). Inverse-
ment, la donnée de my € R(A)" vérifiant ces deux conditions fournit une
famille (u{"*Y) vérifiant les conclusions du lemme 13.6.3.

On termine comme précédemment, en utilisant le K(Ob(A))-bimodule

C[r] — HC[T](U)),
w
et en posant
_ ﬁl‘l)q, 7/.1}1 Si wO wl = w’
Moy, w0, (w) = .
0 sinon.

Ceci conclut la preuve de b), donc celle de la proposition 13.4.2, et finale-
ment celle du théoréme 13.2.1. =

13.6.4. REMARQUES.

a) Supposons (1 abélienne et engendrée par un nombre fini d’objets
Aj;, au sens ou tout objet est sous-quotient d’'une somme finie de copies de
e -mondmes en ces objets. On prendra garde que (@ n’est pas nécessaire-
ment engendrée par les 7(4;) = A;. Le point est que I'image dans A d’un
monomorphisme de @ n’est pas nécessairement un monomorphisme. En
fait, on verra plus loin des exemples olt d n’est engendrée par aucun en-
semble fini d’objets.
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b) Dans [1], nous appliquons le théoréme de scindage monoidal ci-
dessus pour construire, inconditionnellement, des réalisations de motifs
numériques, et les groupes de Galois motiviques associés.

¢) Dans la quatriéme partie de ce travail, nous appliquons le méme
théoreme pour définir des «enveloppes» pro-semi-simples ou pro-réductives.

13.7. Variantes.

Voici un avatar monoidal de la proposition 12.2.1.

13.7.1. PROPOSITION. Soit (B, o) une autre catégorie monoidale vé-
rifiant les hypothéses du théoreme 13.2.1. Soit T : B — A un K-foncteur
monoidal radiciel. Notons T: B— @ le foncteur induit.

Soit sq: A—> @A (resp. sg: B—> B) une section monoidale de la pro-
Jjection canonique.

Alors sq o T et T osg sont isomorphes (via un isomorphisme monoi-
dal qui couvre lisomorphisme monoidal identique modulo les radi-
caux).

En particulier, si T et les sections s, et sg sont strictes, il existe un
systeme (uy) déléments de lpy) + rad (ANT(X), T(X)) tel que sqT(h)
=uy Tsg(h)(ux) ™' pour tout he BX, X"), et uxey = Uy o Uy.

DEMONSTRATION. On prouve d’abord la seconde assertion, sous
I’hypothése que @ et B sont monoidales strictes. La preuve est entiére-
ment parallele a celle du point b) de la proposition 13.4.2. La proposition
1221 montre lexistence dun systéme (uy) déléments de 1px,
+rad (A)T(X), T(X)) tel que sqT(h) =ux Tsy(h)(uy)™! pour tout h
e B(X, X'). Pour le modifier en un systéme vérifiant de plus uyey
= uy o Uy, on construit une suite d’approximations uy. Le point est de
remplacer le K(Ob(A))-bimodule C'" par le K(Ob(B))-bimodule C'"
= 1;[ C' ()" ot C'(w)" est défini de la maniére suivante:

Cry(w) = {x e AT)) |2(Tsg(h)) = (Tsg(h)) x pour tout he B(w)}
Ch(w) = Ra(T))" N Cry(w)

C,,.S R AT SN\ + 1
Cl[T](w) — T (w) + C:( (W)) = C%q(@U)/C%fl(@U)
Ra(Tw)) +1

Passons maintenant au cas général. D’apres le théoréme de conjugaison
des sections monoidales, il est loisible de changer de sections sq, sg. Plu-
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tot que sq, Sg, cest de sd =uq o (5q)" oDy, Sg=1Ugo(54)" oDy dont
nous nous servirons (avec les notations de la construction de MacLane
13.4.1). On est alors ramené a voir que (sq)*" o T et T*" o (s4)*" sont iso-
morphes (via un isomorphisme monoidal qui couvre I'isomorphisme mo-
noidal identique modulo les radicaux); mais on est alors dans le cas strict
déja traité. =

13.7.2. COROLLAIRE. Dans la situation de la proposition 12.2.1, sup-
posons A, B strictement K-linéaires, 1.e. telles que @ soit strictement
assoctative (cf: 13.4). Supposons ausst que T soit strict vis-a-vis de D.
Alors on peut choisir les (uy) (conjuguant sqT et Tsg) de telle sorte que
Uygy =UxDuy. N

Voici une variante monoidale du complément de Malcev au théoreme
de Wedderburn.

13.7.3. PROPOSITION. Sous les hypotheses du théoreme 13.2.1, suppo-
sons donnée en outre une sous-catégorie monoidale B séparable de
(non nécessairement pleine), telle que tout objet de A soit facteur direct
d'un objet de B. Alors il existe une section monoidale s de 7 4 qui vérifie
(somq) | B =idg.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer @ et B par A% et B respective-

ment, on peut supposer que Ob(B) = 0b(A). Dans ce cas, le corollaire
montre l'existence d’une section fonctorielle de 7 telle que (somq)| g
=1dg. Pour la modifier en une section monoidale vérifiant la méme con-
dition, on reprend la méthode de preuve du théoreme 13.2.1 a), en con-
struisant une suite d’approximations s, (cf. le lemme 13.6.2 et sa preuve).
Le point est de remplacer le K{(Ob(A))-bimodule M par le sous-bimo-
dule M ' = l;[ M’ (w)", ott M ' (w)!" est le sous-K-espace de M(w)™ des

éléments dont un relevé dans 5{(22))[” commute 3 B(w). On observe qu’on
a bien ad*®n,z e M'(AB)" puisque la restriction de s, & B = B est mo-
noidale (c’est 'identité); on obtient ainsi des v, commutant & B(A), de
sorte que s,,; est encore 'identité sur B=R. =

13.8. Complément.

Ce complément servira au § 15.

13.8.1. PROPOSITION. Sous les hypotheses du théoreme 13.2.1, soit v
une structure monoidale sur le foncteur identique de A telle que 7 4 (v)
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=1. Alors (Idq, v) est monoidalement isomorphe & (Idq, 1) via un isg—
morphisme de foncteurs monoidaux se projetant sur 1 dans (A.

DEMONSTRATION. On peut supposer (@ strictement monoidale. 11 s’a-
git de résoudre I'’équation

Vo, B = (ua b oug ) ugup

pour A, Be d, ou u = (uy) est un automorphisme (non monoidal) de Idq
se projetant sur 1. On procéde comme d’habitude, en supposant de plus
@ strictement K-linéaire et en ne traitant que d’endomorphismes. Il suf-
fit de montrer:

13.8.2. LEMME. Il existe une famille double (u ), d’automorphi-
smes de Idg, avec ui’ el + R(A), ayant les propriétés suivantes:

Q) uf TV =uf” (mod R(A)") pour tout Ae A et tout r=1.

(i) va, = (" P euf) Huflp (mod R(AeB)") pour tous objets
A, B et tout r=1.

DEMONSTRATION. Récurrence sur r, en partant de r=1 avec u
= 1. Supposons 7 = 1 et trouvée un automorphisme u . Quitte & rempla-
cer vy p par (uf” eug”)uflz vs g, on peut supposer que u™ =1 et que
Ve t(RT.

Pour tout mot w en les objets de @, posons
Clw)={xe Aw) |& centralise Cl(w)}
C"(w) = Clw) N R@w)"  (r=0)
I (w) = C (w)/C ) (w)

i = H F[V](w)_

w

L’algébre K(Ob(Q)) opeére a gauche et & droite sur '™ de la maniére
habituelle.

Posons vy g=1—v,4 p: alors v, ge C")(AB) et on a la congruence
identique

VA-B,C+VA,B .ICEVA,BnC+ 1A *Vp ¢ (mOd &r(A.B.C)71+1).

Soit %" un automorphisme de Idq solution de (i) et (ii). Posons
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uf*V=1—u,: on a done u,eC(A). Soit 7, Iimage de u, dans
I'"I(A). On a la congruence identique

Vap=fap—laoup—psely (mod R(AeB) ™).

Réciproquement, si (u 4) est une famille d’éléments de C "NA) véri-
fiant ces congruences, alors la famille (uS "V =1 — u 4) définit un auto-
morphisme de Idq solution de (i) et (ii). Il reste a appliquer comme précé-
demment la nullité de H%(K(Ob(Q)), I"). m

13.8.3. REMARQUE. Si A, B admettent des duaux a droite (cf. 6), les
isomorphismes canoniques

A(1, AY «B) = A(A, B)

de (6.2) passent a ( et sont compatibles & toute section monoidale s com-
me dans le théoréme. Si tous les objets de @ admettent des duaux a droi-
te (par exemple si @ est symétrique et rigide), on en déduit que s est dé-
terminée par ses valeurs sur les (Tl(l, A).

14. Représentabilité.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’interpréter les résultats
des paragraphes 12 et 13 en termes plus catégoriques. Brievement, on
peut associer & une petite K-catégorie de Wedderburn (monoidale) le
groupoide des sections (monoidales) de 7 4. Cette construction est 2-fon-
ctorielle en @ pour les foncteurs pleinement fideles et les isomorphismes
naturels. Sous une hypothese de finitude supplémentaire, elle peut mé-
me s’enrichir en un 2-foncteur a valeurs dans les K-groupoides affines
scindés unipotents (théoremes 14.3.1 et 14.3.3).

Ces constructions ne dépendent pas des théoremes 12.1.1 et 13.2.1.
Dans le cas représentable, elles permettent de les réinterpréter en des
résultats tres forts de rationalité pour les K-groupoides en jeu.

Nous nous placons d’abord le cadre discret, puis dans le cadre
algébrique.

14.1. Le paysage discret.

14.1.1. Le cas non monoidal. Soit @ une petite K-catégorie de Wed-
derburn. Considérons la catégorie G((1) dont les objets sont les sections
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de 7 q, un morphisme de s vers s’ étant une famille (%) . q comme
dans le théoréme 12.1.1 b) et le composé de deux morphismes
(u4), (vy) étant (v4uy). (Comme nous I'a fait remarquer A. Bruguiéres,
les morphismes de G(A) s’interpretent aussi comme les transforma-
tions naturelles entre sections de w4 se projetant sur l'identité dans
@A.) Alors G(A) est un petit groupoide: le groupoide des sections de
7 q. Le contenu du théoréeme 12.1.1 a) (resp. b)) est que ce groupoide
est non vide (resp. connexe).

L’interprétation de la proposition 12.2.1 dans ce langage est le peu
satisfaisant principe de fonctorialité suivant: si sqe §(A) et sge G(B),
définissons le transporteur de sq vers sg comme 'ensemble T(sq, sg) des
(uy) vérifiant les conditions de ladite proposition: ce sont aussi les tran-
sformations naturelles de sqT vers Tsg se projetant sur I'identité. Alors,
pour tout couple (sq, sg), 'ensemble T'(sq, sg) est non vide.

Toutefois, si @ — B est pleinement fidele, alors on a un foncteur ca-
nonique G(RB) — G(A) dans l'autre sens. Cette correspondance s’étend
en un 2-foncteur: notons

Wed{K}

la sous-2-catégorie non pleine de {K} (voir § 1.2) dont

— les objets sont les petites K-catégories de Wedderburn

— les 1-morphismes sont les K-foncteurs pleinement fideles

— les 2-morphismes sont les isomorphismes naturels.

D’autre part, notons Gr la 2-catégorie des petits groupoides (tous les
foncteurs et toutes les transformations naturelles sont autorisés). Alors
on vérifie au prix d'un petit calcul:

14.1.1. SORITE. La construction A+~ §(Q) définit un 2-foncteur 1-
contravariont et 2-covariant

G: Wed{K} —Gr .

Le théoreme 12.1.1 énonce que son image est contenue dans la 2-sous-
catégorie pleine des groupoides non vides connexes. M

En particulier, toute K-équivalence de catégories @ = B définit une
équivalence de catégories G(RB) = G(A), qui n'est pas en général un iso-
morphisme de catégories. Toutefois:
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14.1.2. SORITE. Pour toute K-catégorie de Wedderburn @, les
foncteurs

8(A®)
/! AN
Ga®) 8(A)
N /!
R

sont des isomorphismes de groupoides. ™

(On peut s’en convaincre en remarquant que ces foncteurs définis-
sent des inverses partiels des foncteurs du sorite 1.2.1.)

14.1.2. Le cas monoidal. Supposons maintenant que @ soit monoida-
le, et que son radical soit un idéal monoidal. De méme que dans 14.1.1, on
peut introduire le groupoide G®(A) des sections monoidales de 7 4 (les
morphismes étant les morphismes de foncteurs monoidaux se projetant
sur lidentité dans @). C’est un sous-groupoide de G(Cl), lui aussi connexe
non vide (*). La proposition 13.7.1 admet la méme interprétation que la
proposition 12.2.1 du paragraphe 12. Si @ — & est pleinement fidéle, on a
un foncteur canonique §®({B)—> §®((il) dans lautre sens.
Notons

Wed ® {K}

la 2-catégorie dont

— les objets sont les petites K-catégories de Wedderburn monoida-
les, a radical monoidal

— les 1-morphismes sont les K-foncteurs monoidaux pleinement
fideles

— les 2-morphismes sont les isomorphismes naturels monoidaux.

On a un 2-foncteur évident

(14.1) Q: Wed ® {K} —Wed{K}

(oubli des structures monoidales). Comme au § 14.1.1, on obtient en
fait:

(®%) Tout foncteur d’'un groupoide connexe non vide vers un autre est essen-
tiellement surjectif...
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14.1.3. SoRITE. La construction A — §®(Q) définit un 2-foncteur 1-
contravariont et 2-covariant

G®: Wed®{K} —Gr.

Le théoreme 13.2.1 énonce que son image est contenue dans la 2-sous-
catégorie pleine des groupoides non vides connexes.
Il existe une 2-transformation naturelle canonique

9® = 9 o .Q
ot G est comme dans le sorite 14.1.1 et Q2 est comime en (14.1). =

14.1.4. SORITE. Pour toute K-catégorie de Wedderburn @, les
Sfoncteurs

g®(a®)
/! N
G®(a®h) S® (@)
N /
g®(ah

sont des isomorphismes de groupoides. ™

14.1.3. Objets compacts, duaux et limites inductives. Suppo-
sons @ stable par limites inductives quelconques, et soit A°™ sa sous-ca-
tégorie pleine formée des objets compacts. Alors on a un foncteur de re-
striction §(A) — G(A*“™P). Si tout objet de @ est isomorphe & une limite
inductive d’objets compacts, on a un foncteur en sens inverse: ces deux
foncteurs sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l'une de
lautre.

Méme sorite dans le cas monoidal symétrique, en supposant 1 com-
pact et en remplacant «compact» par «ayant un dual».

14.1.4. Extension des scalaires. Si L/K est une extension, on a des
foncteurs «extension des scalaires» (naive et a la Saavedra) G(A)
— §(Ay) et §(A) — G§(Aqy,)), et de méme dans le cas monoidal. Si L/K est
(finie) séparable, ces foncteurs sont isomorphes en vertu du théoréme
5.3.2. Dans le cas général et en supposant @ stable par limites inductives
quelconques, on a un foncteur de restriction §(Q,)) — §(A.) commu-
tant naturellement aux deux foncteurs ci-dessus. Méme sorite dans le
cas monoidal.
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14.2. Objets en catégories, en groupoides et en actions de groupe.

14.2.1. Objets en catégories et en groupoides. Soit X une caté-
gorie avec limites projectives finies. Rappelons qu'un objet en catégories
dans X est la donnée I' de deux objets £, S e &, d'un morphisme

B,0):E—>8Sx8
«but» et «source» et d'un morphisme «loi de composition»
ot B Xpge B — K

telles que, pour tout objet X € I, le couple (X(X, £), X(X, S)) et les mor-
phismes correspondants définissent une petite catégorie I'(X) (objets:
S(X); morphismes: E(X)). Par le lemme de Yoneda, cela revient a exiger
que 3, o, o vérifient les identités habituelles. Un objet en catégories I
est un objet en groupoides si, pour tout X e X, I(X) est un groupoide
(méme remarque).

Sir=@#,S,B,0,0)et I''=W",S",B",0', ") sont deux objets
en catégories de X, un morphisme de I' vers I'' est un couple T = (f, g),
avec fe X(E, E'), ge X(S, S"), tels que les diagrammes

B, 0) o
fl gxgl fol fl
B',0") /

E'%SXS E,Xﬂrsra’E’ OHE,

soient commutatifs (ou, de maniére équivalente, que 7(X): I'(X) = I’ (X)
soit un foncteur pour tout X e X).

SiT=(f,g)etT =(f",g") sont deux tels morphismes, une komoto-
pie de T vers 7' est un morphisme e (S, ') tel que les diagram-
mes

w (f; up)

S — E, E —— E,XﬂrSfO'E”
. <ﬂ',o'>l (uo,f’)l o'l
S’XS’ E’Xﬁrsru’E’ Oﬁ E”

soient commutatifs (ou, ce qui revient au méme, que u(X) soit une trans-
formation naturelle quel que soit X e X).

Les objets en catégories, morphismes et homotopies définissent une
2-catégorie Cat (X). Sa sous-catégorie 1-pleine et 2-pleine formée desob-
jets en groupoides est notée Gr (X).
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14.2.2. Objets en actions de groupe. Un objet en groupes dans X
est un couple (G, ug) avec Ge X, uge X(Gx G, G) tel que G(X)
= X(X, G) définisse un groupe pour la loi u(X) = A(X, ug) quel que
soit X e I. De méme, un objet en actions de groupe est un systeme A
=(G,S, ug, ug), ot (G, ug) est un objet en groupes, Se X, uge X(G
x S, 8), tel que (ug(X), ug(X)) définisse une action de G(X) sur S(X)
pour tout X e .

Etant donné deux objets en actions de groupe 4 = (G, S, ug, us), 4’
=(G',S ", ug,u1s), un morphisme de A vers A' est un couple T
=(f, 9), avec fe X(G, G"), ge A(S, S'), tels que les diagrammes

GxG 2% @ GxS 5 g
fol fl yxgl yl
G'xG 2 @ G'xS 58

soient commutatifs.
Il y a une notion évidente de composition de tels morphismes.
Enfin, étant donné deux tels morphismes 7'= (f, g), T''=(f", 9'),
une homotopie de T vers T’ est un morphisme u e X(S, G') tel que les
diagrammes

(u, 9)

S — G'x8' G xS (wousford  G'x G’
PN ,ugr\L f’th\L /AG,\L
S’ G'xq % G’

soient commutatifs (en formules: g'(s) =u(s) g(s); u(ys)
=f"(y) u(s) f(y)~1). La composition de deux homotopies est donnée par
u'oui=pg ou', u) (u ouls) =u'(s) uls)).

Les objets en actions de groupe, morphismes et homotopies forment
une autre 2-catégorie notée Acg ().

14.2.3. Actions de groupe et groupoides. Pour obtenir un grou-
poide I, il suffit de se donner un objet en actions de groupe 4
=(G, S, ug, ug). On définit £ =G x S, f =ug, 0 = seconde projection.
On vérifie (par exemple a 'aide du lemme de Yoneda) que le morphi-
sme

(pe3, 1g X us)
GxGxS2EY g x50,
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oll po3 est la projection oubliant le premier facteur, est un isomorphisme.
On définit alors o comme le morphisme

ExigoB(E) 1Gx Gx SL G x S=E.

Un tel groupoide est dit scindé.
La regle ci-dessus s’étend en un 2-foncteur

Acg (X)) — Gr (X).

14.2.1. EXEMPLE. X = Sch/K est la catégorie des K-schémas (dans
notre univers). Un K-groupoide est un objet en groupoides I'= (S, E)
dans . Il est dit transitif sur S §'il existe T’ fidélement plat quasi-com-
pact sur SxxS tel que Homg,, s(T', E)#@ (le champ associé a
T—(S(T), E(T), B, 0, o) est alors une gerbe, c¢f. [14, 3.3]). 1l est dit uni-
potent (resp. réductif...) si la restriction de £ & la diagonale de S XS
est un S-groupe affine pro-unipotent (resp. pro-réductif...).

Un K-espace homogeéne est un objet en actions de groupe (G, S) dans
X telle que G opére transitivement sur S. On note

Hmg (Sch/K) c Acg (Sch/K) la sous-catégorie 2-pleine et 1-pleine des
K-espaces homogeénes.

Etant donné un objet en actions de groupe (G, S) dans X, pour que le
morphisme (3, y) du K-groupoide I associé par 14.2.3 soit fpqe, il suffit
que (G, S) soit un espace homogene. Cela implique que I' est transitif
sur S (prendre 7' =FE ci-dessus). Si G est pro-unipotent (resp. pro-
réductif...), I" est unipotent (resp. réductif...): en effet, la restriction de
E 4 la diagonale est un sous-S-groupe fermé du S-groupe constant
G xkS.

14.3. Représentabilité algébrique.

Soient @ une K-catégorie de Wedderburn et L une extension de K.
Par le corollaire 4.1.4, d; est encore de Wedderburn, de radical &R,
= RQ®L, ce qui suggere la présence d'un K-groupoide (au sens des
schémas) dont le groupoide G(cl) du § 14.1.1 serait le groupoide des K-
points. De méme, si A est monoidale a radical monoidal, on peut espérer
que le groupoide G®(A) du § 1 est représentable.

Nous allons montrer que c’est bien le cas, sous une hypothése de fini-
tude convenable. En fait, nous allons obtenir encore mieux.
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14.3.1. Le cas non monoidal.

14.3.1. THEOREME. Soit Wedf{K} la sous-2-catégorie 1-pleine et 2-
pleine de Wed{ K} formée des catégories @ telles que dimxzA(A, B) < «
pour tout (A, B) e A X A.

a) Soit A e Wedf{K}. Alors il existe un K-groupoide affine scindé
unipotent I(A) = (K, S), transitif sur S, tel que pour toute extension L
de K, on ait S(L) = 0b(§(Ay,)) et E(sy, s2)(L) = G(Az)(s1, S2) pour tout
couple de sections (sy, s;) de mg,.

b) Cette construction provient dun 2-foncteur 1-contravariant et
2-covariant

A : Wedf { K} —Hmg (Sch/K)

a valeurs dans les K-espaces homogenes unipotents, via le 2-foncteur
Hmg (Sch/K) — Gr (Sch/K) de 14.2.3.
c) Les 2-foncteurs A et I' commutent & lextension des scalaires.

DEMONSTRATION. Compte tenu de ’hypothese de finitude, pour tout
objet A le foncteur des K-algebres commutatives vers les groupes

R—(14+ R(A, A)QkR, °)
est représentable par un K-schéma en groupes affine unipotent U4. Soit
Uq =[] U* leur produit; ¢’est un K-groupe pro-unipotent, i.e. une limite
A
projective filtrante lim U, de K-groupes unipotents; en tant que schéma,

c’est juste un produit d’espaces affines.

Pour tout couple (A, B) d’objets de @, soit Sec(A, B) 'ensemble des
sections K-linéaires de la projection A(A4, B) — a(A B): il est représen-
table par un K-espace affine Sec (A, B). Posons Secyq = H Sec (4, B):
c’est aussi un produit d’espaces affines.

Considérons le sous-schéma fermé de Sec
SCI = {(SA,B) |VA7 B’ CE a7 V(f’ g) € a(A, B) X a(B; C),
sa,c(gof) =sp c(g)osag(f)}.

On a une action évidente de U4 sur Sy
u: Ua XKSaﬁSa

(u, s)—usu !
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qui est transitive grace au théoreme 12.1.1 b). Notons A(Q) ce K-espace
homogéne unipotent: le groupoide (1) cherché est 'image de A(¢) par
le foncteur de 14.2.3.

Il reste a voir que 4 définit un 2-foncteur. Soit 7' : B — @ un foncteur
pleinement fidele: il induit un épimorphisme Uy —>Ug de K-schémas affi-
nes grace au diagramme

[T v4

Ae@

|

H UB N H UT(B)

BeB Be®
et de méme un épimorphisme Secq—>>Secg, ce dernier envoyant Sy dans
Sg. Ces morphismes définissent clairement un morphisme de K-espaces
homogenes A(T): A(Q) — A(B).

Soit 7' un autre tel foncteur, et 4 : T= T’ un isomorphisme naturel,
d’ott un autre w:T=T', ou T, T': B— A sont les foncteurs induits.
Pour tout B e & et toute section s de 4, 'élément s(7ig) ' uy appartient
a 1+ KR(T(B), T(B)): on en déduit un élément 7T (s(ug) ‘ug)el
+ R(B, B). Cette regle définit un morphisme

dont on vérifie facilement qu'il satisfait les conditions d’'une homotopie
AT)=AT'). =

14.3.2. EXEMPLE. Le théoréme 14.3.1 montre que, pour deux K-caté-
gories de Wedderburn A et B K-équivalentes, les groupoides I(A)
et I'(B) ont en général méme type d’homotopie (au sens ci-dessus), mais
ne sont pas nécessairement isomorphes. La méme remarque vaut pour
les invariants plus fins 4(A) et A($B). La remarque va nous permettre
de décrire un représentant explicite du type d’homotopie de A(Q) et I'(AQ)
lorsque K est algébriquement clos (ou plus généralement parfait, si
tout Hindécomposable de @ le reste dans (A" aprés toute extension
finie L/K).

II suffit de supposer que tout objet de 1 est indécomposable et que
deux objets différents sont non isomorphes. On a alors S = SpecK et G
est le produit des 1+ R(A, A), ou A décrit I'ensemble des objets de .
En particulier, le schéma des objets de I(A) est ici réduit & un
point.
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14.3.2. Le cas monoidal.

14.8.3. THEOREME. Soit Wedf®{K} la sous-2-catégorie 1-pleine
et 2-pleine de Wed ® { K} formée des catégories A telles que dimg (A, B)
< o pour tout (A, B) e A x Q.

a) Soit A e Wedf ®{K}. Alors il existe un K-groupoide affine scindé
unipotent I'®(AQ) = (E®, S®), transitif sur S®, tel que pour toute
extension L de K, on ait S®(L)=00b(G%(AL)) et E®(sy, so)(L)
= G®(A.)(s1, 2) pour tout couple de sections monoidales (s, s;) de
Ta,-
b) Cette construction provient dun 2-foncteur 1-contravariant et
2-covariant

A®: Wedf ®{K} —Hmg (Sch/K)

a valeurs dans les K-espaces homogenes unipotents, via le 2-foncteur
Hmg (Sch/K) — Gr (Sch/K) de 14.2.3.
¢) On a une 2-transformation naturelle

A®$ Ao

comme dans le sorite 14.1.3.
d) Les 2-foncteurs A® et I'® commutent o lextension des scalai-
res.

DEMONSTRATION. On reprend les notations de la preuve du theore-
me 14.3.1. Considérons le nouvel espace de parametres

Sec®=Sx [I(1+ R(AeB, AeB)).
AB

Les équations que doivent vérifier la contrainte monoidale s d’une
section monoidale s définissent un sous-schéma fermé S ® c Sec®. Soit U;
le sous-groupe fermé de U formé des (u,) tels que u, = 1. Le groupe U,
opeére cette fois-ci sur S® par la formule

ll/l®: U1 XKS®6S®

(u, (s, 8)) —>(usu 1, §")

ou s’ est défini par le diagramme (13.1). Le théoréme 13.2.1 b) montre
que cette action est transitive. Dot 4%®(A).

On a un morphisme évident A ® (@) — A(A), donné par le plongement
de U, dans U et par loubli des structures monoidales. Ceci définit
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la 2-transformation naturelle de c) au niveau des objets (catégories).
Le reste se vérifie facilement. =

15. Sections et tressages.

15.1. Tressages.

On renvoie a [27] pour les notions de tressage et de foncteur monoi-
dal tressé. Contentons-nous de les rappeler briévement.

Un tressage sur une catégorie monoidale (d, o) est la donnée, pour
tout couple d’objets (A, B) e A X A, d’'un élément

Ry peQ(AeB,BeA)

tel que le diagramme

AeB g CeD
(15.1) R p Rep
l gef l

BeA — De(C

soit commutatif pour tous A, B, C, D € A et tout couple (f, g) € A4, C)
X (B, D). On demande de plus que les R, g vérifient les identités de
tressage

(15.2) Ry pec=0pca(lpeRy ) aga c(Rapele)aa p c

(15.3) Riwpc=0ch 5(Racolp) aa c3(laeRp ) aap.c

ou a est la contrainte d’associativité.
On dit que le tressage R est symétrique si on a de plus l'identité

(15.4) Rp 4=Rip.

Si(B, T) et (A, o) sont tressées, un foneteur monoidal (s, ) :(B, T)
— (A, o) est dit tressé 8'il est compatible avec les tressages. En d’autres
termes, pour tous A, Be B, on demande que le diagramme

s(4) o s(B) —% S(ATB)
(15.5) Ry, x(B)l s(Ra, B) \L

S(B) o s(A) -5 «BTA)

soit commutatif.
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Notons que si s est strict, la condition devient simplement s(R, p)

= Rya), s

Notons aussi qu'imposer que les tressages de & et @ soient symétri-
ques n’impose aucune condition supplémentaire sur s (et méme en reti-
re). Par contre, si les tressages de B et A sont compatibles via s, et si s
est essentiellement surjective, I'un est symétrique si et seulement si 'au-
tre lest.

15.2. Sorites.

Le sorite suivant complete le sorite 13.3.1:

15.2.1. SorITE. Soit (s,$):(B, T, R)—(A, e, S) un foncteur mo-
noidal tressé entre deux catégories monoidales tressées, et soit u :s =1
un 1somorphisme naturel de s sur un autre foncteur t. Alors lunique
structure monoidale t sur t faisant de u un morphisme de foncteurs mo-
noidaux (sorite 13.3.1) est tressée. ™

On a aussi:

15.2.2. SORITE. Tout tressage R satisfait les identités
Ry poc= diag(RA,B7 Ry )
Raogp,c=diag (R, ¢, Rp, c)-

(Cela résulte du sorite 1.1.3, en considérant R comme une transfor-
mation naturelle ¢ = o o7, ou T est ’échange des facteurs.) =

Rappelons également le sorite suivant [27, rem. 2.3]:

15.2.3. SORITE. Notons A" la catégorie symétrique de A (mémes
objets, mémes morphismes mais produit défini par Ae'B:=BeA, cf.
[63, 1.0.1.4]). Alors tout tressage R sur Q définit une structure monoida-
le sur le foncteur identique Idq: A" — Q. ®

Enfin:

15.2.4. SORITE. Soient (B, T, R) une catégorie monoidale tressée,
(A, o) une catégorie monoidale et (s, s):(B, T)—(A, o) un foncteur
monoidal. Pour A, Be B, posons

Rj p=355"45(Ra p) Sa p: S(A) es(B) —s(B) e s(A).



218 Yves André - Bruno Kahn
Soit a la contrainte d’associativité de A. Alors on a les identités
Gp,c o Lya) 'R pac(lya @ 85.0) =

= Qg(B), s(C), s(A)(ls(B) °Rj, ) as(tzl), s(A), s(C) (RA,B 4 15(0)) As(A), s(B), s(C)
(Lgcy @ <§A,B)71RjoB,C(§A,B el =

— -1 S -1
= ), sea), s3) (Ba, ¢  Lyw) Qsa), sco), s (Lsca) @ BB 0) Qs semy, scr- - ™

En d’autres termes, R*® vérifie «presque» les relations de tressage
(15.2) et (15.3).

15.3. Sections.

Reprenons maintenant les notations et hypothéses du théoréme
13.2.1, en présence d’'un tressage (*!). Ce dernier reste muet sur la com-
patibilité des sections monoidales a un tressage éventuel. Nous allons
voir que, dans ce cas, la situation est tres «rigide».

Soit R un tressage sur (. On en déduit un tressage R = 4(R) sur A.

Soit (s, §) une section monoidale de 7 4.

15.3.1. Proposition. a) Il existe un automorphisme (non monoidal)
u de s tel que, pour tout couple dobjets A, Be A, on ait

(15.6) S(Ra,p) = UpsaSp, aRa p(us oup) 31'p.
b) On a lidentité

(15.7) S(Rp a) S(Ra B) = 54, pRp aRa p(uZ eup) 313 pusls.

DEMONSTRATION. a) En tenant compte du sorite 15.2.3, on applique
la proposition 13.7.1 dans la situation B=AaQ"", T=dq, R), Sq=53=S5.
b) Remarquons les relations de commutation

UBeA S(RA,B) = S(RA,B) UAeB)

(') On rappelle que T'hypothése de commutativité des End(1)-bimodules
A(A, B) est alors automatiquement satisfaite.



Nilpotence, radicaux et structures monoidales 219

due au fait que u est un automorphisme du foncteur s, et
Ry p(ug eug) = (ug euy) Ry p,
due au fait que R est un tressage. On déduit alors de (15.6)
(15.8) S(Ra,p) = 3p,aRa p(us oup) 81'puslp
d’olt
s(Rp,a) s(Ry ) =
= %A_.IB§A,BRB,A(%B °Uy) §§,IA§B,ARA,B(%A o uUg) g25,113%4_.119 =
= uAiolBéA,BRB,A(uB ouy) Ry p(uy oug) 5‘2,13 Ugdp =
= us.p8a, 5 Rp aRA p(ux e uf) 54 puslp =

—_z 2 2y -1 , -2
= SA,BRB,ARA,B(MA o uUj) SA,BUAeB

comme annoncé. N

15.3.2 REMARQUES.

a) On prendra garde au fait que les relations de commutation appa-
raissant dans la preuve de la proposition 15.3.1 a) n’ont pas de raison d’é-
tre vraies en échangeant R, p et s(}_BA‘B). De méme, uy .5 et uy o ug n'ont
pas de raison de commuter.

b) Dans le sorite 15.2.3, la condition, pour un isomorphisme naturel
R: e= e oT, de définir une structure monoidale sur le foncteur identi-
que A" — @A, est plus faible que les conditions de tressage. Il en résulte
que lautomorphisme % n’est pas arbitraire: il vérifie deux conditions
supplémentaires du type «cross-effects» non commutatifs d’ordre 3, qui
reviennent a dire que la fonction A—u, est «de degré <2» pour la
structure monoidale. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter ces re-
lations, que nous n’utiliserons pas.

15.3.3. PROPOSITION. Pouy une section monoidale (s, s), les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) R® est un tressage (notation du sorite 15.2.4).

(ii) Il existe un automorphisme (mon monoidal) v de Idq tel qu’on
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ait, pour u comme dans la proposition 15.3.1, lidentité
=1, -1 % — -1
(uq ®up) Sa,pUaepSa, = (Vs # V) Vasp-

Si ces conditions sont vérifiées, le tressage R® nme dépend pas du
choix de s: pour un choix de v comme dans (ii), il est donné par la
Sformule

Ry p=Ra p(vs 0vp) valp.

DEMONSTRATION. En utilisant la formule (15.8), on obtient l'identité
RA_,%RZ,B = (uy o up) 55,13 %A_.IB§A,B-

Si (i) est vérifié, le premier membre de cette identité définit une
structure monoidale sur Idq: Q%" — %™ couvrant la structure monoi-
dale triviale sur Idg. (ii) résulte alors de la proposition 13.8.1. Pour la ré-
ciproque, remarquons que l'identité de (ii) implique que R* fait commu-
ter le diagramme (15.1) pour tous morphismes de €. En particulier, dans
le sorite 15.2.4 le premier membre des deux identités se réduit respecti-
vement & B p.c et & Bj,p ¢: R* est donc bien un tressage.

Soit (¢, ) une autre section monoidale. D’apres le théoréme 13.2.1 b),
s et t sont monoidalement conjuguées. En d’autres termes, il existe une
famille (v,) conjuguant s et ¢ et vérifiant l'identité

Vae BSa,p=1ta,pVa ®Vp.
On a alors
Bt -1, -1\ P
RA,B = (vg ev4 ) RZ,B(UA *Vg).

Ainsi, si R® est un tressage, on a R' = R*.
La derniére assertion est claire & partir de la formule (15.8). =

Nous ne connaissons pas de critere pour que les conditions de la pro-
position 15.3.3 soient vérifiées, a 'exception d'un cas: celui ol le tressage
résiduel R est symétrique. Rappelons la définition suivante [27, § 6]:

15.3.4. DEFINITION. Une structure balancée sur une catégorie mo-
noidale tressée (d, o, R) est un automorphisme 6 = (0 4)4.q du fon-
cteur identique de @ vérifiant 'identité

Rp ARy p=(0400p) 0405
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15.3.5. THEOREME. Soit (A, ¢, R) une catégorie monoidale tressée.
On suppose que le radical est un idéal monoidal, et on note (A, o , R) la
catégorie monoidale tressée obtenue en quotientant par le radical.

a) Si R est symétrique, R est balancé via un automorphisme 0 véri-
Sfiant wq(0) =1.

b) Si de plus car K # 2, les conditions de la proposition 15.3.3 sont
vérifiées. Le tressage R correspondant est lunique tressage symétrique
de A tel que

() mq(R) = R;

(i) (Idq, R) est monoidalement isomorphe & (Idg, R) (cf. sorite
15.2.3).

¢) Si de plus R est symétrique, on a s(R) = R pour toute section mo-
noidale s.

DEMONSTRATION.

a) On applique la proposition 13.8.1 au foncteur monoidal
(Idq, R4, pRp, ).

b) L’identité (15.7) de la proposition 15.3.1 donne une nouvelle
identité

e o9
(0a00p) O4ep=Sa,pUienSa, p(Us "~ oUg~).

Comme car K # 2, I'élévation au carré est bijective dans 1+ R. En
particulier, 6 a une unique racine carrée v. Comme 6 4,5 et 0 4 ¢ 0 5 sont
centraux dans A(AeB), §;'3uf.p84 5 et (us? eug?) commutent. On a
done

(V4 ovp) Vatp = 81'pUaupSa, p(us ' ougt)

ce qui n'est autre que la condition (iii) de la proposition 15.3.3.
Ceci démontre que R vérifie les conditions (i) et (ii) du théoréme.
Pour voir l'unicité, soit R’ un autre tressage symétrique vérifiant ces
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conditions. En particulier, (Ida,ﬁ’) est monoidalement isomorphe a
(Idg, R). 11 existe donc uel+ R tel que

éA,B = RA,BMA.B(MEI ouzh)

pour tout couple d’objets (A4, B). La symétrie de R et de R’ donne main-
tenant l'identité

Hhep =15 o u%.

En en prenant la racine carrée, on trouve bien que R' = R.
¢) Cela résulte de la derniere assertion de la proposition
1533. =

15.3.6. EXxeMPLE. Considérons la quantification de Drinfeld-Cartier
A[h] d’une catégorie monoidale stricte symétrique @ munie d’un «tres-
sage infinitésimal>» ¢4 g, ¢f. [28, ch. 9]. Rappelons seulement que Afnr] a
les mémes objets que A, et que A[A](A, B) = (A(A, B))[L]; le tressage

de A[h] est de la forme Ry p= l_%A, BEXP ( gtA» B) (et la contrainte d’asso-

ciativité est construite a partir de ¢, 5 au moyen d'un associateur de
Drinfeld). En général ce tressage n’est pas symétrique, méme modulo
2. Toutefois, le théoréme 15.3.5 b) montre par un passage  la limite que
(A[k], R) admet une structure balancée, et méme que A[k] admet un
unique tressage symétrique R se réduisant en R et tel que (Id, R) soit
monoidalement isomorphe a (Id, R) dans le cadre du sorite 15.2.3.

En particulier il n’est pas nécessaire de supposer I'existence de duaux
dans @ pour construire une structure balancée sur R, comme dans [12].

15.3.7. REMARQUE. Il est probable que les parties b) et ¢) du théore-
me sont fausses en caractéristique 2. Il serait intéressant d’exhiber un
contre-exemple.

15.4. Compléments.

Pour finir, examinons de plus pres le défaut de validité des conditions
de la proposition 15.3.3 et le défaut de commutation du diagramme (15.5).
On pose uy p=Ri5Gp a) "s(Ba p) 545 €t na p=14.5— s p On a
na peCi(AB) (¢f §13.6.9 pour la notation).
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Soient

e=e(R) =sup{r|ns pe C{(AB) pour tout (4, B)e @ x A}
¢ ==e®R) =sup{r|[1y emp+myely, ny zle R(AeB)

pour tout (A, B) e A x Aet tout (my, mp) e R(A, A) x R(B, B)}.
Notons 724, 3 limage de n, p dans C'"/(AB) (notation du § 13.6.9).

15.4.1. PROPOSITION. @) L'élément e=e(R)eNU {x} et les élé-
ments Ty, g de C'Y(AB) ne dépendent pas du choix de s: ils ne dépen-
dent que de R. Si A est stricte, on a les identités

(15.9)  Tig poc=Rapole) *(lg ety o) RBapele) +Tg pele

Tiaep,c= (1a @ Rp o) '(a,c o 1p)(1g @ Ry o) + 14 @ Ting ¢

la seconde pouvant ausst s’écrive
(15.11) Tgep,c= Rp 4 01c)(1p 0 Tig o) Rp 4 01c) " + 14 0 15 c.

b) L'élément e e N U {  } ne dépend pas du choix de s: il ne dépend
quede R.Onae>e,ete = x siet seulement si les conditions de la pro-
position 15.3.3 sont vérifiées.

c) Soit T:(A',e,R')—(A, o, R) un foncteur monoidal strict
tressé radiciel (avec (A', o) stricte). Alors e(R') < e(R).

DEMONSTRATION. @) Soit s’ une autre section monoidale. D’apres le
théoréme 13.2.1 b), s et s’ sont conjuguées par une famille (v4)4c q d’élé-
ments de 1+ R(A) vérifiant I'identité (v4.p) 54, 5= iA,B(vA evp). Si on
note us p=Ri 3G5p 4) " s (Ba 5)Sh, g, on en déduit I'identité

us p=(va ovp) Uy p(vy @ vp) "

Si on pose n4, p=1la.p— U4, p, cette identité implique d’abord que
n4 pe R(A e B), ensuite que que 14 5 =1y, 5 (mod R(AeB)** 1 et enfin
que son image mod R(A eB)**! est dans C!'(AB).

Pour établir (15.9) et (15.10), on peut supposer s stricte par le point ¢)
de la proposition 13.4.2. En appliquant s a (15.2) et (15.3), on obtient les
identités

SRa. poc) = (1p 0 s(Ru c))(s(Ra p) o 1¢)

sSRaup,c) = (s(Ra,c) o 1p)(14 o s(Rp ).
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On en déduit
Ua pec= (Ra pele) "(1p ety c)(Ra, pole)ua pelc)

Uaep,c=(laoRp ¢) (s, co1p)(1y e Rp c)(1s o up )

Les identités (15.9) et (15.10) s’en déduisent facilement. En utilisant
Iidentité Rp pec=(1laeRp c)(Rp aelc) et Tégalité nycelp
=Rp 4.c(1p e Ty, ¢) Rz'4ec, on peut rééerire le premier terme du mem-
bre de droite de (15.10):

(Rp,a0lc)1geTig )Ry 4 01c) "

b) résulte facilement des calculs de a).
¢) Soit s (resp. s') une section monoidale stricte de w4 (resp. mq) (il
en existe d’apres la proposition 13.4.2). Posons

1B 1B
Ura), 1) = (B, rw) " SRy, rw), Ui, p= Bip) s (B) p).

D’apres la proposition 13.7.1, Ts' et sT sont conjuguées par une fa-
mille (wy)scq d’éléments de 1 + R(T(A)) vérifiant I'identité

Waep = Wy @ Wp.
On déduit de ces formules que
Tus, p= (wa @ wg) Upa), 73 (Wa ® wg) .

d’ou il est aisé de conclure. =

15.4.2. REMARQUE. Les identités (15.9) et (15.10) ne sont autres que
les relations de tressage infinitésimales de Drinfeld-Cartier (cf. [28, ch.
9]), vérifiées par ht, p de I'exemple 15.3.6. Toutefois, 74 p est «antisymé-
trique» si R est symétrique, alors que ht, p est «symétrique» dans la
quantification de Drinfeld-Cartier.

16. Premiere application: catégories de Kimura.

16.1. Rappelons (définition 9.1.16) qu’'une catégorie de Kimura sur un
corps de caractéristique nulle K est une catégorie K-linéaire monoidale
symétrique rigide, vérifiant End(1) = K, pseudo-abélienne, et dont tout
objet est de dimension finie au sens de Kimura.
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16.1.1. THEOREME. Soit A ume catégorie de Kimura, de radical
R. Alors

a) Le foncteur de projection A — (/R admet des sections monoida-
les, qui envoient le tressage résiduel R de A/R sur le tressage R de A.
Deuix telles sections sont monoidalement conjuguées.

b) Soit R’ la contrainte de commutativité de (ﬂ/%/(_) modifiée a Laide
de la Z/2-graduation canonique de a/% (¢f: théoreme 9.2.1)). Par ail-

leurs, soit mje a%(A, A) lidempotent (central) associé canonique-
ment a tout objet A de @ (ibid.) Notons R’ et 7} leurs images dans A/ R.
Alors, pour toute section monoidale s: Q/R— A comme en a),

(i) Limage de s(R') (resp. de s(@4) pour tout A) dans a/% est
égale & R’ (resp. & m}).

(i) La famille des s(@@y ) définit une Z/2-graduation sur A, dont le
tressage modifié associé est s(R'). Pour ce tressage symétrique, la caté-
gorie A reste rigide et la dimension de tout objet A est égale & kim A ; en
particulier, c’est un entier = 0.

DEMONSTRATION. a) résulte des théoremes 13.2.1 et 15.3.5, appliqués
a @ en vertu du théoréme 9.2.2. De méme, b) résulte des mémes référen-
ces, appliquées a a/% munie de R’, en notant que la donnée de R’ est
équivalente a celle de (R et) des ;. m

IV. ENVELOPPES.

Dans cette partie, on expose quelques applications «concrétes» des
théorémes de scindage de la partie précédente a la théorie des représen-
tations indécomposables des algébres artiniennes et des groupes algé-
briques linéaires. Dans ce dernier cas, le résultat-clé 6 est une vaste gé-
néralisation du théoréme classique de Jacobson-Morosov-Kostant.

17. Le cas non monoidal: enveloppes pro-semi-simples.

Dans cette section, nous tirons les fruits du théoréme 12.1.1; elle peut étre
considérée comme un échauffement préparatoire aux sections suivantes.

17.1. Enveloppes pro-semi-simples.

Soient (@ une petite K-catégorie et 7 q: A — @ le foncteur de projec-
tion sur le quotient de @ par son radical. On a alors un foncteur
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canonique
A-Modf— @-Modf

entre catégories de modules a gauche de K-dimension finie (nous dirons
brievement: K-finis), induit par M+—M o q, ¢f. définition 1.3.3. Ce fon-
cteur est pleinement fidele (du fait que 7 4 est plein et surjectif). Il en est
de méme du foncteur composé avec 7 q_ 00

A-Modf— @-Modf

si @-Mod est abélienne semi-simple (*).
Prenons pour @ une algébre A (associative unitaire) sur un corps K
parfait. On a le foncteur d’oubli, fidele et exact

w : A-Modf— Vecg.

La situation ne change pas si 'on remplace A par sa complétion profi-
nie (complétion eu égard aux idéaux bilatéres de K-codimension finie).
On peut donc la supposer, et on la supposera, profinie, ce qui permet
d’énoncer:

17.1.1. LEMME. Si A est profinie, le quotient A de A par son radical
est semi-simple (profinie, non nécessairement de K-dimension finie). A
fortiori, le foncteur

A-Modf— @Q-Modf
est pleinement fidele.

DEMONSTRATION. Ecrivons A comme limite projective filtrante
1i£1Aa a fleches de transition surjectives. Comme un élément inversible
de A s’identifie 4 une collection d’éléments inversibles compatibles de
A,, on obtient, en revenant a la définition des radicaux, que le radical R
de A est la limite limR,, des radicaux de A,. On a alors un plongement
A/R —lim(A,/R,), le composé avec la projection sur chaque algebre se-
mi-simple A,/R, étant surjective. Comme A/R est profinie (R étant un
idéal fermé), cette injection est donc un isomorphisme, d’ou le résul-
tat. =

(*®) 11y a lieu éventuellement de prendre un second univers pour ne travailler
qu'avec de petites catégories.
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On sait que A-Modf est une K-catégorie de Wedderburn (proposition
2.4.4). On peut donc appliquer le théoréme 12.1.1, et obtenir une section
fonctorielle s :A-Modf— A-Modf, deux telles sections étant conju-
guées.

D’apres [63, 11.2.6.3] ou [564, 2.2], il existe une K-algebre pro-semi-
simple A,, non nécessairement de K-dimension finie, telle que le compo-
sé w o s induise une équivalence de catégories A-Modf — A,-Modf, et un
homomorphisme A —A,.

On rappelle qu’étant donné un homomorphisme f: A'—A de K-al-
gébres profinies et le foncteur associé f*: A-Modf— A ' -Modf, on a (cf.
[63, 11.2.6.3] pour I'énoncé dual):

— f est surjectif si et seulement si f* est pleinement fidéle, et pour
tout A-module K-fini M, tout sous-objet de f* (M) provient d’'un sous-ob-
jet de M,

— f est injectif si et seulement si tout A '-module K-fini M’ est sous-
quotient d'un module de la forme f*(M).

En particulier, le morphisme A — A, est une injection. Comme deux
sections s sont conjuguées, A, est bien définie & isomorphisme pres. Il
découle par ailleurs du lemme précédent, et de loc. cit., que 'on a une
surjection A,— A/R.

On peut considérer A, comme une «enveloppe pro-semi-simple» de
I'algebre profinie A: d’apres le lemme 12.1.2, les classes d’isomorphi-
smes de A-modules indécomposables sont en bijection avec les classes
d’isomorphismes de Agmodules simples.

Cette bijection est donnée de la maniere suivante: a tout indécompo-
sable M dans A-Modf, on peut donner une structure de A,-module éten-
dant celle de A-module. On le note alors M;; il est simple, et End, M, est
le corps gauche End, (M) = End, M/rad (End, M).

L’algebre pro-semi-simple A, est semi-simple, i.e. de dimension finie
sur K, si et seulement si A est de type de représentation fini. Dans ce
cas, si M, parcourt un systéme de représentants des classes d’isomorphi-
smes de A-modules indécomposables K-finis, notons », la dimension de
M, sur le corps gauche D, = Endy(M,). On a A, = l;[Mna (D).

17.1.2. REMARQUES.

a) D’apres [14, 2.17], toute K-catégorie abélienne dont tout objet est
de longueur finie, dont toute algébre d’endomorphismes est de K-dimen-
sion finie, et admettant un générateur, est équivalente a4 une catégorie
A-Modf pour une K-algebre A convenable de dimension finie sur K.
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b) Pour l'algebre profinie A = K[T4, ..., T, ], la catégorie A-Modf est
naturellement équivalente a la catégorie Repg(G)) des représentations
de dimension finie du groupe vectoriel G . En effet, la cogébre duale de
A s’identifie naturellement & la cogébre sous-jacente a la bigebre affine
O(GY), et on conclut par [54, 3].

¢) Soit JI'idéal de A = A-Modf formé des morphismes qui se factori-
sent a travers un objet projectif de A-Modf. Le quotient /] s’appelle la
catégorie stable des A-modules finis, ¢f. [3, p. 23], et se note A-Modf. On
a un diagramme commutatif

A-Modf > A-Modf

l |

AModf > A-Modf.

Le foncteur du bas p7 est un foncteur plein surjectif entre catégories
semi-simples, donc admet une section. En fait, on peut partitionner les
classes d’isomorphismes d’objets simples de A-Modf en deux ensembles:
les projectifs (P) et les autres (NP); pr envoie les objets dans P sur 0, et
la restriction de p7 a la sous-catégorie K-linéaire pleine de A-Modf en-
gendrée par les objets dans NP est une équivalence de catégories. On en
déduit que A-Modf = A,-Modf pour un quotient A, de A, «correspon-
dant» & NP. On peut alors former le «push-out» A’ = A, x4 A/R.

Auslander a conjecturé que si A et B sont deux K-algébres de dimen-
sion finie telles que A-Modf et B-Modf sont équivalentes (équivalence de
Morita stable), alors il y a le méme nombre de modules simples non-pro-
jectifs sur A et sur B, cf. [3, p. 223]. Cela équivaut donc a dire que les al-
geébres push-out A’ et B’ sont Morita-équivalentes.

Rappelons d’autre part que si A est de dimension globale finie (au
sens de [11]), on peut lui associer une K-algebre A dite répétitive (de di-
mension infinie sur K), et une équivalence de catégories

DY (A-Modf) — A-Modf

of. [50, 5], [22]; on peut d’ailleurs replacer A par sa complétion profinie.
Ce qui précéde permet alors de «décrire» le quotient de D°(A-Modf) par
son radical.



Nilpotence, radicaux et structures monoidales 229

17.2. Lien avec lalgébre d’Auslander.

L’algebre d’Auslander d'une K-algebre A est
Aus(A) := End, (P M,),

ol M, parcourt un systéme (en général infini) de représentants des clas-
ses d’isomorphismes de A-modules indécomposables K-finis. Lorsque A
est de dimension finie sur K, elle partage avec A, la propriété que les
classes d’isomorphismes de A-modules indécomposables sont en bijec-
tion avec les classes d’isomorphismes de Aus (A)-modules simples, cf.
[3, 4.9.5].

Cette bijection est la suivante: & tout indécomposable M dans
A-Modf, on associe le Aus (A4)-module simple S,; := End, (M). En tant
que K-algeébre, End, (M) s'identifie & Endyue ) Sy (loc. cit.).

L’algebre Aus (A) est de dimension finie sur K si et seulement si A
est de type de représentation fini. Dans ce cas,

Aus(4) := Aus (A)/rad (Aus (4)) =1 D,
Ainsi, Aus (4) est Morita-équivalente 3 A, (®).

17.3. Cas des algebres héréditaires.

Rappelons qu'une K-algebre est dite héréditaire (4 gauche) si les
conditions équivalentes suivantes sont satisfaites cf. [11, L.5]:

— tout idéal a gauche est projectif,

— tout sous-module d’'un module projectif (a2 gauche) est projectif.

C’est une condition Morita-invariante.

Supposons pour simplifier K algébriquement clos et A de dimension
finie sur K, minimale dans sa classe d’équivalence de Morita (ce qui re-
vient & dire que A =A/R est commutative). Alors A est héréditaire si et
seulement si A = KA est l'algébre des chemins d’un carquois fini 4 (et
sans boucle orientée), cf. [3, 4.2], [13, 6]. UIL A-module n’est done rien
d’autre qu'une représentation K-linéaire de 4, et A s’identifie en fait &
l'algébre tensorielle sur un A-bimodule fini, c¢f. [13, 6].

Supposons en outre A de type de représentation fini et connexe.

(*®) Aus(4) s'identifie d’ailleurs au quotient par son radical de I'algébre des
chemins du carquois d’Auslander-Reiten de A dont il a été question au § 3.1.2, cf.
e.g. [3, 4.1.11].



230 Yves André - Bruno Kahn

Alors par le théoreme de Gabriel (¢f: [, 4.7.6], [51, 2.9]), le graphe non-
orienté A sous-jacent a A4 est un diagramme de Dynkin des séries ADE.
En outre, les indécomposables M, sont en bijection avec les racines posi-
tives, et les n, ne sont autres que leurs «longueurs» respectives (somme
des coefficients dans la base de racines standard). Cela détermine A,
dans ce cas.

Voici deux exemples. Soit d’abord A la K-algebre des matrices trian-
gulaires supérieures de taille n. C’est I'algébre KA pour le diagramme
de Dynkin A= A, (orienté de gauche a droite). Dans la base standard de
racines a1, ..., a,, les racines positives sont les a ;= > ap, 0<i<j
<n+ 1. On en déduit que sk

I

A= [T M) 1k

1<k<
Prenons maintenant A = KE, l'algebre des chemins du carquois de
Dynkin (orienté) a six sommets A4 = E;. A 'aide des planches de racines
[6], on trouve

A, =KX My(K)? X M5(K) X Mg(K)? X M, (K)? x
X Mg(K)? X My(K) x Myy(K) X My, (K).

17.3.1. REMARQUE. Dans le cas des algébres de chemins A = KZ, un
avatar de A, a été construite par voie géométrique dans [52].

18. Sections monoidales et foncteurs fibres.

Dans ce paragraphe, nous appliquons le théoreme de scindage mo-
noidal symétrique au cas des catégories tannakiennes.

18.1. Un contexte général.

18.1.1. THEOREME. Soient K un corps de caractéristique nulle et L
une extension de K. Soit A une (petite) catégorie K-linéaire, pseudo-
abélienne, monoidale symétrique rigide avec K = End(1). On suppose
qu’il existe un K-foncteur fidele monoidal symétrique w : A — Vecy,.

Alors R =rad (AQ) est monoidal, et A = A/R est tannakienne semi-
simple sur K. En particulier, si A est une catégorie tannakienne sur K,
de radical R, alors A/ R est encore tannakienne sur K; elle est neutre si
A est neutre.



Nilpotence, radicaux et structures monoidales 231

DEMONSTRATION. On sait par le théoreme 8.2.1 que A est de Wed-
derburn. Comme @ est K-linéaire pseudo-abélienne, elle est méme abé-
lienne (semi-simple); elle est par ailleurs rigide (¢f. 6.1.4). D’autre part,
la tensorialité du radical a été démontrée dans le théoreme 8.2.2.

Les hypothéses des théorémes 13.2.1 et 15.3.5 sont satisfaites. On
peut donc trouver une section K-linéaire monoidale s de 7 4, qui est auto-
matiquement symétrique. Une telle section est clairement fidéle, donc le
K-foncteur monoidal symétrique w, = wos: A — Vec;, l'est aussi. Com-
me c’est un foncteur monoidal fidele entre catégories monoidales abé-
liennes semi-simples, il est exact (les suites exactes se scindent); c’est
donec un foncteur fibre.

La seconde assertion découle de la. =

18.1.2. REMARQUES.

a) On pourrait aussi prouver que @ est tannakienne si @ lest en uti-
lisant la caractérisation interne de Deligne [14]. En effet, comme R = N,
la dimension d’un objet de @ ne change pas si on la calcule dans @; c’est
donc un entier naturel. Mais cet argument ne montre pas que @ est neu-
tre quand @ lest.

b) L’exemple de catégorie monoidale K-linéaire non strictement se-
mi-primaire vu plus haut (contre-exemple 3.1.4) fournit, en caractéristi-
que nulle, un exemple d’application du théoréeme ci-dessus (le foncteur w
étant induit par x— K pour tout x e E).

Dans cet exemple, la catégorie tannakienne @ n’est autre que la caté-
gorie des représentations du groupe diagonalisable de groupe de carac-
téres K.

¢) L’exemple montre que le théoréme de scindage monoidal symétri-
que ne s'étend pas, en remplacant R par N, au cas ol le radical R n’est pas
monoidal. Dans cet exemple, (/N est équivalente a la catégorie des super-
espaces vectoriels de dimension finie, qui n’est pas tannakienne (on a un
objet de carré tensoriel isomorphe & 1, mais de dimension #1).

d) Dans [1] nous déduisons de ce théoréme, indépendamment de tou-
te conjecture, un groupe de Galois motivique pro-réductif attaché a tou-
te cohomologie de Weil «classique» définie sur les variétés projectives
lisses sur un corps quelconque.

18.2. Le cas tannakien neutralisé.

Ce sous-paragraphe est préparatoire au paragraphe 19.
On suppose encore K de caractéristique 0. Soient G un K-schéma en
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groupes affine (en bref: un K-groupe affine) et A = Repg(G) la catégorie
des K-représentations de dimension finie de G. On note 7z, au lieu de
T q, Rg le radical de d, et w ¢ le foncteur fibre canonique de @ (a valeurs
dans Vecg).

Le lemme suivant est fort utile:

18.2.1. LEMME. Soient B une (petite) catégorie K-linéaire monoida-
le symétrique et f : B— Repg(G) un foncteur monoidal. Pour toute K-
algébre commutative R, notons % (resp. w®) le foncteur monoidal f
(resp. w) composé avec

Veck— R-Modf (resp. Repx(G)— Repp(G)).

Notons Aut®f (vesp. Aut®(wof)) le faisceau fpqc associé au foncteur
R—Aut®ff (resp. R—~Aut®(w® of)). Alors

1) Aut®(wof) est représentable par un K-schéma en groupes
affine,

2) Aut®(f) est représentable par le centralisateur de limage de
G = Aut®(w) dans Aut®(wof),
3) Uhomomorphisme

Aut® (f)— Aut® (0 - f)

()= (0®(u))

(vu comme homomorphisme de groupes affines) est un monomorphis-
me, i.e. une immersion fermée.

DEMONSTRATION. 1) Aut®(w of) est représentable par le sous-sché-
ma en groupes fermé de G:= [] GL(w -f(B)) qui fixe ceux des morphis-
Be$

mes de Repx G qui sont de la fzme w of(u), ol u est un morphisme de
B.

2) 1l est clair que I'image de Aut®(f) dans Aut®(wof) centralise
Aut®(w). Inversement, soit ve Aut®(wof)(R) centralisant 'image de
M‘X’(w)(}%’) pour toute extension R'/R. Pour tout Be B et tout g
eG(R"), 'élément vy e Endg (0® (f(B))) commute & gz. I lui corre-
spond donc un unique élément uze A(fE(B), FE(B)) tel que w”(ug)
= vp. La fidélité de w® implique de plus que uy est inversible et monoi-
dal. Cela montre que Aut®(wof) est le centralisateur de l'image de
Aut®(w) dans Aut®(wof), done représentable.

3) découle de ce que les w? sont fideles. =
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Choisissons une section monoidale s de 7 q, et posons comme ci-des-
SUS W, = g o8. Soit G, = Aut®(w,): ¢’est un K-groupe pro-réductif. On
a un homomorphisme évident:

st G=>Aut®(w ¢) = Aut® (o) = G,
d’ott un foncteur monoidal
(si)*: Repk(Gy) — Repg(G).

18.2.2. LEMME. L’homomorphisme s# est un monomorphisme (i.e.
une immersion fermée).

DEMONSTRATION. Soit N = Kers# On a un diagramme commutatif
de catégories et foncteurs:

Repx(GIN) —> Repg(G)

N (styx
RepK(Gs)

Le foncteur g* est pleinement fidele. Comme (s#)* est évidemment
essentiellement surjectif, il en est de méme de g *, qui est done une équi-
valence de catégories, dou N=1. =

18.2.3. REMARQUE. Le foncteur
0,: A — Repg(Gy)
X—(G,— GL(w (X))

est une équivalence de catégories monoidales, mais pas en général un
isomorphisme de catégories. Il possede néanmoins un quasi-inverse ca-
nonique. On a un diagramme strictement commutatif de catégories et
foncteurs:

Repy(G) N Vecyk

ST g /! wGsT

_ 0,

On a évidemment (s¥)* - 0, = s. En particulier, o, : =4 o (s9)* est un
inverse a gauche de 6 ; c’en est donc aussi un quasi-inverse a droite, par
un isomorphisme naturel monoidal.

Si ¢ est une autre section monoidale de 74, elle définit un autre fon-



234 Yves André - Bruno Kahn

cteur fibre, donc un autre groupe G;. D’apres la théorie générale des ca-
tégories tannakiennes, G, et G, sont des formes intérieures I'un de l'au-
tre. On a mieux, puisque ¢ est monoidalement conjuguée a s. En effet,
choisissons une telle conjugaison %, de sorte que ¢ =wusu . On a alors
un diagramme commutatif

G,

(18.1) G %2

ot % : Aut® (w ;)(R) — Aut® (w )(R) est donné par g—ugu ~! pour toute
K-algébre R. Cette construction donne:

18.2.4. PROPOSITION. On a un foncteur canonique Tq du groupoide
connexe G (G) des sections monoidales de 7 ; vers la catégorie des mo-
nomorphismes de G vers un groupe pro-réductif, qui associe o la sec-
tion s le monomorphisme G — G,. En particulier, pour deux sections
monoidales s, t, les groupes G, et G; sont K-isomorphes. 1

18.2.5. Eclairons et complétons cette construction a 'aide des résul-
tats du paragraphe 14. Notons I',(G) = (&,, S,) le groupoide affine
scindé unipotent transitif sur S ® associé & A = Repg(G) par le théoréme
14.8.3: on a I' ,(G)(K) = G®(G). Par ailleurs, la catégorie tannakienne a
étant neutre, sa gerbe est représentée par un K-groupoide affine que
nous noterons I',.q(G): la catégorie I' ,.q(G)(K) est le groupoide des K-
foncteurs fibres sur @. Considérons G comme groupoide & un objet. On a
alors un (bi)morphisme de K-groupoides affines

FM(G) XKG_)Fred(G)
qui au niveau des R-points est décrit de la maniere suivante:

Hom® (s, t)(R) x Aut® (w)(R) > Hom® (v, @ )(R)

(s, )—w,=wos.

Si P'on fixe une section (K-rationnelle) s, on obtient en particulier un
monomorphisme de K-schémas en groupes affines

U,=U,(G) :=E,(s,s) =G
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avec U, pro-unipotent, ot U, centralise G. Le diagramme (18.1) se com-
pléte en un diagramme commutatif:

Us ><KG - Gs

ﬁXI\LZ ﬁ\LZ

Ut XKG e Gt'

18.2.6. PROPOSITION. Pour tout épimorphisme ¢ : G—~>H, le centra-
lisateur de ¢ osH(G) dans H est égal au produit ¢p(Uy) X Z(H).

[Noter que ce produit est direct, puisque l'intersection de ¢(U,) et de
Z(H) est un groupe unipotent de type multiplicatif.]

DEMONSTRATION. Par souci de clarté, notons plus précisément w
= w. Considérons le foncteur f= (s¥)* o ¢p*: Repyx(H) — Repg(G): on
remarque que o g of = wy. Appliquons le lemme 18.2.1: on obtient que
I’homomorphisme Aut®(f) — Aut®(w ) = H est injectif, d’image le
centralisateur de I'image de M@’(w ¢) =G dans H. 1l reste a calculer
Aut®(f), que nous identifions ci-dessous & un sous-groupe de H.

Soit 7 e Aut®(f)(R), o R est une K-algébre commutative (on peut
d’ailleurs se limiter qu cas d’'un corps, et méme d’une extension algébri-
que de K, puisque K est de caractéristique nulle). Alors mg(h)
€ Aut® (¢ o (s9)* 0 *)(R). Comme les foncteurs o (s#)* et ¢* sont
pleinement fidéles, leur composé l'est aussi et Aut® (¢ o (s9)* o p *)(R)
s’identifie canoniquement a M®(IdRepK(H))(R) =Z(H)(R)). Autrement
dit, il existe un unique z e Z(H)(R) tel que w5(h) = w(z). Alors u =h
-z 71 vérifie m;(u)=1; autrement dit, ue@p(Uy(R)). Dot Iasser-
tion. =

18.2.7. PROPOSITION. @) Pour toute section s comme ci-dessus, tout
homomorphisme ¢ de G vers un groupe pro-réductif H se prolonge en
un homomorphisme v : Gy— H.

DEMONSTRATION. On a un diagramme commutatif

Rep(G) —% Vecy
o* 7 ﬂG\L

Repi(H) —=> Repi(G)/ R¢
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ol par souci de clarté on note w; le foncteur fibre canonique de
Repr(G). On a wg=wgop*.

Remarquons que ¢* est exact, puisque la catégorie Repg(H) est se-
mi-simple. Il est aussi fidele: si A € Repg(H), le noyau de 'homomorphi-
sme induit par ¢* de 'anneau R des endomorphismes de A vers 'anneau
des endomorphismes de ¢*(A) est 'image réciproque dans R du radical
de 'anneau des endomorphismes de ¢ *(A); cette image réciproque est
nulle, comme idéal nilpotent d’'une algébre semi-simple. Done w g oso ¢*
est un foncteur fibre sur Repy(H).

Le foncteur ¢* induit un homomorphisme
(@*)h: Gg—H'

avec H' := Aut®(wgoso ¢*).

Appliquons la proposition 13.7.1, en remarquant que Repg(H) est se-
mi-simple (et méme séparable): il existe un isomorphisme naturel monoi-
dal u: ¢* = so ¢*, doll un isomorphisme

wGw)

H=>Aut®(wgop*) —>H'
faisant commuter le diagramme

s g

G
s H\L w(,v(u)l 2

@*)"
G, — H'.

@

D’ou la proposition. m

18.2.8. LEMME. Soient f, ge Hom(G, H), o G et H sont deux K-
groupes affines. Alors f et g sont conjugués par un élément de H(K) si et
seulement sl existe un isomorphisme naturel monoidal f* 2 g% au ni-
veau des catégories de représentations.

DEMONSTRATION. Soit ®0 un tel isomorphisme. Alors 6 induit un iso-
morphisme wy=wgof*=wgog®*=wg. Un tel isomorphisme corre-
spond & un élément h e H(K). Cet élément conjugue fet g. m
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18.2.9. PROPOSITION. Soient G un K-groupe affine s, t deux sections
monoidales de 7 g, Gy et G, les K-groupes réductifs attachés s et t, u un
isomorphisme monoidal de s sur t et u: G,= G, Uisomorphisme corre-
spondant (¢f. (18.1)). Soient enfin H un autre K-groupe affine H et f : G
—H, g: G;— H deux homomorphismes.

Supposons que fost et got¥ soient conjugués par un élément de
H(K). Alors il en est de méme de f et go u.

DEMONSTRATION. On se raméne immédiatement au cas ou s = ¢, puis
au cas oll fos# = gosH On a, au niveau des catégories de représentations,
une égalité de foncteurs:

(s9)* of* = (st)*og*

d’oll, en composant & gauche avec ms:

O Of* =050(¢ *
(¢f remarque 18.2.3).
Comme o est un quasi-inverse monoidal de 6, (ibid.), on en déduit

Pexistence d'un isomorphisme naturel f* £ g*. On conclut par le lemme
182.8. =

18.2.10. SCOLIE. Awvec les notations de 10.2, on a

HH(Repg(®)) = Rx(G,) @, K.

DEMONSTRATION. On a vu dans 10.2 que H H,(Q) = H Ho(a), d’ou
HH)(Q) =HHy(Repg(G,)) d’apres ce qui précede, et d’autre part et
dans Texemple 10.2.1 que H Hy(Repg(G,)) = Rx(G,) @, K. =

19. Au-dela de Jacobson-Morozov: enveloppes pro-réductives.

Dans toute ce paragraphe, K est un corps de caractéristique 0 sauf
mention expresse du contraire.

Soit g une K-algébre de Lie semi-simple. Le théoréme de Jacobson-
Morozov-Kostant ([24], [39], [33], [7, p. 162, prop. 2 et 4]) énonce que tout
élément nilpotent non nul de g est contenu dans un sl,-triplet de g et
que les orbites de ces deux types d’objets sous 'action adjointe du grou-
pe adjoint G de g sont en bijection. En termes de groupes algébriques,
cet énoncé se traduit ainsi: étant donné un K-groupe algébrique semi-
simple G, tout homomorphisme non trivial G,— G se prolonge en un ho-
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momorphisme SL,— G couvrant I'injection canonique
(19.1) ¢: G,—SL,

1 a
a— ;
0 1

De plus, deux tels prolongements sont conjugués sous l'action dun élé-
ment de G(K).

Nous allons retrouver ce résultat en appliquant le théoreme 18.1.1 a la
catégorie tannakienne neutralisée des K-représentations de G, et explo-
rer ce qui joue le role de SL, lorsque G, est remplacé par un K-groupe
affine quelconque, dans le fil des résultats du paragraphe précédent.

19.1. Groupes & conjugaison pres.

Soit Gaffy la catégorie dont les objets sont les K-groupes affines et
les morphismes sont les homomorphismes de K-groupes affines. Notons
Gredy la sous-catégorie pleine de Gaffy formée des groupes pro-réduc-
tifs. Ces catégories ne sont pas bien adaptées a l'interprétation des ré-
sultats du paragraphe précédent: nous devons les remplacer par des ca-
tégories plus grossiéres.

19.1.1. DEFINITION. a) Soient G, H deux K-groupes affines. On note
HL(G, H) I'ensemble quotient de Homg(G, H) par la relation d’équiva-
lence ~ telle que f~ g s'il existe h € H(K) tel que g = hfh ~! (on dit aussi
que f et g sont H(K)-conjugués).

b) On note Gaffy la catégorie dont les objets sont les K-groupes affi-
nes et dont les morphismes sont donnés par les ensembles Hi(G, H)
(ces morphismes se composant de maniére évidente): c’est la catégorie
des K-groupes affines & conjugaison prés. Sa sous-catégorie pleine for-
mée des K-groupes pro-réductifs est notée Gred(K) et s’appelle catégo-
rie des K-groupes pro-réductifs a conjugaison pres.

19.1.2. REMARQUES.
a) Notons Affy la catégorie des K-schémas affines. On a un diagram-
me commutatif

Gredy —> Gaffy —> Affy

l l

Gredy — Galffy.
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ou les foncteurs horizontaux sont pleinement fideles et les foncteurs ver-
ticaux sont pleins et surjectifs.

b) Un certain nombre de notions «passent» aux groupes a conjugai-
son pres (via les foncteurs de projection ci-dessus): immersions fermées,
morphismes fidélement plats, connexité, simple connexité, (pro-)unipo-
tence, (pro)-semi-simplicité...

¢) La notion de sous-groupe n’a pas de sens dans Gaff(K) et Gred(K):
elle doit étre remplacée par celle de classe de conjugaison de sous-grou-
pes. Par contre, la notion de sous-groupe distingué a un sens. De méme,
si H est un sous-groupe fermé (& conjugaison pres) de G, le sous-groupe
(distingué)

(19.2) H<={(gHg ') |geGK)}

a un sens.
d) On a un foncteur fidele évident

Gaff(K) — Lien(K)

ou Lien(K) désigne la catégorie des liens sur K [18, 11.2.1.3]. Mais ce
foncteur n’est pas plein si K n’est pas algébriquement clos.

19.2. Exactitude.

Peu de limites inductives existent dans Gaffx et dans Gaffx. Il faut
aussi prendre garde a ce que les limites inductives calculées dans Gaffy,
Affy et Gaffy, quand elles existent, ne coincident pas nécessaire-
ment.

Une limite inductive qui existe toujours dans Gaffy est le coégalisa-
teur d’'un homomorphisme f : G— H et de ’homomorphisme trivial 1 : G
— H: ce coégalisateur existe aussi dans Gaffy et coincide avec le précé-
dent. Dire que ce coégalisateur est trivial est plus faible que de dire que f
est un épimorphisme. Nous adopterons la terminologie suivante:

19.2.1. DEFINITION. a) Soient f : G;— G, et g : Gy — G3 deux morphi-
smes de K-groupes affines tels que gof=1. On dit que la suite

(19.3) 565G,

est exacte (resp. faiblement exacte) si Kerg=1Im f (resp. si Kerg

= (ImpH7, of (19.2)).
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b) Si G3=1 dans a), on dit que f est épi (resp. faiblement épi) si la
suite (19.3) est exacte (resp. faiblement exacte).

On remarquera que, dans b), dire que f est épi équivaut a dire que le
morphisme associé de faisceaux fpqe d’ensembles est un épimorphisme,
ou encore que f est fidelement plat.

19.2.2. LEMME. a) Un morphisme f : Gi— G, de K-groupes affines
est faiblement épi si et seulement si, pour tout K-groupe affine N, lap-
plication d’ensembles pointés f*: HE(Gy, N)—H}(G,, N) est de noyau
trivial. St Gy, Gy e Gredg, il suffit de prendre N dans Gredg.

b) Une suite

GILGQiGgﬁl

de K-groupes affines (avec g of = 1) est faiblement exacte si et seulement
si, pour tout K-groupe affine N, la suite d’ensembles pointés

1 HYGy, N) S HYGy, N) S HEG,, N)

est exacte). St Gy, Gy, G3e Gredg, il suffit de prendre N dans
Gredg.

¢) L’exactitude faible d'une suite comme dans b) ne dépend que des
classes de f et g dans Gaffx. ™

DEMON;TRATION. ¢) est immédiat. .

a): G;— G, est faiblement épi < f(G;)" =G, < [VG,—N (avec N
pro-réductif si Gy lest), hof=1 = h=1] & (Vhe Hi(Gy, N), f*L
=1= h=1).

b): Compte tefnu d% @), nous n'avons a examiner que l'exactitude au
milieu. (21" G,—>Gy,— G5 est faiblement exacte < f(G;)"=kerg
= [VGzTN (avec N pro-réductif S} Gy Vest), hipgye=1 = hjgerg = 1]_
< [VGo—=N, Ihjey=1= 3G;—>N tel que h=iog)] < [Vh
e HY(Gy, N), f*h =1 = 1€ H}(G5, N), tel que h=g¢*i]. =

Nous nous autoriserons de ce lemme pour parler de suites faiblement
exactes dans Gaffy.

19.3. L'enveloppe pro-réductive.

19.3.1. THEOREME. Le foncteur d’inclusion 1: Gredx— Gaffy admet
un adjoint a gauche G—"Red (G). Ce foncteur est un quasi-inverse a
gauche de 1.
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DEMONSTRATION. Pour chaque G e Gaffy, choisissons une section
monoidale s(G) € §2(G). On définit PRed (G) comme étant Gg). Soit
f: G— H un homomorphisme. En appliquant la proposition 18.2.7 4 G et
¢ =s(H)tof : G>Hyy, on obtient un homomorphisme ¢ : Gyg)
— H . La proposition 18.2.9 montre que son image dans H("Red (G),
PRed (H)) ne dépend pas du choix de ¢: c’est PRed (f). La proposition
18.2.9 montre aussi que PRed est un foncteur. Les plongements G — Gy,
définissent un morphisme de foncteurs Idgm, — 1 -PRed. Le fait que ce
morphisme fasse de PRed un adjoint & gauche de 7 résulte de la construc-
tion précédente et des propositions 18.2.7 et 18.2.9. Enfin, le fait que
PRedoi=1Id est évident. =

19.3.2. DEFINITION. Le K-groupe a conjugaison pres PRed (G) (muni
de T'injection canonique G —PRed (G)) s’appelle l'enveloppe pro-réducti-
ve de G.

Son sous-groupe PU(G) (donné par le sous-groupe unipotent U, défini
juste avant la prop. 18.2.6) s’appelle le complément unipotent de G.

19.3.3. REMARQUES. a) Sif : G— H est un morphisme, nous ignorons
si PRed (f)PU(G))cPU(H) en général. C'est vrai si le foncteur
f*: Repg(H) — Repg(G) est pleinement fidele, en vertu du début du
§ 14.1.2 (en particulier si f est un épimorphisme, mais aussi dans le cas
d’'un sous-groupe parabolique d’'un groupe connexe, voir la démonstra-
tion de la proposition 19.4.7 b)). On pourrait aussi le déduire de la propo-
sition 18.2.6. Dans ce cas, nous ignorons si le morphisme correspondant
est épi.

b) Le théoréme montre que 'homomorphisme A ;: G—PRed (G) est
la limite projective des morphismes G — H (dans Gaffy), avec H € Gredg
(de type fini si 'on veut). En revanche, on ne pourrait pas construire
PRed (G) par une telle limite projective dans Gaffx au lieu de Gaffy.

Par exemple, si G = G, on verra plus loin que PRed (G) = SL,. Consi-
dérons la limite du systéme projectif des groupes SL,, avec pour morphis-
mes de transition les isomorphismes donnés par les éléments de
PGLy(K): cette limite vaut SL, dans Gredy, mais dans Gredy, elle est ré-
duite au centre { =1} de SL,.

19.3.4. PROPOSITION. Supposons K algébriquement clos. A isomor-
phisme unique pres dans Gaff (K), Uhomomorphisme A g: G—PRed (G)
est caractérisé par les deux propriétés suivantes:
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(i) PRed (@) est pro-réductif;

(ii)) A g nduit une bijection entre les classes d’isomorphismes de
représentations indécomposables de G et de PRed (G).

DEMONSTRATION. Il est clair que A, a les propriétés annoncées.
Pour la réciproque, la propriété universelle de PRed (G) nous raméne a
démontrer I'énoncé suivant: si f: H—M est un homomorphisme de
groupes pro-réductifs qui induit une bijection sur les classes d’isomor-
phismes de représentations irréductibles, alors f est un isomorphisme.

En effet, les catégories Repyx(H) et Repx(M) sont semi-simples.
L’hypothése implique que le foncteur f*: Repx(M)— Repx(H) est es-
sentiellement surjectif. D’autre part, pour deux M-représentations irré-
ductibles S, S’, Tapplication Homy (S, S') — Homgz(S, S') est bijecti-
ve: si S et S’ ne sont pas isomorphes, les deux membres sont nuls, et si S
=S8’ on a Endy(S) =Endy(S) =K (cest ici qu'on utilise I'hypothese
que K est algébriquement clos). Par conséquent, f* est pleinement fide-
le, donc c’est une équivalence de catégories et f est bien un isomorphis-
me. u

19.3.5. REMARQUE. Nous ignorons si ’hypothése que K est algébri-
quement clos est nécessaire dans la proposition 19.3.4.

19.4. Quelques propriétés de l'enveloppe pro-réductive.
19.4.1. LEMME. St G est connexe, PRed (G) est connexe.

Soit (G,)° la composante neutre de G, et soit I' = G,/(G,)°: (G,)° est
pro-réductif connexe et I" est un groupe profini (de dimension 0). Comme
G est connexe, Hom(G, I') = 1; la proposition 18.2.9 implique alors que
Hom(G,, ) =1. Donc I'=1. =

19.4.2. PROPOSITION. Si G est pro-unipotent, PRed (G) est pro-semi-
simple simplement connexe.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme 19.4.1, G, est connexe. Pour
montrer qu’il est semi-simple, on raisonne de méme: soit G son groupe
dérivé. Alors I'= G,/G, est un pro-tore. Comme G est pro-unipotent,
Hom(G, I') = 1; la proposition 18.2.9 implique alors que Hom(G,, I') = 1.
Done I'=1.

Enfin, soit H un groupe pro-semi-simple connexe quelconque, et soit
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H son revétement universel. On a un diagramme commutatif’

H{(G,, H) — H(G, H)

l l

Hi(G,, H) —> Hi(G, H)

Les propositions 18.2.7 et 18.2.9 montrent que les fleches horizonta-
les sont des isomorphismes. Comme G est unipotent, il en est de méme
de la fleche verticale de droite. On en déduit que la fleche verticale de
gauche est un isomorphisme pour tout H. En appliquant ceci & H = G,
cela implique que la projection H — H admet une section & conjugaison
prés. Mais ceci n’est possible que si H est pro-simplement conne-
xe. u

19.4.3. CONTRE-EXEMPLE. On pourrait se demander si PRed (U) est
méme déployé. Le contre-exemple suivant, pour U = G}, nous a été ai-
mablement fourni par Ulf Rehmann. Soit D une algébre de quaternions
sur K. Le groupe G = SL; j contient U (avec U(R) = R ®x D pour toute
K-algebre commutative R) comme sous-groupe triangulaire supérieur
strict. Si PRed (U) était déployé, son image H dans G le serait également.
Mais un tore maximal de G est donné par un tore maximal du sous-grou-
pe diagonal formé des éléments (x,y)eD*xXD* tels que
Nrd(x) Nrd(y) = 1; de ceci on déduit facilement que le rang d’un tore dé-
ployé contenu dans G est < 1. Ainsi H serait de rang < 1; mais alors il ne
peut pas contenir U.

Par contre, un groupe semi-simple anisotrope ne peut pas étre un
quotient de PRed (U), ¢f. [37, 1.5.3].

19.4.4. PROPOSITION. a) Soit Gy— G; un morphisme faiblement épi
de K-schémas en groupes affines. Alors le morphisme PRed(G,)
—PRed (G;) correspondant est faiblement ép1.

b) Soit G3— Gy— Gy —1 une suite faiblement exacte de K-schémas
en groupes affines. Alors on a un diagramme commutatif de suites fai-
blement exactes dans Gaffy:

G3 I Gz —— Gl —> 1

l ! !

PRed(G3) —= PRed(G;) —= PRed(G;) —> 1.
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DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du théoreme 19.3.1 et
du lemme 19.2.2 (comme un adjoint & gauche commute aux limites induc-
tives quelconques, le théoréeme 19.3.1 fournit des propriétés d’exactitude
du foncteur PRed). =

19.4.5. COROLLAIRE. Si U est le radical unipotent de G et si G
=G/U, on a une suite faiblement exacte

PRed (U) —»PRed (G) > G™—1. u

Voici quelques résultats structurels supplémentaires sur PRed(G):

19.4.6. LEMME. Soit f : G— H un homomorphisme de K-groupes af-
fines. Supposons que le foncteur f* associé soit pleinement fidéle.
Alors

(i) PRed (f) est ép:.

(ii) PRed (f) est un isomorphisme si et seulement si f est un
1somorphisme.

DEMONSTRATION. (i) Si f* est pleinement fidele, f* T'est aussi; com-
me c’est un foncteur entre catégories semi-simples, le foncteur associé
sur les K-goupes affines est bien épi.

(ii) f est un isomorphisme <> f* est une équivalence de catégories <
f* est essentiellement surjectif; de méme pour PRed (f) et f*. Si f* est
essentiellement surjectif, il en est évidemment de méme de f*. La réci-
proque est vraie puisque le foncteur de projection m; est plein et
conservatif. =

19.4.7. PROPOSITION. a) Pour tout G algébrique, on a wune suite
exacte

1 —PRed (G*)*—PRed (G) = G/G*—1

o G° est la composante neutre de G.

b) Si G est connexe, soit P un K-sous-groupe parabolique de G.
Alors PRed (P) —PRed (@) est ép.

¢) Si G—H est épi, PRed (G) —PRed (H) est épi.

DEMONSTRATION. a) Ecrivons G = liin G;, ol les G; = G/N;, sont de di-

mension finie: alors, pour tout i, G{ est l'image de G° dans G;. Comme le
systéme des G est de Mittag-Leffler, on a un diagramme commutatif de
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suites exactes courtes:

1 — ¢ — G — GG —1

g | |

1 —> limG!— lim G, —> lm G,/G! —> 1.

Comme Ker B est profini et que Coker A est connexe, ce diagramme
montre que A et B sont des isomorphismes. En particulier, on a G°
=1lim G°/AG° N N;), et N := G’ N N; est de codimension finie dans G°
et distingué dans G.

Soit maintenant o : G°— GL(V) une représentation de G° (de dimen-
sion finie): nous allons montrer qu’elle est isomorphe a un facteur direct
d’une représentation W provenant de G. Ceci impliquera que PRed (G°)
—PRed (G) est un monomorphisme, d’ot1 'énoncé en appliquant la propo-
sition 19.4.4 et le lemme 19.4.6.

Notons U = Ker g: alors U est de codimension finie dans G°, et d’a-
prés ce qui précede il existe Vc G, de codimension finie et distingué
dans G. Notons I'=G°/V, de sorte qu'on a une suite exacte

1-IN"—-GV—-GG"—1.

Il existe un quotient fini A de G/G° tel que G/V soit I'image récipro-
que d’une extension I' de A par I'’. Ainsi, on s’est ramené au cas ou G est
algébrique. Dans ce cas, il suffit de prendre pour W la restriction & G° de
I ’I’Ldgo V.

b) Grace au lemme 19.4.6 (i), il suffit de prouver que le foncteur
Repr(G) — Repg(P) est pleinement fidele. Soient V, W deux représen-
tations de G. Le groupe G opere sur 'espace affine Hom(V, W) via un de
ses quotients algébriques I'. Soit P I'image de P dans I': ¢’est un sous-
groupe parabolique de I. Comme I/P est propre et connexe, il en résulte
que Homg(V, W) — Homp(V, W) est surjectif (*4).

¢) Cela résulte encore du lemme 19.4.6 (i). =

19.4.8. COROLLAIRE. Pour tout K-groupe affine G, on a PRed (G°)
= (PRed (G)")~.

(®*) Nous remercions Michel Brion de nous avoir indiqué ce type d’argument;
¢f. aussi [53, 11.4.3.3.2].
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DEMONSTRATION. En effet, d’aprés le lemme 19.4.1, PRed (G°) est
connexe, donc aussi PRed (G)°)°. =

Enfin, on a le résultat suivant.

19.4.9. PROPOSITION. Pour tout K-groupe G et tout K-groupe pro-ré-
ductif H, on a PRed (G x H) =PRed (G) X H.

DEMONSTRATION. On peut raisonner dans Gaff(K). Soit M une repré-
sentation de G X H. Comme H est réductif, la restriction de M a H est
semi-simple, donc Talgébre Endy(M) est semi-simple et Auty(M)
= Endy; (M)* est le groupe des K-points d'un groupe réductif H'; on a un
homomorphisme G— H'. Ce dernier se prolonge en un homomorphisme
PRed (G)—H ', ce qui veut dire que I'action de G X H sur M s’étend en
une action de PRed (G) X H.

Considérons le morphisme canonique (dans Gredy) f PRed (G x H)
—PRed (G) X H. En considérant séparément les morphismes PRed (G)
—PRed (G X H) et H—PRed (G X H), on voit que c’est un épi. D’autre
part, on vient de voir que, pour toute représentation M de PRed (G x H),
I'application

Hi(PRed (G) X H, GL(M)) — Hg(*Red (G x H), GL(M))

est surjective. Par conséquent, la restriction de M a Ker f est triviale
pour tout M; mais alors on a Ker f={1}. =

19.5. Le cas du groupe additif.

A titre d’exemple emblématique, caleulons PRed (G) et *U (G) pour G
= (G,. Le théoreme qui suit est une reformulation précisée du théoréme
de Jacobson-Morozov ().

19.5.1. THEOREME. On a PU(G,) = G, et PRed (G,) = SLy. Plus pré-
cisément, pour toute section monoidale s de 7, , il existe un isomor-
phisme de (G,), sur SLy tel que st =@, ou @ est comme en (19.1).

DEMONS'IE{ATION . Soient Ve A la représentation ¢ de (19.1), et V son
image dans @. C’est une représentation de rang 2 de G,, et elle est non
triviale puisque sa restriction & G, via s * est non triviale. Comme G, est

(*) La preuve que nous donnons de ce résultat classique n’est sans doute ni la
plus courte ni la plus simple!
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semi-simple et connexe (proposition 19.4.2), son image dans GL, est con-
tenue dans SL,, donc est égale & SL,. Nous allons montrer que 'homo-
morphisme f : G,— SL, correspondant est un isomorphisme.

Pour cela, considérons le foncteur f*: Repyx(SLs) — Repg(Gy): com-
me f est un épi, il est pleinement fidéle. Son composé avec s n’est autre
que le foncteur de restriction @ : Repg(SLy) — Repg(G,). Comme K est
de caractéristique zéro, les représentations irréductibles de SL, sont les
puissances symétriques de V. D’autre part, la théorie des blocs de Jor-
dan montre que les représentations indécomposables de G, sont égale-
ment les puissances symétriques S"V de V. Ainsi, @ induit une bijection
entre les classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de
SL, et les classes d’isomorphismes de représentations indécomposables
de G,. D’apres le lemme 12.1.2, f* induit donc une bijection entre les
classes d’isomorphismes d’objets irréductibles de Repx(SLy) et celles de
Repy(Gy). Comme Repg(G,) est semi-simple, f* est essentiellement sur-
jectif, done est une équivalence de catégories, d’ou I'assertion.

Enfin, 'égalité st = ¢ et 'égalité U, = G, sont claires. ®

19.5.2. REMARQUE. L’espace des G,-homomorphismes S™V—S"V
est de dimension |P(m, n)|, avec P(m,n) = {j||m—n|<jsm+mn,
J=Em+mnmod2}.

En effet, comme S™V est auto-dual, ces homomorphismes s’identi-
fient aux invariants sous G, dans S"V®S"V. Or on a la décomposition
de SLy-modules S™VQS"V = ®;cpim, S 7V (Clebsch-Gordan), et cha-
que S’V n’a quune droite de vecteurs invariants sous G,.

Pour compléter I'étude de Repx G,, mentionnons le résultat suivant,
qui nous servira ultérieurement.

19.5.3. PROPOSITION. Repg G, est strictement de Wedderburn.

DEMONSTRATION. Il §’agit de montrer que le radical infini est nul.
Commengons par quelques remarques sur les indécomposables de
Repg G,. 1ls sont de la forme S™V, ou V est la représentation fondamen-
tale de dimension 2, et admettent une unique suite de composition (a
crans de dimension 1). Tout homomorphisme f de S™V vers S"V envoie
le vecteur invariant de S™V sur 0 si m >n ou si m = n et f n’est pas un
isomorphisme.

Soient alors W, W' deux représentations, et fi, ...fy une chaine d’ho-
momorphismes dans le radical reliant W et W'. Quitte a remplacer f; (re-
sp. le composé f des f) par le morphisme correspondant f;:1
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—>W' W, (resp. f: 1-W"'QW"), et f;, pour i > 1, par f; = 1+ Qf;
(qui sont tous dans le radical puisque le radical est un idéal monoidal), on
se raméne au cas W=1 (noter que f est le composé des f,).

En outre, par additivité, on peut supposer les sources et buts des f; in-
décomposables, i.e. de la forme S"V. On a donc une chaine de
non-isomorphismes

15 85myLgny—. Kygmwy

ou ny est fixé (et inférieur au produit des dimensions des W et W' origi-
naux). Si N >ny, on aura donc %;,; <n; pour au moins l'un des 7, et
alors le composé des f; de 1 a ¢ Sannulera d’aprés l'observation
précédente. =

19.5.4. REMARQUES.

a) Il suit de 'exemple 14.3.2 et du théoreme 14.3.3 que le groupoide
I'®(Repx G,) a le méme type d’homotopie que G,— Spec K (au sens de
loc. cit.).

b) Supposons K de -caractéristique p>0. Alors le radical de
Repy(G,) n'est pas monoidal. En effet, considérons la représentation
indécomposable standard W de dimension p de G, donnée par
t—exptn,_,, ou n,_; est 'endomorphisme nilpotent d’échelon p (un
seul bloc de Jordan). Les endomorphismes de cette représentation sont
donnés par des matrices triangulaires dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux; leur trace est donc nulle, ce qui montre qu’avec les nota-
tions de § 4, W devient nul dans Repg(G,)/N. Ainsi R = N, et R n'est
pas monoidal d’apres 8.2.2.

c¢) Revenons a la caractéristique nulle. Considérons la catégorie tan-
nakienne @ = RepgZ des représentations de dimension finie sur K du
groupe discret Z. Un résultat de «folklore», basé sur la décomposition de
Jordan, dit que son enveloppe pro-algébrique est le produit de G, par un
K-groupe affine de type multiplicatif 7" X u ., (T est un pro-tore, u ., est le
groupe de torsion, cyclique). Il découle de la, du théoreme précédent et
du corollaire 19.4.4, que @ est ®-équivalente & Repy(SLy X T X it ).

19.6. Extension des scalaires.

Si l'on fait varier le corps de base K (toujours supposé de caractéristi-
que nulle), pour un K-groupe affine G et une extension L/K, il y a lieu de
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distinguer entre les L-groupes affines PRed (G X L) et PRed (G) Xk L.
Par la propriété universelle de PRed, on a toujours un morphisme
naturel

(19.4) PRed (G xx L) —PRed (G) Xk L.

Nous verrons ci-dessous que ce morphisme n'est pas un isomorphi-
sme en général. Par contre:

19.6.1. THEOREME. St L/K est finie, (19.4) est un isomorphisme.
(11 suffit en fait que L/K soit algébrique, cf. th. C.3.)

DEMONSTRATION. Rappelons que dans ce cas, I'extension des scalai-
res a la Saavedra est définie sur A = Repg(G), et que I'on a un isomor-
phisme de catégories ()= Rep,(G) (remarque 5.1.3 c¢)). Considérons le
diagramme commutatif, ot une barre supérieure désigne la réduction
modulo le radical:

A,
(19.5) ”l T\

~y
Ay —= Au)-

Pour justifier 'existence de ce diagramme (au moyen de 1.4.7), re-
marquons que la catégorie A, est semi-simple en vertu de la remarque
5.1.3 ¢), et que 7, est, tout comme 7, un foncteur plein (et d’ailleurs
aussi essentiellement surjectif).

Toute section s de s définit une section s, de 7, ce qui montre que
a est plein et essentiellement surjectif. On a une section de «

Sy =7 osuwy: Ay — A,

qui donne un diagramme naturellement commutatif:

@ (L)
(il(L) —— VeCL

s SO \L

_ Err R
Ay —> Aa, -
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D’autre part, on a un diagramme (naturellement) commutatif de caté-
gories et foncteurs:

Veck — Vec;,

wT w(mT

a — 4, — aj — A,

£ T

A —a,—a@ a,.

En effet, le corollaire montre que le foncteur @ — A;, est radiciel et
que (@), = A;, (isomorphisme de catégories). De méme pour le carré sui-
vant, par le lemme 1.3.10. L’équivalence de catégories A} = Az, provient
du théoreme 5.3.2. 1l en résulte en particulier que a est une équivalence
de catégories. Alors 37, est une équivalence de catégories, ce qui termine
la démonstration. =

19.7. Enveloppes pro-réductives des groupes pro-unipotents.

Si ¢ est un K-groupe pro-unipotent, on sait déja que PRed (G) est pro-
semi-simple simplement connexe (proposition 19.4.2). Nous allons voir
que PRed (G) est en général de dimension infinie et que son calcul est un
probléme «insoluble», le cas de G =G, étant & cet égard exception-
nel.

Considérons d’abord le cas de G =G, x G,. On peut voir que
PRed (G) n'est pas de dimension finie en remarquant que les homomor-
phismes G— G, (a, b) —ax + by, (x, y € K), donnent lieu & une infinité
(paramétrée par y/x e P'(K)) de représentations indécomposables non
équivalentes de dimension 2. Elles sont du reste toutes sous-quotients

de la représentation standard de dimension 4 donnée par ((1) ‘11)

X ((1) 11)) Cela indique aussi que le morphisme (19.4) d’«extension des

scalaires» n’est pas un isomorphisme en général (ne serait-ce que pour
raison de cardinalité). On notera 'analogie formelle entre dune part ce
fait et le théoréme 19.6.1, et d’autre part le comportement conjectural
des groupes de Galois motiviques [55, 6.37 et remarque].

En fait, il s’avere que la détermination de

G, X G, =PRed (G, X G,)
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DEMONSTRATION. Pour chaque G e Gaffy, choisissons une section
monoidale s(G) € §2(G). On définit PRed (G) comme étant G- Soit
f+ G— H un homomorphisme. En appliquant la proposition 18.2.7 & G et
¢p=s(H)¥of : G—=Hyy), on obtient un homomorphisme ¢ : Gyg)
— H ). La proposition 18.2.9 montre que son image dans Hx("Red (G),
PRed (H)) ne dépend pas du choix de ¢: c’est PRed (f). La proposition
18.2.9 montre aussi que PRed est un foncteur. Les plongements G — Gy,
définissent un morphisme de foncteurs Idgm, — i -PRed. Le fait que ce
morphisme fasse de PRed un adjoint a gauche de 7 résulte de la construc-
tion précédente et des propositions 18.2.7 et 18.2.9. Enfin, le fait que
PRedo1=1d est évident. m

19.3.2. DEFINITION. Le K-groupe a conjugaison prés PRed (G) (muni
de l'injection canonique G —PRed (G)) s’appelle l'enveloppe pro-réducti-
ve de G.

Son sous-groupe PU(G) (donné par le sous-groupe unipotent U, défini
juste avant la prop. 18.2.6) s’appelle le complément unipotent de G.

19.3.3. REMARQUES. a) Sif : G— H est un morphisme, nous ignorons
si PRed (f)PU(G))cPU(H) en général. Cest vrai si le foncteur
f*: Repg(H) — Repg(G) est pleinement fidele, en vertu du début du
§ 14.1.2 (en particulier si f est un épimorphisme, mais aussi dans le cas
d’un sous-groupe parabolique dun groupe connexe, voir la démonstra-
tion de la proposition 19.4.7 b)). On pourrait aussi le déduire de la propo-
sition 18.2.6. Dans ce cas, nous ignorons si le morphisme correspondant
est épi.

b) Le théoréme montre que 'homomorphisme A 4: G —PRed (&) est
la limite projective des morphismes G — H (dans Gaffy), avec H € Gredg
(de type fini si 'on veut). En revanche, on ne pourrait pas construire
PRed (G) par une telle limite projective dans Gaffx au lieu de Gaffy.

Par exemple, si G = G, on verra plus loin que PRed (G) = SL,. Consi-
dérons la limite du systéme projectif des groupes SL,, aveec pour morphis-
mes de transition les isomorphismes donnés par les éléments de
PGL,(K): cette limite vaut SL, dans Gredy, mais dans Gredy, elle est ré-
duite au centre {+1} de SL,.

19.3.4. PROPOSITION. Supposons K algébriquement clos. A isomor-
phisme unique prés dans Gaff (K), Uhomomorphisme A g: G—P"Red (G)
est caractérisé par les deux propriétés suivantes:
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(i) PRed (@) est pro-réductif:

(i) A g induit une bijection entre les classes d’isomorphismes de
représentations indécomposables de G et de PRed (G).

DEMONSTRATION. Il est clair que A4 a les propriétés annoncées.
Pour la réciproque, la propriété universelle de PRed (G') nous ramene a
démontrer 1'énoncé suivant: si f: H—M est un homomorphisme de
groupes pro-réductifs qui induit une bijection sur les classes d’isomor-
phismes de représentations irréductibles, alors f est un isomorphisme.

En effet, les catégories Repyx(H) et Repg(M) sont semi-simples.
L’hypothése implique que le foncteur f*: Repg(M)— Repg(H) est es-
sentiellement surjectif. D’autre part, pour deux M-représentations irré-
ductibles S, S', lapplication Homy, (S, S')—Homy(S, S') est bijecti-
ve: si S et S’ ne sont pas isomorphes, les deux membres sont nuls, et si S
=S8"'" on a Endy(S) = Endy(S) = K (c’est ici qu’on utilise 'hypothése
que K est algébriquement clos). Par conséquent, f* est pleinement fide-
le, donc c’est une équivalence de catégories et f est bien un isomorphis-
me. u

19.3.5. REMARQUE. Nous ignorons si 'hypothése que K est algébri-
quement clos est nécessaire dans la proposition 19.3.4.

19.4. Quelques propriétés de l'enveloppe pro-réductive.
19.4.1. LEMME. St G est connexe, PRed (G) est connexe.

Soit (G,)° la composante neutre de Gy, et soit I' = G,/(G,)°: (G,)° est
pro-réductif connexe et I" est un groupe profini (de dimension 0). Comme
G est connexe, Hom(G, I') = 1; la proposition 18.2.9 implique alors que
Hom(G,, ') =1. Donc I'=1. =

19.4.2. PROPOSITION. St G est pro-unipotent, PRed (G) est pro-semi-
simple simplement connexe.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme 19.4.1, G, est connexe. Pour
montrer qu’il est semi-simple, on raisonne de méme: soit Gy son groupe
dérivé. Alors I'= G,/G{ est un pro-tore. Comme G est pro-unipotent,
Hom(G, I') = 1; la proposition 18.2.9 implique alors que Hom(Gy, I') = 1.
Done I'=1.

Enfin, soit H un groupe pro-semi-simple connexe quelconque, et soit
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H son revétement universel. On a un diagramme commutatif:

l l

Hi(G,, H) —> Hi(G, H)

Les propositions 18.2.7 et 18.2.9 montrent que les fleches horizonta-
les sont des isomorphismes. Comme G est unipotent, il en est de méme
de la fleche verticale de droite. On en déduit que la fleche verticale de
gauche est un isomorphisme pour tout H. En appliquant ceci & H = Gy,
cela implique que la projection H — H admet une section & conjugaison
prés. Mais ceci n’est possible que si H est pro-simplement conne-
Xe. u

19.4.3. CONTRE-EXEMPLE. On pourrait se demander si PRed (U) est
méme déployé. Le contre-exemple suivant, pour U = G#, nous a été ai-
mablement fourni par Ulf Rehmann. Soit D une algébre de quaternions
sur K. Le groupe G = SL; p contient U (aveec U(R) = R ®x D pour toute
K-algébre commutative R) comme sous-groupe triangulaire supérieur
strict. Si PRed (U) était déployé, son image H dans G le serait également.
Mais un tore maximal de G est donné par un tore maximal du sous-grou-
pe diagonal formé des éléments (x,y)eD* xD* tels que
Nrd(x) Nrd(y) = 1; de ceci on déduit facilement que le rang d'un tore dé-
ployé contenu dans G est < 1. Ainsi H serait de rang < 1; mais alors il ne
peut pas contenir U.

Par contre, un groupe semi-simple anisotrope ne peut pas étre un
quotient de PRed (U), ¢f- [37, 1.5.3].

19.4.4. PROPOSITION. a) Soit Go— G un morphisme faiblement épi
de K-schémas en groupes affines. Alors le morphisme PRed(Gy)
—PRed (G;) correspondant est faiblement épi.

b) Soit G3— Gy,— G, —1 une suite faiblement exacte de K-schémas
en groupes affines. Alors on a un diagramme commutatif de suites fai-
blement exactes dans Gaffy:

Gg —— G2 —— G1 — 1

l ! !

PRed (G3) —= PRed(G;) —= PRed(G;) —> 1.
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DEMONSTRATION. Cela résulte immédiatement du théoréme 19.3.1 et
du lemme 19.2.2 (comme un adjoint a gauche commute aux limites induc-
tives queleconques, le théoréme 19.3.1 fournit des propriétés d’exactitude
du foncteur PRed). =

19.4.5. COROLLAIRE. Si U est le radical unipotent de G et si G
=G/U, on a une suite faiblement exacte

PRed (U) »Red (G) > G™'—1. =

Voici quelques résultats structurels supplémentaires sur PRed (G):

19.4.6. LEMME. Soit f : G— H un homomorphisme de K-groupes af-

fines. Supposons que le foncteur f* associé soit pleinement fidele.
Alors

(i) PRed (f) est épi.

(i) PRed (f) est un isomorphisme si et seulement st f est un
1somorphisme.

DEMONSTRATION. (i) Si f* est pleinement fidele, f* I'est aussi; com-
me c’est un foncteur entre catégories semi-simples, le foncteur associé
sur les K-goupes affines est bien épi.

(ii) f est un isomorphisme < f* est une équivalence de catégories <
f* est essentiellement surjectif; de méme pour PRed (f) et f*. Si f* est
essentiellement surjectif, il en est évidlemment de méme de f*. La réci-
proque est vraie puisque le foncteur de projection w; est plein et
conservatif. ®

19.4.7. PROPOSITION. @) Pour tout G algébrique, on a une suite
exacte

1 —PRed (G")—PRed (G) > G/G*—1

ot G est la composante neutre de G.

b) Si G est conmexe, soit P un K-sous-groupe parabolique de G.
Alors PRed (P) —PRed (@) est épi.

¢) St G—H est épi, PRed (G) —PRed (H) est ép:.

DEMONSTRATION. a) Ecrivons G = lim G;, ol les G; = G/N, sont de di-

mension finie: alors, pour tout i, G est I'image de G° dans G;. Comme le
systeme des G est de Mittag-Leffler, on a un diagramme commutatif de
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suites exactes courtes:

1l — G — G — GG" —1

g | g

1 — lim G — lim G; — lim G;/G} —> 1.

Comme Ker B est profini et que Coker A est connexe, ce diagramme
montre que A et B sont des isomorphismes. En particulier, on a G°
=1im G°/(G" N N;), et N := G’ N N; est de codimension finie dans G*
et distingué dans G.

Soit maintenant o : G°— GL(V) une représentation de G° (de dimen-
sion finie): nous allons montrer qu’elle est isomorphe & un facteur direct
d’une représentation W provenant de G. Ceci impliquera que PRed (G°)
—PRed (G) est un monomorphisme, d’oli 'énoncé en appliquant la propo-
sition 19.4.4 et le lemme 19.4.6.

Notons U = Kerg: alors U est de codimension finie dans G°, et d’a-
prés ce qui précéde il existe Vc G, de codimension finie et distingué
dans G. Notons I'=G°/V, de sorte qu'on a une suite exacte

1-I"—GV—->G/G°—1.

Il existe un quotient fini A de G/G° tel que G/V soit I'image récipro-
que d’une extension I" de A par I'°. Ainsi, on s’est ramené au cas oll G est
algébrique. Dans ce cas, il suffit de prendre pour W la restriction & G° de
I ndg o V.

b) Grace au lemme 19.4.6 (i), il suffit de prouver que le foncteur
Repy(G) — Repg (P) est pleinement fideéle. Soient V, W deux représen-
tations de G. Le groupe G opere sur 'espace affine Hom(V, W) via un de
ses quotients algébriques I'. Soit P 'image de P dans I': c’est un sous-
groupe parabolique de I". Comme I7/P est propre et connexe, il en résulte
que Homg(V, W) — Homp(V, W) est surjectif (*).

¢) Cela résulte encore du lemme 19.4.6 i). =

19.4.8. COROLLAIRE. Pour tout K-groupe affine G, on a PRed(G°)
= (PRed (G)")".

(** Nous remercions Michel Brion de nous avoir indiqué ce type d’argument;
¢f. aussi [53, 11.4.3.3.2].
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DEMONSTRATION. En effet, d’aprés le lemme 19.4.1, PRed (G°) est
connexe, donc aussi PRed (G)*)~. =

Enfin, on a le résultat suivant.

19.4.9. PROPOSITION. Pour tout K-groupe G et tout K-groupe pro-ré-
ductif H, on a PRed (G x H) =PRed (G) X H.

DEMONSTRATION. On peut raisonner dans Gaff(K). Soit M une repré-
sentation de G X H. Comme H est réductif, la restriction de M a H est
semi-simple, donc lalgebre Endy(M) est semi-simple et Auty(M)
= Endy(M)* est le groupe des K-points d'un groupe réductif H'; on a un
homomorphisme G— H'. Ce dernier se prolonge en un homomorphisme
PRed (G) —H', ce qui veut dire que l'action de G x H sur M s’étend en
une action de PRed (G) x H.

Considérons le morphisme canonique (dans Gredyg) f :PRed (G x H)
—PRed (G) X H. En considérant séparément les morphismes PRed (G)
—PRed (G X H) et H—"Red (G x H), on voit que c’est un épi. D’autre
part, on vient de voir que, pour toute représentation M de PRed (G X H),
l'application

Hi(PRed(G) X H, GL(M)) — Hi(PRed (G X H), GL(M))

est surjective. Par conséquent, la restriction de M a Ker f est triviale
pour tout M; mais alors on a Ker f={1}. =

19.5. Le cas du groupe additif.

A titre d’exemple emblématique, calculons PRed (G) et PU (@) pour G
= (G,. Le théoreme qui suit est une reformulation précisée du théoréme
de Jacobson-Morozov ().

19.5.1. THEOREME. On a PU(G,) = G, et PRed (G,) = SLy. Plus pré-
cisément, pour toute section monoidale s de m,, il existe un isomor-
phisme de (G,), sur SLy tel que s¥ = ¢, on ¢ est comme en (19.1).

DEMONSTRATION. Soient Ve @ la représentation ¢ de (19.1), et V son
image dans . C’est une représentation de rang 2 de Gy, et elle est non
triviale puisque sa restriction & G, via s * est non triviale. Comme G est

(*) La preuve que nous donnons de ce résultat classique n’est sans doute ni la
plus courte ni la plus simple!
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semi-simple et connexe (proposition 19.4.2), son image dans GL, est con-
tenue dans SL,, donc est égale a SL,. Nous allons montrer que ’homo-
morphisme f : G,— SLy correspondant est un isomorphisme.

Pour cela, considérons le foncteur f*: Repx(SLy) — Repg(G,): com-
me f est un épi, il est pleinement fidéle. Son composé avec s n’est autre
que le foncteur de restriction @ : Repg(SLy) — Repg(G,). Comme K est
de caractéristique zéro, les représentations irréductibles de SL, sont les
puissances symétriques de V. D’autre part, la théorie des blocs de Jor-
dan montre que les représentations indécomposables de G, sont égale-
ment les puissances symétriques S"V de V. Ainsi, @ induit une bijection
entre les classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de
SL, et les classes d’isomorphismes de représentations indécomposables
de G,. D’apres le lemme 12.1.2, /* induit donc une bijection entre les
classes d’isomorphismes d’objets irréductibles de Repx(SLy) et celles de
Repy(Gy). Comme Repg(G,) est semi-simple, f* est essentiellement sur-
jectif, donc est une équivalence de catégories, d’ou I'assertion.

Enfin, I'égalité s# = ¢ et I'égalité U, = G, sont claires. =

19.5.2. REMARQUE. L’espace des G,homomorphismes S"V—S"V
est de dimension |P(m, n)|, avec P(m, n) = {j||m—n|<j<m+mn,
J=Em+mnmod2}.

En effet, comme S™V est auto-dual, ces homomorphismes s’identi-
fient aux invariants sous G, dans S V®S"V. Or on a la décomposition
de SLy-modules S"VQS"V = ®;c pim, S 7V (Clebsch-Gordan), et cha-
que S’V n’a qu'une droite de vecteurs invariants sous G,.

Pour compléter I'étude de Repy G,, mentionnons le résultat suivant,
qui nous servira ultérieurement.

19.5.3. PROPOSITION. Repg G, est strictement de Wedderburn.

DEMONSTRATION. Il §’agit de montrer que le radical infini est nul.
Commengons par quelques remarques sur les indécomposables de
Repg G, . Ils sont de la forme S™V, ou V est la représentation fondamen-
tale de dimension 2, et admettent une unique suite de composition (a
crans de dimension 1). Tout homomorphisme f de S™V vers S"V envoie
le vecteur invariant de S™ V sur 0 si m >n ou si m =n et f n’est pas un
isomorphisme.

Soient alors W, W' deux représentations, et f;, ...fy une chaine d’ho-
momorphismes dans le radical reliant W et W'. Quitte a remplacer f; (ve-
sp. le composé f des f) par le morphisme correspondant f:1
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—W"QW, (resp. f :1-W"' QW"), et f;, pour i > 1, par f; = lyyv Qf;
(qui sont tous dans le radical puisque le radical est un idéal monoidal), on
se raméne au cas W =1 (noter que f est le composé des f)).

En outre, par additivité, on peut supposer les sources et buts des f; in-
décomposables, i.e. de la forme S"V. On a donc une chaine de
non-isomorphismes

15 gmyLgny—  Kgnwy

ol ny est fixé (et inférieur au produit des dimensions des W et W' origi-
naux). Si N >ny, on aura done 7;,; < n; pour au moins l'un des i, et
alors le composé des f; de 1 a ¢ Sannulera d’apres l'observation
précédente. ®

19.5.4. REMARQUES.

a) Il suit de 'exemple 14.3.2 et du théoreme 14.3.3 que le groupoide
I'®(RepgG,) a le méme type d’homotopie que G,— Spec K (au sens de
loc. cit.).

b) Supposons K de -caractéristique p>0. Alors le radical de
Repy(G,) n'est pas monoidal. En effet, considérons la représentation
indécomposable standard W de dimension p de G, donnée par
t—exptn,_,, ou n,_; est 'endomorphisme nilpotent d’échelon p (un
seul bloc de Jordan). Les endomorphismes de cette représentation sont
donnés par des matrices triangulaires dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux; leur trace est donc nulle, ce qui montre qu’avec les nota-
tions de § 4, W devient nul dans Repg(G,)/N. Ainsi R # N, et R n'est
pas monoidal d’apres 8.2.2.

c) Revenons a la caractéristique nulle. Considérons la catégorie tan-
nakienne @ = RepxZ des représentations de dimension finie sur K du
groupe discret Z. Un résultat de «folklore», basé sur la décomposition de
Jordan, dit que son enveloppe pro-algébrique est le produit de G, par un
K-groupe affine de type multiplicatif 7' X u ., (T est un pro-tore, x4 ., est le
groupe de torsion, cyclique). Il découle de la, du théoréme précédent et
du corollaire 19.4.4, que @ est ®-équivalente & Repg(SLy X T' X 1 ., ).

19.6. Extension des scalaires.

Si 'on fait varier le corps de base K (toujours supposé de caractéristi-
que nulle), pour un K-groupe affine G et une extension L/K, il y a lieu de
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distinguer entre les L-groupes affines PRed (G Xy L) et PRed (G) X L.
Par la propriété universelle de PRed, on a toujours un morphisme
naturel

(194) PRed (G X L) —PRed (G) Xk L.

Nous verrons ci-dessous que ce morphisme n’est pas un isomorphi-
sme en général. Par contre:

19.6.1. THEOREME. St L/K est finie, (19.4) est un isomorphisme.
(I1 suffit en fait que L/K soit algébrique, cf th. C.3.)

DEMONSTRATION. Rappelons que dans ce cas, 'extension des scalai-
res a la Saavedra est définie sur A = Repg(G), et que I'on a un isomor-
phisme de catégories ¢, = Rep;,(G) (remarque 5.1.3 c)). Considérons le
diagramme commutatif, o une barre supérieure désigne la réduction
modulo le radical:

(19.5) Tl LN

Pour justifier I'existence de ce diagramme (au moyen de 1.4.7), re-
marquons que la catégorie a(L) est semi-simple en vertu de la remarque
5.1.3 ¢), et que 7, est, tout comme s, un foncteur plein (et d’ailleurs
aussi essentiellement surjectif).

Toute section s de  définit une section s, de 7, ce qui montre que
o est plein et essentiellement surjectif. On a une section de a

S =7 osuy: Ay — A,

qui donne un diagramme naturellement commutatif’

§ @ (L)
Ay —= Vee,
S(L) /’ U\L

5 ——

Ay —> Au, -
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D’autre part, on a un diagramme (naturellement) commutatif de caté-
gories et foncteurs:

Vecgk — Vec;,

£ T

a e aL —— az (,TI(L).

En effet, le corollaire montre que le foncteur 4@ — @, est radiciel et
que (CTI)L = C{_L (isomorphisme de catégories). De méme pour le carré sui-
vant, par le lemme 1.3.10. L’équivalence de catégories 1 = Az, provient
du théoréme 5.3.2. Il en résulte en particulier que o est une équivalence
de catégories. Alors 5, est une équivalence de catégories, ce qui termine
la démonstration. =

19.7. Enveloppes pro-réductives des groupes pro-unipotents.

Si G est un K-groupe pro-unipotent, on sait déja que PRed (G) est pro-
semi-simple simplement connexe (proposition 19.4.2). Nous allons voir
que PRed (G) est en général de dimension infinie et que son calcul est un
probléme «insoluble», le cas de G =G, étant a cet égard exception-
nel.

Considérons d’abord le cas de G=G, X G,. On peut voir que
PRed (G) n'est pas de dimension finie en remarquant que les homomor-
phismes G — G, (a, b) —ax + by, (x, y € K), donnent lieu & une infinité
(paramétrée par y/x e P1(K)) de représentations indécomposables non
équivalentes de dimension 2. Elles sont du reste toutes sous-quotients

de la représentation standard de dimension 4 donnée par (é ‘IL)

X ((1) ;’) Cela indique aussi que le morphisme (19.4) d’«extension des

scalaires» n'est pas un isomorphisme en général (ne serait-ce que pour
raison de cardinalité). On notera I'analogie formelle entre d’une part ce
fait et le théoréme 19.6.1, et d’autre part le comportement conjectural
des groupes de Galois motiviques [55, 6.3? et remarque].

En fait, il s’avere que la détermination de

Gy, X Gy =PRed (G, X Gy)
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est (en un sens convenable) un probleme insoluble. En effet, elle inclut
la classification des représentations indécomposables de G, X G,, ou ce
qui revient au méme, des A-modules finis indécomposables pour A
= K[T;, T,] (¢f remarque 17.1.2 b)). Or la classification des A-modules
finis indécomposables oi1 'action de A se factorise par le cube du radical
m est déja un probléme insoluble, car A/m? est de type de représentation
infini sauvage (¢f e.g. [43]) (*); plus précisément, la théorie des A/n*-
modules finis est indécidable (¢f. [49]).

Les travaux récents de Ginzburg et Panyushev sur les paires nilpo-
tentes [20, 45] permettent peut-étre toutefois de décrire de nombreux
quotients de PRed (G, X (,).

19.7.1. THEOREME. Soit G un K-groupe pro-unipotent. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes:

a) dmG=<1,

b) PRed (G) est de dimension finie,

c) pour toute extension L/K, le morphisme PRed (G;)—"Red (G);
est un isomorphisme,

d) le radical infini rad” (Repg G) est nul, i.e. Repx G est strictement
de Wedderburn,

e) rad”(Repg G) est nilpotent.

DEMONSTRATION. D’apres la discussion des cas G, et G, X G, et le
lemme 19.4.6, il suffit pour I'équivalence de a), b), ¢) de démontrer que
G, X G, est quotient de G dés que dim G > 1. Passant aux algebres de
Lie, il s’agit de voir que pour toute algébre de Lie nilpotente 1 de dimen-
sion > 1, n® est de dimension > 1. Mais il est bien connu que dim n® est
une borne inférieure pour le nombre de générateurs de 1.

L’implication d) = e) est triviale.

L’implication a) = d) est la proposition 19.5.3.

Pour terminer, prouvons e) = @) par labsurde. Fixons un épi-
morphisme G— G, X G,. Identifions Repg(G,x G,) a A-Modf avec
A=K|T,, T,;] dune part, et a une sous-catégorie pleine de RepxG
d’autre part. Soit m le radical de A, et considérons la sous-catégorie
pleine (A/m?)-Modf de A-Modf. D’aprés I'hypothése et le lemme 3.1.2,

(*%) Qui donne aussi une formalisation de la notion de probléme de classifica-
tion insoluble ou de difficulté maximale.
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le radical infini de (A4/m?)-Modf serait donc nilpotent, en contradiction,
d’apres [31], avec le caractére sauvage de A/m®. ®

Au-dela du cas unipotent, on peut se poser la question suivante:

19.7.2. QUESTION. Pour quels groupes algébriques linéaires G 'enve-
loppe pro-réductive PRed (G) est-elle de dimension finie? Sa formation
est-elle alors compatible a 'extension des scalaires?

La réponse est donnée dans I'appendice C: ceci se produit si et seule-
ment si G est de dimension finie et son radical unipotent U est de dimen-
sion <1. De plus, PRed (G) est alors produit semi-direct de G/U par SLs.

Un cas éclairant est celui du produit semi-direct G de SL, par G,
X (G, (défini par la représentation standard de SL,). Ce cas a été exami-
né dans [46]. L’auteur y montre que pour tout n =1, l'algeébre de Lie
sly, . 1 contient une copie de Lie G mais aucune sous-algebre de Lie semi-
simple intermédiaire. Comme on sait par la proposition 19.4.2 et le corol-
laire 19.4.5 que PRed () est pro-semi-simple simplement connexe, on en
déduit que PRed (G) admet SL,, ; comme quotient. Par application du
lemme de Goursat, il admet done aussi I} SL,, 1 comme quotient.

20. Applications aux groupes algébriques et aux représentations
indécomposables.

En dépit du fait que 'enveloppe pro-réductive PRed G d'un K-groupe
algébrique linéaire G soit le plus souvent de dimension infinie, son exis-
tence permet d’obtenir des résultats concrets sur les groupes réduc-
tifs (*") contenant G et sur les représentations indécomposables de G.

Dans tout ce paragraphe, K est un corps de caractéristique nulle.

20.1. Applications aux groupes algébriques.

20.1.1. PROPOSITION (cf. [40]). Soit H' un sous-groupe réductif fermé
dun groupe réductif H. Alors le centralisateur de H' dans H est
réductif.

DEMONSTRATION. Soit U le radical unipotent de ce centralisateur
Cy(H'"). 11 gagit de montrer que tout homomorphisme f: G,— U est

(") On rappelle que dans ce texte, réductif n'implique pas connexe.
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trivial. Un tel homomorphisme s’étend en un homomorphisme ¢ : G,
X H'— H, puis, d’apres la proposition 19.4.9 et le théoreme 19.5.1, en un
homomorphisme ¢': SLyx H'—H. On a donc un homomorphisme
[+ SLy— Cyx(H'") qui prolonge f. La composée de ' avec la projection
Cy(H')—Cyx(H')/U est triviale (puisqu’il en est de méme de f). On en
déduit que f' lui-méme, et par suite f, est trivial. =

Soient G, H deux K-groupes linéaires et f : G— H un K-homomor-
phisme. (Cas le plus intéressant: un monomorphisme...) On note Cy(f)
le centralisateur de f(G) dans H. Nous nous intéressons au cas ou H est
réductif.

20.1.2. DEFINITION. On appelle enveloppe réductive de f tout sous-
groupe réductif fermé de H contenant f(G) et minimal pour cette pro-
priété. Si f est un monomorphisme, on dira aussi enveloppe réductive de
G dans H.

20.1.3. THEOREME. a) Deux enveloppes réductives de f sont conju-
guées par un élément h e Cy(f)(K).

b) Soit & : H— Hy, un homomorphisme de groupes réductifs. Alors
Uimage dans H, de toute enveloppe réductive de f est une enveloppe ré-
ductive de mwof.

c) Supposons que lenveloppe réductive de f soit égale a H. Alors
Cy(f) est produit du centre de H par un groupe unipotent.

DEMONSTRATION. Nous allons prouver que toute enveloppe réducti-
ve H' de f est image dans H du K-groupe pro-réductif G, attaché a une
section monoidale s comme au § 18.2 (et réciproquement). En effet, il suit
de la proposition 18.2.7 que le plongement G— H' se factorise par G,.
Comme l'image de G, dans H' est réductive et contient G, elle est égale
a4 H' par minimalité de H'. Réciproquement, le méme argument montre
que pour toute factorisation de G—H a travers G,, I'image H' de G,
dans H est une enveloppe réductive de f.

Le point b) suit immédiatement de cette interprétation ().

a) Ce point suit alors de la proposition 18.2.9 (avec s=1t, fost
=gosH).

(*®) Comme nous I’a fait observer P. O’Sullivan, le point b) se déduit aussi di-
rectement de ce que 'image inverse dans H' (I'enveloppe réductive de G dans H)
de tout sous-groupe réductif de ;7(H ') est un sous-groupe réductif de H'.
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Enfin, c¢) a déja été démontré (proposition 18.2.6). =
Des compléments a ce résultat se trouvent dans l'appendice C
(C.2).

20.1.4. CONTRE-EXEMPLE. On pourrait se demander si la propriété c)
caractérise les enveloppes pro-réductives. C’est (totalement) faux, com-
me on le voit sur 'exemple de G, plongé dans SL,, ., par 'intermédiaire
de la puissance symétrique n-iéme d’une représentation fidéle dans SL,:
le centralisateur de G, est alors égal au produit d’'un groupe isomorphe a
G} par le centre de SL,, ;.

20.1.5. REMARQUE. Pour toute enveloppe réductive H' de G dans
GL(V), il suit de l'interprétation de H' donnée dans la démonstration du
théoreme 20.1.3 que la restriction & G des représentations de H' induit
une injection de I'ensemble des classes d’isomorphismes de représenta-
tions irréductibles de H' vers ’ensemble des classes d’isomorphismes de
représentations indécomposables de G. Les représentations indécompo-
sables de G que I'on obtient ainsi sont, & isomorphisme pres, les facteurs
directs indécomposables des sommes finies @i(V)’"i(X)V”i.

Plus précisément, soit Rep(G, V) la sous-catégorie pleine de RepyxG
formée des facteurs directs des sommes finies @;(V)" ® V". C’est une
catégorie monoidale rigide pseudo-abélienne. Son quotient par le radical
n’est autre que la sous-catégorie pleine du quotient de Repyx G par son
radical formée des facteurs directs des sommes finies @;(V)" ® V"; c’e-
st donc, & ®-équivalence pres, la sous-catégorie tannakienne de Repy G
engendrée par V, qui s’identifie & Repx(Im(G,— GL(V))) d’aprés ce qui
précede.

20.2. Applications aux représentations indécomposables.

Soit V une représentation fidele de G. On note (abusivement) Gy une
enveloppe réductive de G dans GL(V) (c’est-a-dire, d’apres ce qui préce-
de, le groupe réductif image dans GL(V) du K-groupe pro-réductif G, at-
taché & une section monoidale s comme dans 18.2). Alors la décomposi-
tion en indécomposables de toute somme finie EBI-(V)’”" ® V" est détermi-
née par la décomposition en irréductibles de @;(V)" ® V" vue comme
représentation de Gy. Cela raméne un certain nombre de questions sur
les représentations & la détermination (méme partielle) de Gy et a la
théorie des poids.



Nilpotence, radicaux et structures monoidales 255

Voici quelques échantillons d’application de ce principe.

On suppose dorénavant G connexe et K algébriquement clos (de ca-
ractéristique nulle). Le groupe réductif Gy est alors connexe.

Considérons le sous-groupe abélien ax(G, V) de 'anneau des repré-
sentations ax(G) engendré par les classes des objets de Rep(G, V), c’est-
a-dire des facteurs directs des @i(V)’“f@V’“ (groupe de Grothendieck
vis-a-vis des sommes directes). C’est en fait un sous-anneau, et méme un
sous-A-anneau.

En outre, le foncteur (s#)* induit un isomorphisme de A-anneaux

ax(G, V) =ag(Gy) = Rg(Gy).

On rappelle que Rx(Gy) s’identifie, via I'isomorphisme «caractere» ch,

avec 'anneau des invariants sous le groupe de Weyl de 'anneau de grou-

pe Z[A] sur le réseau des poids A (réseau de rang m =rang de Gy).
On obtient comme premiere application:

20.2.1. THEOREME. St G est simplement connexe, ag(G, V) est un
anneau de polyndmes o coefficients entiers en m < dim V ndétermsi-
nées.

DEMONSTRATION. On montre comme dans la proposition 19.4.2 que
Gy est semi-simple simplement connexe. On a alors ax(Gy) = Rx(Gy)
= Rx(LieGy), et il est bien connu que ce dernier est un anneau de po-
lyndmes en les poids fondamentaux de LieGy. ®

20.2.2. REMARQUE. Si V est une représentation fidele de G. D’apres
10.2, 10.2.1, et la remarque 20.1.5, on obtient

HHO(RGP(G, V)) = HHO(RepKGV) = aK(Gv) ®ZK = aK(G, V) ®ZK

En particulier, 'homologie de Hochschild (en degré 0) de Rep(G, V) est
une algebre de polyndmes sur K si G est simplement connexe.

Pour toute représentation V (de dimension finie), on note S™V la
puissance symétrique m-iéme de V.

20.2.3. THEOREME. Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) S2V est indécomposable,
b) pour tout n=0, S"V est indécomposable.
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DEMONSTRATION. Supposons a). Il est équivalent de dire que S"V
est une représentation indécomposable de G ou que vue comme repré-
sentation de Gy, S"V est irréductible. On est donc ramené au cas ou G
est réductif connexe, et le résultat est alors prouvé dans [4, app.] (en ou-
tre, loc. cit. montre que Gy est égal soit a Z(Gy). SL(V) soit a
Z(Gy). Sp(V) pour une forme symplectique convenable, et le centre

Z(Gy) de Gy est réduit aux homothéties de Gy). =

20.2.4. PROPOSITION. Soient V, W deux représentations de G, et n
un entier > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes:

) V=W,

i) Ve =wen,

DEMONSTRATION. Comme précédemment, le probléme se ramene au
probleme analogue avec G remplacé par le groupe réductif connexe
Gygw. Via P’homomorphisme «caractére», 1) (resp. 1)) se traduit par I'é-
galité ch(V) = ch(W) (resp. ch(V)" = ch(W)") de polynémes de Laurent
en les poids fondamentaux, & coefficients entiers positifs. Or tout polynd-
me de Laurent a coefficients entiers positifs est déterminé par sa puis-
sance n-ieme. ®

Appendice A. Des catégories semi-simples.

L’objet de cet appendice est de clarifier la notion de semi-simplicité
dans les K-catégories (non nécessairement abéliennes), un anneau com-
mutatif unitaire K étant fixé. On renvoie au § 1.3 et au début du § 2 pour
les définitions de base.

Sauf mention du contraire, Q-module signifie A-module & gauche
dans tout l'appendice.

A.1. Objets projectifs et injectifs.

Par un raisonnement classique [19], la catégorie abélienne K-linéaire
@-Mod des A-modules (& gauche) possede assez d’injectifs et de projec-
tifs. Pour les projectifs, nous allons retrouver ce fait de maniére
constructive.

A.1.1l. LEMME. Soit f: M— N un homomorphisme de (A-modules.
Alors
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a) f est un épimorphisme si et seulement si f(A): M(A) —N(A)
est un épimorphisme pour tout A e (.

b) f est un monomorphisme si et seulement si f(A): M(A) —N(A)
est un monomorphisme pour tout A e Q.

c) f est un isomorphisme si et seulement si f(A): M(A) — N(A) est
un 1somorphisme pour tout A e (.

DEMONSTRATION. a) Soit C = Coker f: on a C(A) = Coker f(A) pour
tout Ae d, et C=0< C(A) =0 pour tout A e d.

b) Résulte de a) par dualité (ou par le méme raisonnement).

c) est clairr =

A.1.2. LEMME. Pour tout objet Ae A, le A-module A, est projec-
taf.

DEMONSTRATION. Soit f: M — @4 un épimorphisme. Par le lemme
A.1.1, f(A) est surjectif. Soit m e M(A) tel que f(A)(m) = 14. Par le lem-
me de Yoneda (proposition 1.3.6 a)), m définit un homomorphisme m: A 4
— M, et on voit tout de suite que m est une section de f. =

A.1.3. DEFINITION. Un @-module de la forme & (4, est appelé un C1-
module libre.

Tout A-module libre est projectif. Si @ est K-linéaire, tout (1-module
libre est de la forme @, pour un objet A convenable.

A.1.4. PROPOSITION. Supposons €l petite.

a) Tout A-module M est quotient d’un A-module libre.

b) Un AQ-module P est projectif si et seulement s’il est facteur direct
d’'un A-module libre.

DEMONSTRATION. a) Pour tout objet A e A, choisissons un systéme
générateur (m),. 1, de M(A). Alors ’homomorphisme

b Da,—M

Aed tely

défini par le lemme de Yoneda est un épimorphisme par le lemme A.1.1 a).

b) La nécessité résulte de a). La suffisance résulte du lemme A.1.2,
puisqu'un facteur direct d'un module projectif est évidemment projec-
tif. =
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A.15. CoROLLAIRE. St P est un A-module projectif, P;:A—
—L Qg P(A) est un A;-module projectif pour toute extension L/K.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition A.1.4 b), il suffit de le voir
pour P de la forme d,, auquel cas c’est évident. =

A.2. Catégories semi-simples.

Les définitions suivantes sont adaptées de [57].

A.2.1. DEFINITION. Soit @ une K-catégorie.

a) Un objet de A est simple s'il n’est pas nul et §’il n’a pas d’autre
sous-objet que lui-méme et 0.

b) Un objet de A est semi-simple il est somme directe d’objets
simples.

¢) Un objet A de A est artinien si toute chaine décroissante de sous-
objets de A est stationnaire.

d) La catégorie A est artinienne si, pour tout A € d, @4 est un objet
artinien de A-Mod.

e) La catégorie A est simple si elle 'est en tant qu'objet de
A°*-Mod.

A.2.2. DEFINITION. Soit (4,) une famille de catégories ayant les mé-
mes objets. 2

a) Le produit local des @, est la catégorie [ [, ayant les mémes ob-
jets que les A, et telle que, pour tout couple d’objets (A, B), on ait

(];[(ila) (A, B) = ];[(‘la(A, B).

b) A est somme directe locale des A, si elle est produit local des @, et
que, de plus, pour tout objet A, ’ensemble des « tels que (A,)4 # 0 est
fini.

¢) Supposons que les @, soient des K-catégories. Le coproduit des A,
est la K-catégorie A = [ A, dont la collection d’objets est la réunion des

collections d’objets des a(il,l, avec
a,(A,B) sida:A,Beq,
A, B) =

0 sinon.

A.23. LEMME. Soit A une K-catégorie.
a) Toute somme directe d’objets semi-simples est semi-simple.
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b) Soit A e A un objet tel que tout sous-objet de A soit facteur dirvect.
Alors A est semi-simple dans les cas suivants:

(1) A est artinien.
(i) A est de la forme R-Mod, ou R est une K-catégorie.

Supposons de plus A abélienne.

¢) Soit Ae A un objet semi-simple et soit B un sous-objet de Q.
Alors 1l existe une famille (S;);<; de sous-objets simples de A telle que
A=B®;S;.

d) Tout quotient, tout sous-objet d’unm objet semi-simple est semi-
stmple.

DEMONSTRATION. a) est évident. Dans b), supposons d’abord A arti-
nien. Si A n’est pas semi-simple, soit B un sous-objet de A minimal parmi
ceux qui ne sont pas semi-simples. Alors B n’est pas simple, donc posse-
de un sous-objet C# 0, B. Comme C est facteur direct de A, il est fac-
teur direct de B, soit B=C®D. Mais C et D sont semi-simples, contra-
diction. L’autre cas se traite comme la suffisance dans [11, dém. de la
prop. 4.1] (cf. [57, bas p. 140]). ¢) se démontre comme la nécessité dans
loc. cit. d) résulte immédiatement de ¢). =

A.2.4. CONTRE-EXEMPLE. Soit @ la catégorie des espaces vectoriels
de dimension dénombrable sur un corps k, et soit @ la catégorie quotient
de @ par la sous-catégorie épaisse des espaces vectoriels de dimension
finie. Soit V un espace vectoriel de dimension infinie, vu comme objet de
@A. Alors tout sous-objet de V est facteur direct, mais V ne contient aucun
sous-objet simple.

A25. LEMME. Soit A une catégorie abélienne. Considérons les
énoncés sutvants:

(1) Tout objet de A est semi-simple.
(2) Tout objet de A est projectif.
(3) Tout objet de A est injectif.
Alors 1=2< 3. De plus, 1 &2 < 3 dans les deux cas suivants:

(i) Tout objet de A est artinien.
(ii)) @ est de la forme R-Mod, ou R est une K-catégorie.
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DEMONSTRATION. Il est bien connu que 2 < 3, et 1 = 2 résulte du
lemme A.2.3 a). Les implications inverses résultent du lemme A.2.3
b). =

A.2.6. CONTRE-EXEMPLE. Dans la catégorie @ du contre-exemple
A.2.4, tout objet est projectif, mais @ ne contient aucun objet simple (cf:
[48, p. 324]).

A2.7. LEMME (cf. [25]). Soit A une petite catégorie K-linéaire pseu-
do-abélienne et dont tout objet est semi-simple. Alors A est abélienne st
et seulement si, pour tout objet simple S e A, Uanneaun A(S, S) est un

corps.

DEMONSTRATION. La nécessité résulte du lemme de Schur. Suffisan-
ce: soit T I'ensemble des types d’objets simples de @, et pour tout te T
soit @; la sous-catégorie pleine de A formée des objets isotypiques de
type t. Alors @, vérifie encore 'hypothése, et il suffit de montrer que A,
est abélienne. En d’autres termes, on peut supposer @ isotypique. Soit S
un objet simple de @, et notons D = A(S, S) son corps d’endomorphi-
smes. Le foncteur % s’enrichit en un foncteur 7 a valeurs dans les D °-
espaces vectoriels, ou D° est le corps opposé a D. En utilisant ’hypothe-
se, on voit tout de suite que T est pleinement fidéle et d’image essentielle
la catégorie des D°-espaces vectoriels de dimension < c, ot ¢ est le plus
grand cardinal tel qu’il existe un ensemble I de cardinal ¢ tel que SP
e (. En particulier, @ est abélienne. =

A.2.8. CONTRE-EXEMPLE. Soit Q[e] l'algébre des nombres duaux (g2
=0). La catégorie des @Q[e]-modules libres de rang fini est @-linéaire,
pseudo-abélienne, artinienne, et tout objet est semi-simple, mais elle n’e-
st pas abélienne.

A29. LEMME. Sotent Q une K-catégorie pseudo-abélienne, A e A et
Ay = By M, une décomposition de Ay en somme directe de sous-mo-
dules non nuls. Alors I est fini et il existe une unique décomposition en
somme directe A = @A, telle que, pour tout a, M, = Ay . St A est indé-
composable, A, est indécomposable.

DEMONSTRATION. Ecrivons Id, = D e, avec e, e M,(A) pour tout a.
Alors, pour tout Be @ et tout fe A4(B) = A(A, B), on a f= > fe,. Par
conséquent, M, = 0=e¢, % 0. Les M, sont donc en nombre fini. De plus,
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le lemme de Peirce montre que les ¢, forment un systéme d’idempotents
orthogonaux, d’ou la deuxieme assertion en utilisant le lemme de Yone-
da. La derniére assertion en résulte immédiatement. m

Le théoreme qui suit clarifie le lien entre diverses notions de semi-
simplicité, et montre qu’elles ne dépendent pas de la K-structure.

A.2.10. THEOREME. Soit  une K-catégorie. Les conditions suivan-
tes sont équivalentes:
(1) Tout objet de A-Mod est projectif.
(2) Tout objet de A-Mod est injectif.
(8) Tout objet de A-Mod est semi-simple.
(4) Pour tout Ae @, Ay est semi-simple.
(B5) A est artinienne et le A°RgA-module A est semi-simple.
(6) A est équivalente au sens de Morita & une catégorie de la for-
me 11D, on, pour tout a, D, est un corps gauche.
Oan dit alors que A est semi-simple (cf. définition 2.1.1).
St de plus A est K-linéaire, les conditions ci-dessus équivalent a:
(7) Pour tout objet A e A, Uanneau (A, A) est semi-simple.

(8) rad () =0 et pour tout Ae A, A(A, A) est un anneau arti-
nien (a4 gauche).
Enfin, si A est en outre pseudo-abélienne, les conditions ci-dessus
équivalent a:
(9) A est somme directe locale dune famille de catégories arti-
niennes simples (ayant les mémes objets).

(10) A est abélienne et tout objet de @ est semi-simple et de lon-
gueur finie.
(11) A est abélienne, artinienne, et tout objet de @ est semi-simple.

(12) A est abélienne, tout objet de QA est de longueur finie, et
rad (@) =0.

DEMONSTRATION. Il est clair que les six premiéres conditions ne
changent pas si I'on remplace @ par une K-catégorie équivalente au sens
de Morita. De méme les septieme et huitieme condition sont vérifiées
pour une catégorie K-linéaire (@ si et seulement si elles le sont pour son
enveloppe pseudo-abélienne (A% en effet, pour tout couple d’objets

((4,e),(A",¢") de A% on a A%(A,e),(A",e')) =e¢ CAA, A)e et
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rad (an)((A, e),(A',e"))=e¢'rad (A)(A, A') e, ¢f. aussi lemme 1.3.10 d).
Ceci permet en particulier de supposer dans la suite A K-linéaire
pseudo-abélienne.

1< 2 < 3 résulte du lemme A.2.5; 3 =4 est évident.

4= 3: soilent M un @-module a gauche, Ae @ et a e M(A). Alors
Ann(a)(B) = {fe Aa(B) |f*a =0} définit un A-idéal a gauche de A et
Papplication fi>f*a induit un morphisme de d-modules A,/Ann(a)
—M. En faisant varier A et a, on obtient un épimorphisme
Buca, aemu)Qa/Ann(a) M.

Il résulte alors du lemme A.2.3 que M est semi-simple.

4=>10: le lemme A.2.9 montre que si S e @ est simple, alors Ag est
simple; en réappliquant ce méme lemme, on voit que tout objet de @ est
semi-simple et de longueur finie.

Enfin, pour tout objet simple S € A, A(S, S) = A-Mod(Ag, Ag) est un
corps, done @ est abélienne d’apres le lemme A.2.7.

10=11: si S e A est simple, A(S, S) est un corps (lemme de Schur),
donc ne contient aucun idéal = 0 et (g est simple. Il en résulte que Ay
est de longueur finie, donc artinien, pour tout A e d.

11 = 10: le lemme de Yoneda implique que tout objet de @ est arti-
nien, donc de longueur finie.

10 = 3: comme dans la démonstration du lemme A.2.7, on se rameéne
au cas ou  est isotypique. Soit M un -module & gauche. Choisissons un
objet simple S de A, et soit D le corps des endomorphismes de S (voir ci-
dessus). Alors D opere naturellement & gauche sur M(S). Pour tout objet
A de @, on a un homomorphisme naturel

Aas, A) @y M(S) —>M(A)

ol le produit tensoriel sur D est relatif a I'action & droite de D sur
Aa(S, A), et 'hypothése sur @ montre que c’est un isomorphisme de
groupes abéliens. On définit ainsi une équivalence

M—M(S)

de A-Mod sur la catégorie des D-espaces vectoriels a gauche, dont tout
objet est évidemment semi-simple.

6 = 10 est évident. (3 et 11) = 6: la premiére hypothese implique que
@ est semi-primitive au sens de [57, def. 2] (pour toute fleche non nulle f
de @, il existe un module simple S tel que S(f) # 0). La conclusion résul-
te alors de [57, th. 16].

6 = 5: pour tout «a, soit J, I'idéal bilatére de @ tel que A/, = 11 D,.
Il est clair que chaque J, est simple et que A = @ 4,. p=a
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5=9: décomposons le bimodule @ en @ J,, out chaque idéal bilatére
J, est simple. Soit A, = A/ Bp «,Jp. Alors A, s’identifie canoniquement a
J4, done est simple; en d’autres termes, d, est simple, et elle est évidem-
ment artinienne. Le lemme A.2.9 montre que @ s'identifie a la somme di-
recte locale des d,.

9= 6: on se ramene immédiatement au cas ou  est simple. La con-
clusion résulte alors de [57, prop. 12 et th. 16].

11=T: cela résulte du lemme de Schur.

7=>11: cela résulte de [25, lemma 2] (ot 'on peut remplacer I'hypo-
thése que (A, A) soit de dimension finie sur K par: A4, A) est
artinienne.)

7 < 8: cela vient de ce que toute K-algébre artinienne de radical nul
est semi-simple.

3=5: Ay est semi-simple, donc de longueur finie, donc artinien. Soit
I Tensemble des types d’objets simples de Ad-Mod et, pour tout ael,
choisissons un module simple S, de type «. Pour tout d-module a gauche
M, notons Ann(M) = {f|M(f) =0}: c’est un idéal bilatere de d. On va
montrer 'égalité A = &, Ann(Ds-,Sp) et que Ann(Dy.,Sp) est un
idéal bilatére simple pour tout a. Pour cela, étant donné A € @, décompo-
sons (3 en une somme directe @, ;M, de sous-modules isotypiques.
Ecrivons d’abord Id, = Xe,, avec e, M,(A) pour tout . On remarque
que les M,(A) sont des idéaux bilatéres de 'anneau A(A, A); il en résul-
te que les ¢, forment un systéme d’idempotents orthogonaux. En parti-
culier, comme S;(A) est facteur direct de Mz(A), e, opére par 0 sur Sz(A)
pour 3 # a et par l'identité pour S = a. Soit maintenant fe A(A, B), et
soit f= >, f, sa décomposition sur les M,(B). On a f, = fe,, donc f, opére
sur Mg(B) par 0 pour 3 # a et par f pour = a. On a donc bien prouvé
que A(A, B) = @, 1Ann(@Ds»,Ss)(A, B). Enfin, montrons que, pour
tout ael, J, = Ann(D; ., Sp) est simple. Soit J un sous-module non nul
de J,. Choisissons A, Be A tels que J(A4, B) # 0 et soit 0 = fe J(4, B).
On a Si(f) =0 pour tout B a. Si S,(f) =0, on a done M(f) =0 pour
tout d-module M, ce qui est absurde en choisissant M = 4. Par consé-
quent, S, (f) =0.

10 = 12: Pour tout objet semi-simple A, 'algébre (A, A) est semi-
simple done rad (1)(A, A) = 0; on conclut grace a l'additivité des idéaux
sur les objets.

12 = 10: Comme { est supposée abélienne et que tout objet est sup-
posé de longueur finie, tout objet est somme directe finie d’'indécomposa-
bles. Tout se raméne a montrer que tout indécomposable A est simple.
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Cela résulte du lemme appliqué au monomorphisme S <A, ou S est un
sous-objet simple de € (dans ce cas, le lemme dit que S est facteur direct
de A, donc égal &4 A). =

A.2.11. Corollaire (a la démonstration). Une K-catégorie A est sim-
ple (définition A.2.1) si et seulement si elle est semi-simple et n'a qu'un
seul type de module simple.

DEMONSTRATION. Cela résulte de la preuve de 6=5. =

A.2.12. CONTRE-EXEMPLE. La catégorie du contre-exemple A.2.4 est
semi-simple au sens de [57, déf. 4], mais pas au sens de la définition 2.1.1
ci-dessus.

A2.13. LEMME. Dans une catégorie abélienne semi-simple A, tout
morphisme est somme directe d'un morphisme nul et dun isomorphi-
sme.

DEMONSTRATION. Soit % :A—B un morphisme de . On peut
décomposer

A=Keru®pA’
B=B'®Imu.

Sur cette décomposition, u a la forme désirée. ™

A.2.14. LEMME. Tout foncteur additif F:AaQ— B entre catégories
abéliennes semi-simples est exact. De plus, les conditions suitvan-
tes:

(i) F est fidele
(ii) F' est conservatif

(iii) F n’envoie aucun objet non nul de A sur un objet nul de B
sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Comme tout foncteur additif transforme une suite
exacte courte scindée en une suite exacte courte scindée, la premiére af-
firmation est claire. (i) = (iii) est évident; (iii) = (ii) et (ii) = (i) résultent
immédiatement du lemme A.2.13.
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A.3. Catégories séparables (ou absolument semi-simples).

A.3.1. THEOREME. Soit A une K-catégorie. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) Le A°RgA-module A est projectif.

(2) Le A} X;A;-module Ay, est projectif pour toute extension
L/K.

3) dimgA(A, B) < o pour tous A, Be A et Ay, est semi-simple
pour toute extension L/K.

(4) Ay, est semi-simple pour toute extension L/K.

(5) dimgA(A, B) < © pour tous A, Be A et rad(d;) =0 pour
toute extension L/K.

(6) La catégorie A°RgA est semi-simple.
On dit alors que ( est séparable.
Si A est K-linéaire, ces conditions sont encore équivalentes &

(7) La K-algebre A(A, A) est séparable pour tout objet A de A.

DEMONSTRATION. Les conditions 1-6 étant manifestement invarian-
tes par passage a l'enveloppe K-linéaire, on peut supposer A K-linéaire.

3 =4 et 3= 5 sont évidents. 4 « 7 résulte de la caractérisation 7 du
théoreme A.2.10 et de la définition d’'une K-algebre séparable (définition
2.2.2 a)). 7= 3 résulte de la caractérisation 3 des K-algebres séparables
dans la proposition 2.2.2. 7= 6 résulte du lemme 2.2.5. 5= 7 résulte de
la caractérisation 5 des K-algebres séparables dans la proposition 2.2.1.
6 =1 résulte de la caractérisation 1 du théoréme A.2.10. 1 = 2 résulte
du corollaire A.1.5.

Il reste & démontrer que 2 = 4. Il suffit de traiter le cas L = K. Pour
cela, nous allons reproduire la raisonnement de [11, ch. IX, dém. de la
prop. 7.1] «a la main».

Si M et N sont deux @-modules, on leur associe le @°-module

Homy (M, N): (A, B) = Homg(M(A), N(B)).

Le foneteur Hom: (A-Mod)° x A-Mod— A°-Mod est bi-exact.

Soit 0 —N—E — M —0 une extension de M par N. On lui associe
une extension £ du @°-module @ par Homy (M, N) par pull-back via le
diagramme
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0— Homg(M, N) — Homg(E, N) — Homg(N, N) =0

| d T

T

0— Homyg(M, N) — E s a —0.

Soit s une section de z. Alors gos définit un homomorphisme @
— Homg(E, N). Celui-ci correspond & un homomorphisme f : E— N, et
la commutativité du diagramme montre que f est une rétraction du mo-
nomorphisme N —FE. Ainsi, A est semi-simple. =

Appendice B. Erratum a [1].

O. Gabber nous a fait remarquer que la preuve de [1, Prop. 6] était
(encore) incompléte. Le probléme est que la démonstration donnée dans
loc. cit. Sapplique a un motif de la forme /(X), ou X est une variété pro-
jective lisse, mais pas a priori a un motif général M. Plus précisément, si
M est effectif (pour fixer les idées) et que le projecteur de Kiinneth pair
de M est algébrique, il n’est pas clair qu’on puisse choisir une variété X
telle que i(X) contienne M en facteur direct et telle que le projecteur de
Kiinneth pair de X soit algébrique.

Voici deux maniéres de corriger ce point (la premiere est en substan-
ce celle que nous a proposée Gabber). Les notations sont celles de [1].

B.1. Premiére correction.

Comme remarqué au début de la preuve de loc. cit., il suffit de suppo-
ser que le corps de base k est de type fini sur F),.

B.1.1. LEMME. Soient H : Mot,,.— Modf-L une cohomologie de Weil
classique o coefficients dans une Q-algebre commutative semi-simple L
et Moty la catégorie des k-motifs H-homologiques a coefficients ration-
nels. Pour tout A € Moty, notons

H*(A)= @ HA), H (A= @ HA.

1 pair i impair
Alors, pour A, Be Moty, on a
Ry (A, B)={feMoty(A,B)|Yge Moty (B,A),VieZ, trH (gof)=0}=
= {feMoty(A, B) |Vge Moty(B,A), trH " (gof) =trH (gof) =0},

ont Ry est le radical de Moty.
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DEMONSTRATION. D’apres [1, prop. 5], Moty est semi-primaire, done
son radical de Kelly coincide avec son radical de Gabriel. L’énoncé résul-
te alors du lemme 14.3. =

B.1.2. LEMME. Avec les notations du lemme B.1.1, limage récipro-
que snum de Ry dans la catégorie Mot,,, des motifs de Chow ne dépend
pas du choix de H.

DEMONSTRATION. Etant donné le lemme B.1.1, il suffit de voir que,
pour toute k-variété projective lisse X et toute correspondance c
e CHY™X(X x X) et tout ieZ, tr H'(c) est un nombre rationnel qui ne
dépend pas de H. Par changement de base propre et lisse et par spéciali-
sation des cycles algébriques, on se réduit par récurrence sur le degré de
transcendance de k sur F, au cas ou k est fini (¢f. [1, dém. de la prop. 5]).
L’assertion résulte alors de [29]. =

B.1.3. LEMME (cf. [1, lemme 7]). Sotent, pour fixer les idées, [ =1’
# p deux nombres premiers. Alors le noyau du foncteur Mot — Mot,
est un 1déal localement nilpotent.

DEMONSTRATION. Cela résulte des lemmes B.1.1 et B.1.2. =

B.14. LEMME. Les foncteurs pleins Mot;— Moty,m, Mot; — Mot um
mduisent des bijections sur les classes d’isomorphisme d’objets. En
particulier, pour tout objet M de Mot,, b;(M) = dim H} (M) ne dépend
pas de 1, et ne dépend que de la classe disomorphisme de limage de M
dans Motum.

DEMONSTRATION. Par le lemme B.1.3, ces foncteurs sont essentielle-
ment surjectifs et conservatifs. m

B.1.5. LEMME. Lmage M., de M;* dans Moty consiste en la
sous-catégorie pleine formé des objets isomorphes & des sommes finies
d’objets n'ayant qu'un seul nombre de Betti non nul. En particulier,
ME . est indépendant de . De méme avec M *.

DEMONSTRATION. C’est clair par le lemme B.1.4, car on a la méme
proprieté au niveau de M;*. =
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B.1.6. LEMME. Mg, = M, et Maum = Mim.
DEMONSTRATION. C’est clair. =

B.2. Seconde correction.

Celle-ci ne marche que pour les M * mais s’applique a toute cohomo-
logie de Weil, classique ou non.

D’apres le théoreme 9.2.1 ¢), pour toute cohomologie de Weil H on a
Motg = (Moty ). D’autre part, la proposition 9.1.14 implique que le
foncteur (Moty)iim— (Mot,umim €St essentiellement surjectif. Ainsi,
Mot = (Mot iim pour toute cohomologie de Weil H. =

TABLE DE CONCORDANCE POUR LES REFERENCES DE [1].

— Preuve du théoréme 1: remplacer [3, 6.7.3] par [3, 8.2.2].

— Preuve de la proposition 2: remplacer [3, 6.7.9 et 1.4.2b] par [3, 8.3.1
et 1.4.4b].

— Début de 2: remplacer [3, 9.2.1, 9.7.3, 11.3.5] par [3, 13.2.1, 13.7.1,
15.3.5].

Appendice C. Finite dimensionality of reductive envelopes, by Peter
O’Sullivan.

The object of this appendix is to determine when proreductive enve-
lopes are finite dimensional and when their formation is compatible with
extension of scalars. Let k be a field of characteristic 0, and let H be an
affine k-group. Then the proreductive envelope of H is finite dimensional
if and only if H is finite dimensional with prounipotent radical of dimen-
sion <1 (Theorem C.5). This is a consequence of Theorem C.1 characte-
rising the affine k-groups with prounipotent radical of dimension <1 as
those whose representations are «rigid». If the prounipotent radical U of
H has dimension 1 the proreductive envelope of H is the semidirect pro-
duct of H/U by SL(2) (Theorem C.4). Let k' be an extension of k. Then
PRed (H},) —="Red (H), is an isomorphism if and only if either k' is alge-
braic over k or the prounipotent radical of H is of dimension <1 (Theo-
rem C.3). This follows from Theorem C.2 which gives the conditions un-
der which every representation of H over k' is a direct summand of one
defined over k.
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Throughout this appendix k denotes a field of characteristic 0. Unless
otherwise stated, representations are assumed to be finite dimensional.

C.1. Families of representations.

The object of this section is to prove Theorems C.1 and C.2. The
proofs are based on Lemmas C.4 and C.5. Lemma C.5 is necessary also
for the proof of Theorem C.4.

Lemma C.1. Suppose that k is algebraically closed. Let M be a con-
nected reductive k-group and let V be a representation of M. Denote by
P the set of dominant weights of M relative to some maximal torus T
and Borel subgroup B2o T of M, and for each w e P let V, be a representa-
tion of M with highest weight u. Then if e P is such that t + A e P for
each A in the set A of weights of V, there is an M-isomorphism V&, V,
=@, VI where m(A) is the multiplicity of A in V.

Proor. Denote by x and y, for u e P the respective restrictions of
the characters of V and V, to T. It suffices to show that yyx,
= 2 mA) L4

*EAt W be the Weyl group of M relative to 7' and let 6 be half the sum
of the positive roots of M relative to 7' and B. For any & in the character
group of 7', write e(xr) for & regarded as an element of k[T]. Then we
have
AEAm(l) e(1) D (detw) e(w(t + 9)) =

weW

= > (detw) e(w(t + é))lz m(wl) e(wl) =
e

weW

= AEAm(/l) > (detw) e(w(z + A + 0))

weW

since A is stable under W and m(wl) = m(1) for we W and A € A. Thus if
Q= 2 (detw) e(wd), we have by Weyl’s character formula

weW
QXXT = Q E m(l) Xt+is
AeA
whence the required result, since @ #0. =

LemmA C.2. Suppose that k is algebraically closed. Let M be a
non-commutative connected reductive k-group and let V be a faithful
1rreducible representation of M. Suppose that V has, relative to some
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maximal torus of M, at most 3 distinct non-zero weights. Then either
the derived group M' of M is simple of type A, and V is of dimension 2
or 3, or M' is simple of type A, and V is of dimension 3.

Proor. We may suppose that M = M’ is semisimple. Let M be the
universal cover of M, so that V may also be regarded as a representation
of M. Let T be a maximal torus and B> T a Borel subgroup of M, let X be
the character group of T and W the Weyl group of M relative to 7', and
let 1 € X be the highest weight of V relative to T and B. Since V has at
most 3 distinct non-zero weights, the orbit A of 1 under W has at most 3
elements. There is a decomposition W =W, x ... X W, corresponding to
the simple factors of M such that the representation of W on X ® R is the
direct sum of non-trivial irreducible representations X; of W, for ¢
=1, ..., r. By faithfulness of the M-representation V, the projection of
1 onto each X; is non-zero. Thus » = 1 and M is simple, since otherwise A
would have at least 4 elements. The affine subspace of X ® R generated
by A is of dimension <2 and is stable under W, so by irreducibility the
rank dimg(X ® R) of M is <2. Since W contains a rotation of order 4
when M is of type B, and of order 6 when M is of type Gy, it follows that
M must be of type A, or A,.

If M is of type A; any M-representation of dimension = 4 has at least
4 distinet non-zero weights. If M is of type As, let 7, and 7, be the highe-
st weights of the two fundamental representations of M relative to 7' and
B, so that the simple positive roots of M are u; =27, — 1,and us = — 7,
+ 27,5, and A = my T, + my T, for integers m; = 0. One of m,, m, must be
0, since otherwise /4 would contain 6 elements. Thus either A =17, or 1
= T,, since if for example 1 = m,;7; with m; =2 then 1 — u; would be a
non-zero weight of V not conjugate to 4 under W, so V would have at lea-
st 6 distinct non-zero weights. =

LEMMA C.3. Suppose that k is algebraically closed. Let M be a con-
nected reductive k-group and let V be a representation of M which is ei-
ther the direct sum of two non-isomorphic 1-dimensional representa-
tions or is 1rreducible of dimension 2 or 3. Then there exists a fomily
(Vi vf, 8{)i jen, with the Vi irreducible representations of M and the
1 VRQVi=Vitt and iV, Vi1 —V) non-zero M-homomorphi-
sms, such that:

() for each integer m the Vf with 1 —j = m are pairwise Non-isomor-
phic;
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(ii) the restrictions of
7o (VR1): VRV V=V,
820 (V®s/_1): V& VRV —=V/ s,
$iTLe(VRr) +1l1o(V®s/_1): VR,V V>V,
respectively to N2V@, Vi, N2V, Vi, N2V, V}, are 0 for i,jeN.

Proor. We may suppose that V is a fithful representation of M. If V
=V, @V, with V; and V, 1-dimensional and p;: V—V; and py: V=1,
are the projections, take V;/ = Vi ®, (V' )® and (modulo canonical iso-
morphisms) 1/ =p; ®V;/ and s/ =p, @V}, ;. It is immediately checked
that (i) and (ii) hold.

Now suppose that V is irreducible of dimension 2 or 3. Let T" and B
> T be a maximal torus and Borel subgroup of M, and write 4 and AV for
the respective highest weights of V and V'V relative to 7 and B. Let V;
be an irreducible representation of M with highest Welght A+ MV
Then (i) clearly holds because A + 1" # 0. All weights of A2V ®, Vj are
of the form (i +2)A +jA " — & where 7 # 0 is a sum of positive roots of
M, so Homy(A*V®,V}, Vi *%) =0. Similarly

Homy (A V&, V13, V) =Homy (Vi o, ANV & V) =0

Thus it suffices to construct »/ # 0 and s; # 0 for ¢, j € N such that the re-
striction of the third homomorphism of (i) to A*V®,V},, is 0.

Let ¢{ # 0 be an element of the highest weight space of V; and let
# 0 be an element of the highest weight space of V and u_ # 0 an ele-
ment of the lowest weight space of V. The weights of tji, u, and u_ are
thus respectively il +jAY, A and —A". The k-linear map V—k which
sends %_ to 1 and which is 0 on the other weight spaces of V is an ele-
ment . # 0 of the highest weight space of VY. Now V®,V/ contains
the weight (i + 1) 4 + jA ¥ with multiplicity 1, and all of its other weights
are of the form (i + 1)A +jA " — r where r # 0 is a sum of positive roots.
Thus there is a unique M-homomorphism 7/: V®,V/—V/*! such that

(Cl) Tji(@hr ®tjl) = tjiJrl.

Similarly there is a unique M-homomorphism ¢/: V;,;—V" ®,V/ such
that ¢/(t/, 1) = u) ®t/, whence for any constant C, = C, (M, V) there is
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a unique M-homomorphism s;: V®, V., —V/ such that

(C.2) si(u_ ®tl,,) =Cpjtf.

Choose C, as follows. By Lemma (C.2), either the derived group M ' of M
is of type A; and V'is of dimension 2 or 3, or M ' is of type A, and V is of
dimension 3. Set

(€3 C,=
1/(n+2) if M' is type A; and V is of dimension 2,

=< n+1)/(2n+3) if M’ is of type A; and V is of dimension 3,
1/(n+3) if M’ is of type A,.

The V/, r/, s/ just constructed are compatible with restriction from
M to M', so to check that the third homomorphism of (ii) has restriction
0 to A2V®,V/,, we may suppose that M' =M. We show first that
Homy (A*V®, Vi1, V/*1) is 1-dimensional. This is immediate when M
is of type A,, since then V;=V;*/ and A?V is either trivial 1-dimensio-
nal or M-isomorphic to V according as V is 2-dimensional or 3-dimensio-
nal. When M is of type A,, V and V'V are the two fundamental repre-
sentations of M, so the dominant weights of M relative to T and B
are the il + jA Y for 1, j = 0. The weights of Vare 1, —A+1"Y, —1", and
A2V =VV". Applying Lemma with V replaced by A2V and with 7 =il
+ (j+1)A" shows that A®V®,V},, contains V/*! with multiplicity 1
when i =1, j = 0. Similarly, when j =1, A*V" ®, V} contains V}, ; with
multiplicity 1, whence A?V ®, V}, ; contains V' with multiplicity 1. That
NV VY=V"V ®,V" contains V{ =V with multiplicity 1 is clear. Thus
Homy (A*V®, Vi1, V/ 1) is in all cases 1-dimensional. The restriction
to A2V ®, fﬂ of the third homomorphism of (iii) will thus be 0 provided
that that the images of (v, @u_ —u_ Qu.)®¢/ ., under r/ -(V®s/)
and —s/ "1 o(V®nr/,,) are non-zero and coincide. Now

(C4) si(u, @t 1) =0

because the difference between the weight (i+1)A+ (j+1)1"Y of
w, ®t/., and the highest weight i4 +jA" of V] is non-zero and domi-
nant. Thus by (C.1), (C.2) and (C.3) it is enough to show that

(C.5) s uy @1 (u- @t/ 1)) =(Ciyji1—Ciy )t

Write m for the Lie algebra of M. Suppose first that M is of type 4,
and V is of dimension 2. Let e be an element of the positive root subspace
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of m, chosen so that eu_ =u_, and let f, & be such that fis in the nega-
tive root subspace of m and [e, f]1="h, [k, e] =2¢, and [k, f] = —2f.
Then hu, =u,, hu_ = —u_, fu, =u_, and htj = (i +7)t}. We have

i i 1 i
1o (u_ ®tf 1) = mﬂjff,
Uy ®ﬂ71:11 f(u+ ® t;:ll —Uu- ® t}Z:ll ’
where the constant 1/(2 + 7 + 2) in the first equality is determined by ac-
ting with e and using (C.1). Using (C.4), (C.2), and (C.3) we obtain
(C.5).

When M is of type A; and V is of dimension 3, choose e and f, & such
that e>u_ =wu, and [e, f]1=h, [k, e] =2¢, and [k, f] = —2f. Then hu .,
=2u,, hu_=—2u_, fu, =2eu_, fPu, =4u_, and htj =2(i +j)t/. We
have

. . 1 .
rio(u_ @t ) = tirL
i e 4(i+j+2)(2i+2j+3)f2’“

U ®f2 jL++11_ (7/L+ ®ﬁjz+l fu+® ]2:11)4_4“ b2 jL++115

where the constant in the first equality is determlned by acting with e?
The images under s/ ' of u, ® /| and fu, ®t; ;] are 0 by weights, so
using (C.2) and (C. 3) we obtain (C.5).

Finally suppose that M is of type A,. Then the simple positive roots of
Mareu=22—2"andu’ =—-1+21".Leteand e be elements of the
root subspaces of nt corresponding respectively to u and u¥. We may
suppose ¢ and e ¥ chosen so that ee¥ u_ =u,. Let f, f¥, h, b ¥ be the
unique elements of nt such that f and /" lie in the root subspaces corre-
sponding respectively to —u and —u ¥ and [e, f1="h, [k, e] =2¢, [h, f]
==2f, [eV,fY1=h", [h"Y,eV]1=2e", [RY,f']1=—-2f". Then
(b, h"1=0,[h,e"1=—e", [V, el=—e, [k, f'1=f", [RY, f1=F,
and [e,fY]1=1[e",f1=0. Also eu_=f"u, =0, e u_=fu,, hu,
—u+, h u+ =0, hu_ =0, h¥u_=—u_, fVfu, =u_, and ht/=1it},
kYt =jt, etj =e" t/=0. We have

1

S = Gy RS GV,

wy @F AL =F (u @D,
we ®fF VI =flus VI — Y (fur @ +u_ @],
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where the coefficients in the first equality are determined by acting with
ee’ and e. The respective weights of u, ®ft/, u, Qf" ¢/}, and
fu, @t/ differ from the highest weight of V/*! by the positive roots
w",wand u", so the image under s; ** of all three elements is 0. Using
(C.2) and (C.3) we obtain (C.5). =

Let H be an affine k-group and let S be a k-scheme. A family of repre-
sentations of H over S, or simply a representation of H over S, is a local-
ly free Og-module V of finite type together with a homomorphism Hg
— GL(V) over S. Suppose that H is a semidirect product U X M. Then M
acts on U by group automorphisms. A representation of H over S is the
same as a representation V of M together with an M-homomorphism
0: Us—GL(V) over S. If U is of finite type and V is its Lie algebra, the
M-structure on U defines a structure of M-Lie algebra on V. From ¢ we
then obtain a homomorphism o : V®;,Os— End o (V) of (M, Og)-Lie al-
gebras. Suppose that U is a vector group and S is quasi-compact. Then
the o correspond uniquely to the ¢ for which ¢” = 0 for some %. It follows
that a representation of H over S is the same as a pair (V, u), where Vis
a representation of M over S and where u is an M-homomorphism

(C.6) w:Ve,v—"19
of Og-modules such that the
(C.7) U™ VR0,

defined inductively by u® =1y and u™ =puo(VQ,u™" 1), are 0 for n
large, and such that the restriction of u® to A2V ®, ¥ is 0 (correspon-
ding to [0, o] =0).

When S = Spec (k) the images of the u™ define an H-invariant filtra-
tion on V. Further H acts on the associated graded Gr,V through M,
and u induces an M-homomorphism V®,Grj V— Grj "' for each n.

LEmMmA CA4. Suppose that k is algebraically closed, and let H be a
connected affine k-group with prounipotent radical of dimension > 1.
Then there exists a representation of H over the affine line A' with fi-
bres at k-points of A pairwise non-isomorphic.

Proor. We may suppose that H is of finite type over k. If U is the
prounipotent radical of H and Z,c Z,c...cZ,,_,cZ, = U is the upper
central series of U, then the Z; are normal subgroups of H, and Z,,/Z,, _;
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is of dimension > 1 since U is of dimension > 1. Factoring out Z,, _;, we
may suppose that U is commutative. We have H = U XM with M a con-
nected reductive subgroup of H. Write V for the Lie algebra of U. The
action of M on U defines a representation of M on V. If U is an M-quo-
tient of U of dimension >1 we may replace H = U XM by its quotient
U XM, so we may suppose that V is either irreducible of dimension > 1
or is the direct sum of two 1-dimensional representations. It will be con-
venient to distinguish the following three cases:

I V is the direct sum of two isomorphic 1-dimensional representa-
tions;

II Vis either the direct sum of two non-isomorphic 1-dimensional re-
presentations, or is irreducible of dimension 2 or 3;

IIT V is irreducible of dimension > 3.

Suppose I holds. Then we may identify U with GZ, where M acts on
both factors as the same character y. With A! = Spec (k[t]) we may iden-
tify the endomorphism ring of (G,), over A! with k[t]. If M acts on
(Gy)a1 as y, then the semidirect product over A of (1, —t): Uy = (G, )i
— (G,)qr with My is a homomorphism p : Hy— (G, X(M), over Al.
Given a faithful representation 7 : G, X\M — GL(n), the kernel of the fi-
bre above x € A'(k) = k of 7 41 o p : Hy1— GL(n),1 is the subgroup f : G,
—GZ=U of Uc H. The fibres of the representation 7 41 o p of H over A®

are thus pairwise non-isomorphie.

NOW suppose 11 holds Apply Lemma to obtain a family
Vi, vf, 8 jen, with #/: V&, Vi—=V/*! and s/: V®,V/,,—V}, such
that (i) and (ii) of Lemma C.3 hold. Write 4! = Spec (k[t]), and define a
family (&}, ﬁ 9; i jen of free OA1—modules of finite type 82 and O4:-homo-
morphisms f{:&— 87!, g¢/:6,,—& by 80—80 80 gZ=8=8
=y, &l = (931 é =0 for all other i, j, and fy =g =fi =g =1 and f{

= ((1)), gi=(1, —t), gi = (g),ff = (-1, 1). The non-zero &, f, g thus
form a commutative diagram

1
Op — Op

\L M ll
) (-1,1)
(0.8) OAI — Oil — OAl

l/l \L(l, —t)

1
Op —= Op
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Now set V= @i‘jENVji(@ 8} and let u:V®,V— "7V have compo-
nent

VeV @8-V @&l

given by r/ ®f/if (i',j') = (i+1,)),s/Qgjif (i',j" +1)= (i, J), and 0
in all other cases. Clearly #® = 0, and the restriction of u® to A2V ®,©
is 0 by (i) of Lemma C.3 together with the fact that (C.8) commutes.
Thus (V, u) is a representation of H over A'.

We now show that an isomorphism between the fibres (V,, u,) and
(O, uy) of (V, u) at the k-points x and y of Al induces an isomorphism
between the fibres at « and y of the diagram (C.8). This will give an iso-
morphism k%= (§}),=(8]),=k* which sends Im(g!),, Ker(f),,
Im(f’),, Ker(gs). respectively to Im(g{),, Ker(f!),, Im(f),,
Ker (g¢),, hence an isomorphism P'=P' which sends 0, 1, ®, x re-
spectively to 0, 1, o, %, and so will imply « =y as required.

For any x we have V.= @, 76NV ®kE” with E” the fibre of 81 at x.
Write V! = @1_J,,ZVl®k E}, so that ¥, = EBnEz"@” Then u,: V®k
— V), restricts to an M—homomorphlsm

uis V@0 v

for each n. Further u”. is an epimorphism for n = —1 because its compo-
site with each projection V;*'—V/®,E/ is an epimorphism by (C.8),
and the V; with i —j=mn+1 are pairwise non-M-isomorphic by (i) of
Lemma C.3. Since uf=0 for n< —1, it follows that the image of

u: VRV, =V, is @,5,-1 V. Hence Grj V.=, and
V®kGr” 9, —>Gr”+li‘7 induced by u, coincides with u”~1. Thus any
isomorphism 6 : (K‘?x, ) — (Y, u,) induces on passage to the associa-
ted graded an isomorphism

0": % —7V,
for each n such that the diagram
V®k ~\7n vn+1
(C.9) \LV®0;L \L0»1+1
V@ V) > il

commutes. Since for each n the V] with ¢ —j = n are pairwise non-M-iso-
morphic by (i) of Lemma C.3, there are k-isomorphisms 6%: E/— E; such
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that
=V} ®,0;.
From (C.9) it then follows that
@05 () =7 @ (), 0%

5/ ® (65(9)).) =3/ ®((g/),0]+1)

for i, j=0. Since the 7/ and s/ are non-zero,
0l+1(ﬂ)x (f?)u97
ej(gjl)xz (gjl)yG;Jrl:

so the 0} give an isomorphism between the fibres of (C.8) at x and y.

Finally suppose III holds. In the notation of Lemma C.1, choose t e P
such that 7+ AeP and 1+ A1¢A for AeA. Then V®,V,= &, , V"%,
Choose by Lemma C.2 distinct non-zero elements A, A5, A3, 14 0of A, and
write Vo=V, and V, = Vz+l’ =1,2,3,4. The V;,2=0,1, 2, 3, 4 are
then pairwise non- 1som0rphlc irreducible representations of M, and V; is
a direct summand of V®,V, for j =1, 2, 3, 4. Let 1;: V&, V,—>V; be a
non-zero M-homomorphism for j =1, 2, 3, 4. With A1 Spec (k[t]), set
&= 1, &=0qpforj=1,2,3,4, and defme]j. s—> & forj=1,2,3,4
by fi=(1,0), fi=(-1,1), f3=0(0,1), fy=(1, —t). Now set ©
=@ Vi®,8 and let u: V®,V— © have component

V®kVi®8i—>‘7i'®8ir

given by r;® f when =0, ' =jandj =1, 2, 3, 4, with all other compo-
nents 0. Then «® =0 so (V, u) is a representation of H over A'.

Suppose that 6:V,— 0, is an isomorphism between the fibres
(W, ) and (9, u,) at @ and y. Since V), = Bf_,V; ®, E; with E; the fi-
bre of &; at x, and since the V; are pairwise non-M-isomorphic, we have 6
= @t V:® 6, for isomorphisms 0 ;: E;— E;. Compatibility of 6 with u
and u, then shows that for j=1, 2, 3, 4

whence
0;(f)e= (fi)y 00

since 7;# 0. Thus the 6; give an isomorphism k* = E, = E, = k* which
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sends Ker (f}), to Ker(f;), for j=1, 2, 3, 4, and hence an isomorphism
P! = P! which sends 0, 1, o, x respectively to 0, 1, o, . Thus x =y as
required. ™

Lemma C.5. Let H be an affine k-group with prounipotent radical
U of dimension <1. Then there exists a k-homomorphism H— GL(2)
with restriction to U an embedding. If g is such a k-homomorphism and
p: H—H/U is the projection then every indecomposable representa-
tion of H 1is tsomorphic to g*V&,p* W for some representation V of
GL(2) and W of H/U.

Proor. We may suppose that U is of dimension 1. Then M = H/U ac-
ts on U as a character y. Taking a Levi decomposition of H and identi-
fying U with G, we may suppose H = G, X, M. The restriction to U of
the k-homomorphism H— GL(2) defined by

xwm) a
amr—
0 1

for points a of G, and m of M is then an embedding.

A representation of H on a k-vector space ¥ is a representation of M
on E together with an M-homomorphism £ &,y — E such that £ ®, x"
— FE induced by iteration is 0 for » large. Equivalently, a representation
of H on E is a representation of M on E together with a structure of mo-
dule on E over the polynomial ring k[7] such that % acts nilpotently and
mme = y(m) nme for each k-algebra k', meM(k') and eec E Q. k'.

If D is the standard 2-dimensional representation of GL(2), then the
kernel of g*D—g*D defined by the action of n is 1-dimensional and
stable under M. Let d,# 0 be an element of a 1-dimensional M-stable
subspace of g *D complementary to this kernel. Then d;, = nd, # 0, nd,;
=0, and mdy = y o(m) dy, md; = x(m) x (m) d; for points m of M and so-
me character y , of M. Thus if Vis the 1th symmetric power of D, there is
a basis vy, ..., v, of g * V for which mwv; = y'(m) x4 (m) v; and nv; = v; ,  if
1 <7 and nv,=0.

Now let E be a representation of H. Let E; be an M-subrepresenta-
tion of E, and suppose that n”*'E = 0. Then if W=E,®y;", the assi-
gnment v; @w—n'w defines an H-homomorphism ¢ :g*V®.p*W
— FE. For the second statement, it will thus suffice to show that if £ is H-
indecomposable, and if » and E, are chosen so that n"E =0, n" "1 E =0,
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and Ey®nk = E, then ¢ is an isomorphism, i.e. each ¢ € £ has a unique
decomposition

(C.10) e=ey+mne +...+n"e,

with e;e Eyfor 1 =0, ..., r. In fact from E, @ nE = E it follows inductive-
lythat E=Ey+ ... + n'Ey,+n' " E so taking i = r shows that each ec E
has a decomposition (C.10). To prove the uniqueness, write £” for the
kernel of n" restricted to £ and let £’ be an M-subspace of E, such that
Ey=E'@®E". Since n"E #0 we have E'#0. If ¢’ = X n'e/ and e”

r 1=0

= > n'e/ with ¢/ eE' and e/ eE", then e¢' =e” implies e/ =0 for i
= f)_,ol, ..., T, as is seen by induction on i: given that e¢] =e/ = ... =¢;_;
=0, from n" " 'e’ =n""'e” we have n"e/ =n"e/ =0 whence ¢/ =0.

Thus kn]E' Nk[n]E"=0 and E =k[n] Ey=k[n] E' ®k[n] E". Since
E is H-indecomposable and k[n] £’ and k[n] E" are H-subspaces of E,
we have £" =0 and E' = E,, whence the required uniqueness since e’
=0 implies ¢/ =0 for t1=0,1,...,»r. =

LEMMA C.6. Let H be an affine k-group, let k' be an extension of k,
and let V' be a representation of H over k'.

() If H is proreductive then V' is a direct swmmand of some
V&.k'.

(i) If k' is algebraic over k then V' is a direct summand of some
Vpk'.

(i) If k s algebraically closed and V' is a direct summand of
Vk', then V' =V, Q,k' for some direct summand V, of V.

Proor. There is a canonical epimorphism
(C.11) V'@k'—>V'—0

of (not necessarily finite dimensional) H-representations over k'. Since
V' is finite-dimensional over k' there is a finite dimensional H-subrepre-
sentation V of V' over k such that the restriction of (C.11) to V®, k' is an
epimorphism. If H is reductive, V' is a direct summand of V& k', when-
ce (i). To prove (ii) we may suppose k' finite over k. Then V' is finite di-
mensional over k and there is a canonical splitting of (C.11), defined
using the trace from k' to k. For (iii), note that if A = Endg(V), any
idempotent ¢ in A ®, k' is conjugate to one in A. Indeed e generates a se-
misimple k’-subalgebra of A ®, k' and so some conjugate lies in the
extension to k' of a maximal semisimple subalgebra of A. With k alge-
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braically closed, it is then obvious that some conjugate lies in
A =

THEOREM C.1. If H is an affine k-group the following conditions
are equivalent:

(a) the prounipotent radical of H is of dimension <1;

(b) for every k-scheme S of finite type and family © of representa-
tions of H over S, there is a finite extension k' of k and a stratification
of Si.. by locally closed subschemes such that the family O, of represen-
tations of Hy. over S; is constant along each stratum;

(c) for every k-scheme S of finite type and fomily © of representa-
tions of H over S, the set of H-isomorphism classes of the fibres of 'V at
k-points of S 1is finite;

(d) for every family  representations of H over Al there exists a re-
presentation V of H over k such that ©,=V for an infinite set of
reAl(k).

Proor. (a)=>(b): We may suppose that k is algebraically closed. It
is enough to show then that, assuming the prounipotent radical U of H is
of dimension <1, each representation V of H over a non-empty reduced
and irreducible k-scheme S of finite type is constant along some non-em-
pty open subscheme of S. Let V; be the generic fibre of V. If K = GL(2)
X M/U and k' is the function field of S there is by Lemma C.5 a k-homo-
morphism f: H— K such that V;=f%V"’ for some representation V' of
K. Further V' =V &, k' for some representation V of K by (i) and (iii)
of Lemma C.6, so there is an H-isomorphism V; =f*V ®, k’. This exten-
ds to an H-isomorphism of © with the constant family f*V along some
non-empty open subscheme of S.

(b) = (c): It is enough to note that representations V and W of H which
become isomorphic over k' are themselves isomorphic, because the de-
terminant is then not identically zero on Homg(V, W).

(¢) = (d) is immediate.

(d) = (a): Call the fibres of a representation © of H over A! almost di-
stinet if for each representation V of H over k we have ©, =V for only a
finite set of x € A'(k). The fibres of ¥ are almost distinct provided that
those of the representation obtained from © by either extension of sca-
lars, pullback along some H'— H, or passage to a direct summand, are
almost distinct. This is immediate in the first two cases and in the case of
direct summands follows from the fact that by Krull-Schmidt any ©, has
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only a finite set of pairwise non-H-isomorphic direct summands. Now
suppose that (a) does not hold. Then we show that there exists a ¥ whose
fibres are almost distinct, so that (d) does not hold. To do this we may
suppose by passing to a quotient that H is of finite type.

Consider first the case where k is algebraically closed. If H° is the
connected component of H there is then by Lemma C.4 a representation
W of H® over A! with almost distinet fibres. Since ¥’ is a direct H °-sum-
mand of the induced H-representation Indio <P, the fibres of IndZ, ¢’
are almost distinct.

For arbitrary k, with algebraic closure k, there is thus a representa-
tion © of H over A} with almost distinet fibres. We have © = ' ®, % for
some finite extension k' of k and H-representation V' over A.. If p : A},
— Al is the projection and we write © = p,, V' then ¢’ is a direct H-sum-
mand of V&, k' =p*p, V. The fibres of V' and hence V¥ are thus almo-
st distinct. =

THEOREM C.2. Let H be an affine k-group and let k' be an exten-
ston of k. Then every representation of H over k' is a direct summand
of a representation defined over k if and only if either k' is algebraic
over k or the prounipotent radical of H has dimension <1.

Proor. If k' is algebraic over k then each representation V' of H
over k' is a direct summand of some V®, k'’ by Lemma C.6(ii). Suppose
that the prounipotent radical U of H has dimension <1. If K =GL(2)
X M/U there is then by Lemma C.5 a k-homomorphism f : H— K such
that any representation V' of H,. is isomorphic to f;* W' for some repre-
sentation W' of K. Then W' is a direct summand of W®, k' for some
representation W of K by Lemma C.6(1), so V' is a direct summand of
AWk’

For the converse, suppose that k' is transcendental over k and that
the prounipotent radical of H has dimension > 1. Then by the equivalen-
ce of (a) and (d) of Theorem C.1, there is a representation © of H over A!
with an infinite set of pairwise non-isomorphic fibres at k-points of A!.
Choose an embedding of k(¢) in k', and let V; be the generic fibre of V.
We show that V; ®,) k' is not a direct summand of any V&, k'. In fact
suppose the contrary. Then for some V the identity of V; lies in the image
of the composition homomorphism

Homy 1) (V& k1), V1) Qrry Homy ) (Vy, V&, k() = Endy, ) Vi,
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since this is so after extending scalars from k(t) to k'. Thus for some n
there are H-homomorphisms 7;: V. k() —V;, s;:Vi—=V.k(), 1
=1, ..., nover k(t) such that r; s, + ... + r, s, = 1y,. This implies that V;
is a direct summand of V" ®, k(t). Thus Vis a direct summand of the con-
stant family V" along some non-empty open subscheme of A'. By Krull-
Schmidt this contradicts the fact that © has an infinite set of pairwise
non-isomorphic fibres. =

C.2. Application to proreductive envelopes.

In connection with proreductive envelopes it will be convenient to use
the following terminology. Let f: H— K be a k-homomorphism from an
affine k-group to a proreductive k-group. Call f universal if each k-homo-
morphism H— K' to a proreductive K’ factors, uniquely up to conjuga-
tion by a k-point of K', through f. Equivalently, fis universal if its conju-
gacy class is the embedding of H into its proreductive envelope. Théore-
me states that for each H there exists a universal f. Call f minimal if f
factors through no proper proreductive subgroup of K. If L is proreduc-
tive, i : H— L is universal, and /= Ik, then fis universal if and only if [ is
an isomorphism and f is minimal if and only if [ is faithfully flat.

By considering k-homomorphisms to general linear groups it can be
seen that if fis universal then f* induces a bijection on isomorphism clas-
ses of objects (Proposition 19.3.4). We note also the following fact, which
generalises a result due to Kostant [33, Theorem 3.6]. If f is universal,
then any k-homomorphism % :H—K' to a proreductive K' factors
through f uniquely up to conjugation by a unique k-point of the prouni-
potent radical R, Cx. (k) of the centraliser Cx (k) of h. Equivalently, if i
= [fthen Ck. (1) is a Levi subgroup of Cx (h), i.e. Cg (k) is the semidirect
product of R, Ck (k) and Cx (l). To verify this, let L be a Levi subgroup
of Cg (k). Then h factors through the proreductive subgroup Cx (L) of
K', so by universality of f the conjugate of [ by some k-point z of Cx. (h)
factors through Ck.(L). Thus LczCx (1)z "'cCk.(h) and 2Cx - (1)z 1 =L
since Ck (l) is proreductive.

The main facts required about universal and minimal k-homomorphi-
sms are contained in the following lemma.

Lemma C.7. Let f: H— K be a k-homomorphism from an affine k-
group to a proreductive k-group. Then

() f1is universal if and only if fis minimal and each representation
of H is a direct summand of f*V for some representation V of K.
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(i) If fis minimal then f,.: H, — K, is minimal for any extension
k' of k.

(iii) If f is universal then f,: H, — K, is universal for any alge-
braic extension k' of k.

Proor. Factor fas H 5L 5K with L proreductive and g universal.
Then ¢ * induces a bijection on isomorphism classes of objects, and f is
universal (resp. minimal) if and only if [ is an isomorphism (resp. faithful-
ly flat).

Thus fis universal < fis minimal and [ is a closed immersion. Fur-
ther [ is a closed immersion < each representation of L is a direct sum-
mand of some [ *V (because L is proreductive) « each representation of
H is a direct summand of some f*V. This gives (i).

If W is representation of a k-group G, write mg(W) for the multiplicity
of the trivial G-representation & in a decomposition of W into G-indecompo-
sables. Clearly mg(W) is the rank of the canonical k-homomorphism W¢
—Wg, so it is preserved by extension of the scalars. Then [ is surjective <
[* is fully faithful (because L is proreductive) < dim;, Homg(k, V)
= dim, Hom;, (k, [*V) for each representation V of K < mg(V)
=m;(I*V) for each V < mg(V) = my(f*V) for each V < each Vis a di-
rect summand of some V; for which mg(V;) = my(f*V;) (because mg (V)
< my(f*V)). By Lemma C.6@), if the last condition is satisfied it is also sa-
tisfied with f, H and K replaced by f;., H;» and K . This gives (ii).

For (iii) it is enough by (i) and (ii) to show if each representation of H
is a direct summand of some f*V then each representation of H, is a di-
rect summand of some f;%V'. This is clear from Lemma C.6(i). =

THEOREM C.3. Let H be an affine k-group and let k' be an exten-
ston of k. Then the canonical morphism *Red (H, ) =>PRed (H), is an
isomorphism if and only if either k' is algebraic over k or the prounipo-
tent radical of H is of dimension <1.

Proor. Let f: H—K, with K proreductive, be universal. Then
PRed (H}, ) —"Red (H), is an isomorphism <> f;. is universal < each re-
presentation of H. is a direct summand of some f W’ (Lemma C.7) <
each representation of H;. is a direct summand of some f* W &, k' (Lem-
ma C.6(1)) < each representation of H) is a direct summand of some
V®.k'. The result thus follows from Theorem C.2. =
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THEOREM C.4. Let U be a unipotent k-group of dimension 1,
equipped with an action of the proreductive k-group M. Then

(i) There exists an M-embedding U— SL(2) for some action of M on
SL(2).

(i) If f : U—SL(2) is an M-embedding and h : U— K is an M-ho-
momorphism with K proreductive, then there is an M-homomorphism
1:SL(2) — K, unique up to conjugation by a k-point of K fixed by M,
such that h =If.

(i) If f : U—SL(2) is an M-embedding then (the conjugacy class
of) fAM : UXM—SL(2) XXM is the embedding of U XM into its pro-
reductive envelope.

Proor. By LemmaC.5 there is a k-homomorphism ¢:UXM
— GL(2) non-trivial on U. The restriction of g to U factors through an
M-embedding f : U— SL(2), where M acts on SL(2) through g and the
inner action of GL(2). This gives (i).

It will suffice to prove (ii) and (iii) for the fjust constructed. Consider
first (iii). Let L be a proreductive subgroup of SL(2) XM through which
XM factors. Then L N SL(2) > U is reductive since SL(2) is normal in
SL(2) XXM, so LNSL(2)=L and L>SL(2). Also L>M, so L
=SL(2) XM . Thus f X M is minimal. The projection U X M — M factors
through fXM : UXM—SL(2) X\M, and g factors through f>X}(M by
construction. Thus (X} M)* is essentially surjective by Lemma C.5, and
so universal by Lemma C.7().

Given & as in (i), h XM is by universality of fX{M the composite of
XM with a k-homomorphism SL(2) X{M — K XM, necessarily of the
form [ X{ M for some M-homomorphism I. Thus & =[f. If also & =1 f for
an M-homomorphism /', then [ and [’ are by universality of f conjugate
by a unique k-point a of the prounipotent radical of the centraliser of &.
This implies that [, and [,/ are conjugate by ma for any extension k' of k&
and m e M(k'). Since M stabilises the centraliser of 2 and so the prouni-
potent radical of this centraliser, M fixes a by uniqueness. =

An affine k-group G will be called finite dimensional if its quotients of
finite type are of bounded dimension. It is equivalent to require that the
connected component of G be an extension of a group of finite type by a
proétale group.

LEMMA C.8. Ifk is algebraically closed then a connected finite di-
mensional reductive k-group has only a finite number of non-isomor-
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phic irreducible representations of given dimension and determi-
nant.

ProoF. The connected semisimple case follows from Weyl’s dimen-
sion formula. In general, a connected finite dimensional reductive group
is a quotient of 7' X G for some protorus 7' and connected semisimple G.
An irreducible representation of 7' X G of dimension » and determinant
 is the tensor product of an n-dimensional irreducible representation of
(G with a 1-dimensional representation of 7' defined by a character v with
" =y. Since there is at most one such y, the result follows from the
connected semisimple case. ™

THEOREM C.5. The proreductive envelope of an affine k-group H is
of finite type over k (resp. finite dimensional) if and only if H s of fini-
te type over k (vesp. finite dimensional) and the prounipotent radical of
H is of dimension <1.

Proor. The «if» is clear by Theorem C.4(iii). Let f : H— K, with K
proreductive, be universal. For the «only if», it suffices to show that if
the prounipotent radical of H has dimension > 1 then K is not finite di-
mensional. By Lemma C.7(iii) we may suppose that k is algebraically clo-
sed. If H is a quotient of H and H — K, with K proreductive, is universal,
then H— H — K is minimal, and so factors through a faithfully flat K
— K. Replacing H by an appropriate H, we may thus further suppose H
to be of finite type (see also Proposition 19.4.7 ¢)). Let j : H°— H be the
embedding of the connected component of H and g : H°— L, with L pro-
reductive, be universal, so that fj = lg for some / : L — K. Then [ is a clo-
sed immersion. Indeed otherwise some representation of L would not be
a direct summand of any [ * V, whence the same would hold with L and [
replaced by H° and j, since f* and g * induce bijections on isomorphism
classes of objects. But each representation W of H is a direct summand
of j* Ind%o W. Replacing H by H° we may thus suppose H connected (see
also Proposition 19.4.7 a)). Then K also is connected, as is seen by consi-
dering k-homomorphisms to finite groups.

By Theorem C.1 there is a family © of representations of H, parame-
trised by A!, such that the set of H-isomorphism classes of the fibres ¥,
for x € A'(k) is infinite. There thus exists an infinite set S of pairwise
non-isomorphie irreducible representations V of H such that each Ve S
is a direct summand of some V), for x € A* (k). Let T be the radical of a a
Levi subgroup of H. The restrictions to T of the V), are isomorphie, so
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among direct summands of the V), there are only a finite number of pos-
sible T-isomorphism classes. Since the determinant of a representation
of H is defined uniquely by its restriction to 7', it follows that there is an
infinite subset S’ of S such that each Ve S’ has the same determinant y.
Then y = y o f for a unique character ¢ of K. Each Ve §' is isomorphic to
f*W for some representation W of K, and each such W has determinant
1 and dimension at most that of the fibres of V. Lemma C.8 then shows
that K is not finite dimensional. =

By a similar argument it can be shown for example that if k is uncoun-
table the proreductive envelope of an affine k-group with prounipotent
radical of dimension >1 is not a countable limit of k-groups of finite

type.
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