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«Monodromie archimédienne» d’une courbe complexe:
un appendice a [3].

MICHEL GROS (*)

0. Introduction.

Dans un article précédent [3], on a vu comment le formalisme (initié
par Fontaine et Jannsen) des (Kj, ¢, N)-structures sur la cohomologie
de De Rham de la fibre générique d’une variété algébrique propre X &
réduction semi-stable sur I'anneau des entiers Ok d’'une extension finie K
de Q, permettait d’introduire naturellement pour une courbe de Mum-
ford Xy (attachée a un sous-groupe discret co-compact I de PGLy(K))
sur K un isomorphisme canonique (provenant naturellement par exte-
nsion des scalaires de K, a K, d’un isomorphisme de Kj-espaces
vectoriels)

@ H(Xg, Q%) =>H\T, K)

via la considération de I'opérateur de monodromie N sur Hjg(Xg/K) qui
peut étre vu comme une variante p-adique de I'isomorphisme d’Eichler-
Shimura «classique» (!) (penser & X comme & un quotient du demi-plan
de Poincaré par un sous-groupe discret co-compact I" de SL,(R) et iden-
tifier H(X, R) avec H!(X, I')) valable pour n’importe quelle courbe
projective et lisse X sur C

2 Sh: H'(X, Q%) >HY (X, R).

(*) Indirizzo del’A.: IRMAR, Université de Rennes I, Campus de Beaulieu,
35042 Rennes cedex, France. E-mail: gros@univ-rennesl.fr

(*) Ici, «en poids 7 = 2», il ne s’agit que de I'isomorphisme donné par la théo-
rie de Hodge, mais je préfére garder une terminologie évoquant la possibilité de
généralisations.
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Une courbe de Mumford est un exemple de variété possédant une
«réduction totalement dégénérée» (elle admet un modéle sur Ok dont la
fibre spéciale est réunion de droites projectives se coupant transversale-
ment) et si maintenant ’'on veut bien accepter le point de vue [4] de Ma-
nin, toute variété algébrique projective lisse sur C devrait étre elle-aussi
a «réduction totalement dégénérée» (%). Il devient alors naturel de se de-
mander si I'isomorphisme Sh ci-dessus ne pourrait lui aussi étre vu com-
me étant obtenu par un opérateur de monodromie «archimédienne» (3),
la courbe X sur C ayant «mauvaise réduction». Une facon de tester cela
consiste & examiner ce que fournit la construction (valide pour toute va-
riété algébrique projective et lisse sur C) figurant dans la thése de Co-
nsani [1]. Bien que I'on ne sache ni dire ce que pourrait étre: 'anneau des
entiers de C, un modeéle de X sur ce dernier, la «fibre spéciale» de X, I'es-
pace X*, ..., ni a fortiori dire quelle théorie cohomologique il faut appli-
quer & cette situation (ce qui évidemment rejoint les questions posées
par Deninger [2]) pour espérer définir sur celle-ci un opérateur de mo-
nodromie N, Consani sait définir, via la seule donnée de X des R-espaces
vectoriels jouant le role des gradués pour la filtration par la monodoro-
mie. L’analogue de I'isomorphisme ci-dessus est, dans les notations (et la
numérotation des gradués) adoptées par Consani, un isomorphisme de
R-espaces vectoriels

3) N:gry H'E*)/Im(N: gr)) H}(X*) s grf' H (X*) >
Sgrd HY(X*) /Im (N2: grf' H'(X*) s grf' HU(X*))

que nous identifierons & l'isomorphisme Sk ci-dessus.

Pour les seuls aspects de la structure de Module de Lefschetz bigra-
dué polarisé «a la Deligne-Saito» figurant dans [1] que nous utilisons, on
retrouve donc un résultat déja bien connu (*), mais la considération de
formes différentielles réelles et de formes non holomorphes permet

) On ne sait pas donner pour linstant un sens & cette derniére expres-
sion.

() Opérateur se «réalisant» sur R comme Iisomorphisme p-adique se réalise
sur K.

() La compatibilité que nous vérifions ne nous a pas semblé entiérement im-
médiate & partir de [1].
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d’exhiber quelques analogies entre les courbes de Mumford et les cour-
bes projectives lisses sur C en considérant les isomorphismes d’Eichler-
Shimura classique et p-adiques comme des réécritures remarquables (et
«uniformes») d’isomorphismes tout a fait généraux (valides en fait res-
pectivement sur R et sur K, et pour des classes de variétés extrémement
générales), c’est 13 notre seule motivation dans cet appendice.

Le plan de P'article est trés simple: aprés avoir rappelé la construc-
tion de Consani [1] dans une premiére partie, nous faisons I'exercice de
vérifier que la formulation générale de loc. cit. redonne effectivement 1’i-
somorphisme déja connu (noter toutefois le «twist»).

1. La construction de Consani. Corollaires.

Nous ne présenterons cette construction [1], 4 que pour les variétés
X projectives lisses définies sur C et en nous bornant aux seuls objets
dont nous avons besoin. On notera 7 la dimension de X.

On notera (A% + A% ®)g le groupe abélien des formes différentielles
(analytiques ou C ®: cela donne les mémes résultats finaux) réelles de ty-
pe (a, b) + (b, a) sur X. Une expression du type (A% ° + A% 2)x(p) avec
p € Z signifie que 'on prend le twist (i la Tate»). de (A% ® + A% %), ie.

4 (AP + AP e (p) i= 2aV-1PA%" + AY %),
Soient i, j, ke Z. On pose

Kbk .=

il
( N AM)("; z) sin+j—i=0 mod2 et k =max (0, i)
— at+b=j+n
- |a—b|S]2k—i R

0 sinon
et

6 Kiii= @KWk K* = @ Kb

k i+j=*
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On dispose également d’applications (pour la définition desquelles on
renvoie a [1], 4)

(6) dr:Kz,],k__)Kz+1,J+l,k+l; a": Kl’]’k—)KH'l’]'H’k.

Muni de d:=d' + d", le module gradué K* devient donc un complexe
(K, d).
L’opérateur de «monodromie»
(7) N:Ki’j’k—>Ki+2’j’k+1
est défini par N(a) = (2x\/—1)"'a pour acK*# *. Il commute 3 d’ et d".
On pose, pour ¢ >0 et reZ
Ker(d . K—r,q—n__)K—r+l,q—n+1)
Im(d: K"~ ba-n-lsg-many '

®) grl  HIUX*) =

Ker(d:(KerN) "9 "— (Ker N)"*ha-n+l)
Im(d:(KerN)""" 19 7"1 5 (KerN)™"79° ")

© gl HIY):=

avec
(10) (KerN)> =Ker(N: K> =K *t%'(-1));
et

Ker (d: (Coker N)~ "9 "2 (Ker N) "t14-n-1)
Im(d: (Coker N)~"~14-"=3_5(Coker N) "9 ""2)

a1y grfl,HYX) =

avec

12) (Coker N)' :=Ker(N: K" —>K *%'(-1));

REMARQUE. Cette numérotation des gradués ne fournit pas des iso-
morphismes (cf. plus bas) tels que N¢ envoie isomorphiquement gr¥; sur
gr¥ (contrairement & la numérotation usuelle) mais nous préférons gar-
der pour la commodité des références a [1] la numérotation (qui fait ap-
paraitre naturellement les «poids» dans la numérotation) adoptée par
Consani.

‘On agrﬂ,Hq(X’*) =0 sauf si ¢ + r = 2p avec p € Z et, pour une meil-
leure lisibilité de ce qui va suivre, nous regroupons dans le diagramme
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commutatif suivant certains des résultats du corollaire 4.4 de [1] spéciali-
sés au cas ¢ =1 qui va nous occuper dans la suite

NG
—_—

¥ (H' X)) > g, (H1(®*))

¥ v

o HIEN) > g @)

4l N

(13) gl (HY(X*)) 2> grf¥ (H'(X*))

1l N

o HE)) <5 g @ E")

v N

g% (HIE) < g (H'(®*))

A
v N

dans lequel:

— les fléches verticales N sont injectives si leur source est un gr”

avec 1> 0 et surjectives si leur but est un gr/ avee i <0

- les fléches horizontales sont des isomorphismes (ce point est tout
a fait non trivial; c’est, dans la présentation adoptée dans [1], une consé-
quence de la construction sur le complexe K' d’'une structure de module
de Hodge mixte bigradué polarisable au sens de Saito).

D’autre part, on a une décomposition en somme directe (cf. [1], preu-
ve de 4.12)

(14) gr! H'X*) =gr/ HY(Y)® Im (N2: grff H'(X*) > gry’ H (X*)) .

Il est done naturel de considérer le sous-espace Im(N:gr'H 1(22*)—»
—gry H'(X*)) de grd" H'(X*) et le quotient gry' H'(X*) /Im (N : gr{"H'(X*)
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c>gry’ H'(X*)). La suite exacte de la proposition 4.9 de [1] permet d’i-
dentifier ce quotient: on a un isomorphisme

Azgr HX*) /Im (N : grfV H(X*) s grf’ HY(X*))
SKer(gr)  H3(X) —grl H3(Y))

(15)

Le lemme 4.3 de [1] dit alors que gry' H3(Y) = 0 et, finalement, on a
donc le

COROLLAIRE On a un isomorphisme N : grf’ H}(X) = gry’ HI(Y).

REMARQUE. Toutes ces écritures de groupes de cohomologie gar-
dent un sens lorsque X est une courbe & réduction semi-stable sur Oy et
que Y est sa fibre spéciale. Soient YV la réunion disjointe des composan-
tes irréductibles de Y et Y® la réunion disjointe des intersections de cel-
les-ci. On a alors (lemma 3.3 de [1]) (I = p)

(16) grH}(X)=Ker(d": H'(Y®, Q(-2))—>H*(Y?, Q(-1)))
avec d” la fleche de Gysin (image directe) et

H'(Y*®, Q)

17 YHY(Y) =
@) gro (Y) Im(d’:HO(Y(l),Q;)_’HO(Y(Z)’Ql))

avec d' la fleche de restriction (& la Cech); expressions qui interviennent
dans la suite spectrale des poids (cf. [3] pour un rappel de celle-ci) et
sont isomorphes (via lopérateur de monodromie N :gr/'H$(X)>
Sgrd H(Y)).

2. Isomorphisme d’Eichler-Shimura et monodromie archimédienne.

Nous allons donc comparer I'isomorphisme du corollaire précédent
avec l'isomorphisme d’Eichler-Shimura (donné par la décomposition de
Hodge).

On va tout d’abord décrire gr{’ H$(X) et gry' H'(Y) et ensuite, on
réexaminera comment ils sont apparus. On a, d’apres le lemme 4.3 de [1]
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pour grf¥ H}(X):

", a,b a,
Ker(d .(“?ﬂA )R(l)—»(lﬁ@:zA ”)R(l))

la-b| <1 a-b| <0

18) gr{' H}(X) =

Im(d")
et done,

Ker(d":(A%*@® A" (1) = (AR )(1)
Im(@d": (A% (1) > A1 DALR(1))

19  grfH}(X)=
et, pour gry' H'(Y):

Ker(d':( P Avb
a+b=1

20) gry’ H\(Y) =

et done,

Ker(d': (A" @A) — (A1)

21 H(Y) = :
B = A A = AT B ATy

Comme l'on a une résolution du faisceau constant R sur X,
(22) 0—>R— (A% HA DA H(A M )0,
on en déduit une identification canonique
(23) grd H(Y)=H'(X, R).

Passons maintenant a la source de N. On a

Ker(d: K V- KO1)
Im(d: K% 15K 10"

(24) gr HY(X*) :=

Nous allons maintenant décrire explicitement comment est obtenu
I'isomorphisme N. On a un morphisme de complexes

d d
K—2,—1 s K—I,O s KO,I

@) s

d d
I{Q—l > l{LO s I{&l
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dans lequel la fléche verticale du milieu est un isomorphisme, celle de
droite surjective, celle de gauche injective (c’est évident sur la descrip-
tion qui va suivre). Pour écrire ce que sont ces complexes dans le cas pré-
sent, nous introduirons une indéterminée 7' qui nous servira uniquement
A préciser le degré en k dans l'écriture K*/ := @, K"/ * et qui ne joue
absolument aucun réle nouveau par rapport a [1]. On a, pour la ligne du
haut,

26) K ~*7'=(A"R(1).T°®A)rQ).T' & A )r(1).T*&A " )RD.T*S. ..

K 10= (A% QAL (1). T°® A AV (). T'®

@7
A" DAR(1). T’ (A" DAY )R (1). T36...

28) K"=A")r\).T°@A"rQ).T'®&A")D).T*HA MR T*...
et, pour la ligne du bas:
29) K% 1=(A%):. T°®U>)%. T'®A"")R. T?HA* ). T3...

K1,0= O. T0®(A0'1@A1'0)R. TIGB

30)
AV @AV R. T*HAYGAYR. T2S...

(31) K¥=0.T'®0. T'®AM ). T?’® (A" )R. T3 ...

La monodromie N est donc définie par la multiplication par

T.2nV-1)"L
On passe maintenant & I'explicitation des différentielles pour la ligne
du haut (cf. [1] pour le rappel des définitions des différents opérateurs):

la différentielle d: K% "'—> K 10 est donnée par
d(agT ' +a,. T +anT?+...) = — d°a T+ (day—dCa,).T* +
(da,—d°ay).T?+(das—d as).T3+...

et la différentielle d : K 19— K%! est donnée par
dBoT°+B T +B5T%+...) = —dlB T+ @B ,—dB )T+
(dB1—dBo).T2+(dBs—dB5). T3 + ...

(32)

33)

Pour la ligne du bas, la différentielle d : K% !— K? est donnée par
d0.T°+y,. T +9,. T?+...):=0. T+ (=dSyy,). T* +

34
(d‘yl _dc'yg). T2+ (d)’z—dc‘y;g). T3+ (d’}/3_dc’}/4). T4+
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et la différentielle d : K»°— K?! est donnée par

d(O.T0+U I.Tl +v2.T2+ .. ) = 0.T0+0.T1 +(dv 1 —dcvz).Tz"‘

(35)
(dvz—dcvg).Ts"" “es

L’examen des premiers termes non nuls des deux derniéres expres-
sions permet d’exhiber l'inclusion de gry" H*(Y) dans gry’ H*(X*): & une
classe x de gry' H'(Y) représentée par un cycle (ie. donne 0 si on lui ap-
plique d) y dans (A%!@ A%, on associe 'élément de y. T de K''° qui
est bien un cycle dont on prend la classe, ce qui fournit un élément de
grd’ HY(X*).

De méme avec une classe y de gr) H(X) représentée par un
cycle (ie. donne 0 si on lui applique d) B dans (A%!@A'%);, on associe
Pélément 2:7\/—1) 8. T° qui est bien un cycle dont on prend la classe, ce
qui fournit un élément de gr)’ H'(X*).

Partant maintenant d’une forme w e H°(X, 2%), comme celle-ci est
holomorphe, on a 3(w) =0 et, puisque X est Kihlérienne (et donc ordi-
naire, comme une courbe de Mumford!), d'(w) = 0; d’oii par suite aussi
d(w) =0 et d"(w) =0. On dispose donc d’une fleche naturelle

(36) H°(X, Q%) —gr{' H}(X)

qui & w associe 27V —1. Rew. Les descriptions précédentes rendent
alors claire la

ProOPOSITION. L’isomorphisme d’Eichler-Shimura s’identifie a I'iso-
morphisme de monodromie archimédienne, ie. on a un diagramme com-
mutatif dans lequel toutes les fleches sont des isomorphismes

H'X, Q%) 2> H'(X,R)

387 (36) l \l/(23)

o VH3X) > g HYY)
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REMARQUE. La définition de la fleche (3) suggeére d’écrire Iiso-
morphisme d’Eichler-Shimura Sh: H°(X, %) > H!(X, R)(1), lequel
«twist» est parfaitement en accord avec l'écriture de l'isomorphisme
d’Eichler-Shimura p-adique lorsque l'on tient compte de I'action de
frobenius.
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