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REND. SEM. MAT. UN1v. PADOVA, Vol. 103 (2000)

Espaces de Berkovich
et équations différentielles p-adiques. Une note.

BRUNO CHIARELLOTTO (*)(**)

Introduction.

Dans toute la note, K est un corps ultramétrique complet, algébrique-
ment clos, V est son anneau de valuation et k est son corps résiduel qu’on
suppose parfait.

Cette note veut donner des exemples simples de 'application des es-
paces de Berkovich aux équations différentielles p-adiques sur les ou-
verts de la droite. La théorie a été introduite dans [BD] o1 on peut trou-
ver aussi le cas de dimension supérieure : la note est simplement une
adaptation de [BD] a la dimension 1, qui a le seul mérite d’étre explicite.
Un des aspects de la théorie de Berkovich est le fait que les points qui
sont connus dans la théorie p-adique classique comme les points généri-
ques deviennent de vrais points. Toutes les propriétés de continuité peu-
vent étre appliquées a ces points-1a comme aux autres points. Et de plus,
si I'extension par continuité de certaines de ces propriétés, comme par
exemple la factorisation des opérateurs différentiels, est empéchée par
les racines de certains polyndmes, on peut toujours espérer qu’elle garde
une signification pour les points génériques. Dans cette note, on veut
donner deux exemples de ce point de vue.

Dans le premier paragraphe, on introduit les notations et on explicite
les outils; ils proviennent directement de l'article [BD]. Dans le deuxie-
me paragraphe, on va considérer I'espace de Berkovich I, ,, associé a
la couronne fermée de rayon intérieur r; et extérieur r,. Dans cet espace,

(*) Indirizzo dell’A.: Dip. Matematica, Universitd di Padova, Via Belzoni 7,
35100 Padova Italie. E-mail: chiarbru@math.unipd.it

(**) Membre du réseau TMR de 'Union Européenne «Arithmetic Algebraic
Geometry».
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vivent les (vieux) points génériques t,, 7 € [r1, 7,1 cR>° (qui seront indi-
qués comme les points génériques a distance # de 0). On va démontrer
une généralization du théoréme de décomposition de Dwork-Robba
[DR]: si on a un opérateur différentiel défini sur I, ,,, L, qui se décom-
pose au point générique ¢, a coefficients dans le corps 3((¢,) ((BD], [BE])
selon le rayon de convergence des solutions a t,,, L = N, ou, alors on peut
trouver un ouvert de Berkovich Uc JN,, ,,, t, € U o la restriction de M a
U Ly admet une décomposition Ly = Ny oMy qui induit la décomposition
L =N, om, at,. En particulier il existera un ¢, ¢ > 0, tel que pour chaque
réel r, reln — €, n + &, on obtienne une décomposition analogue a #,. On
remarquera que dans la démonstration de Dwork-Robba que nous allons
adapter, I'obstruction pour obtenir un tel résultat était liée aux racines
de certains polyndmes & coefficients dans K; de telles racines doivent
étre cherchées dans K et non parmi les points génériques.

Enfin dans le dernier paragraphe, on veut montrer comme la condi-
tion de surconvergence sur P;\{5i, ..., S, } pour un module différentiel
(M, V) défini sur un voisinage strict de P} \{5y, ..., 5,} dans P} est liée
au fait d’avoir un rayon de convergence 1 sur le point générique (unique
point de la frontiere de Shilov) de

]Pllc \{gl’ [EXS} 5n}[PlV

En particulier on va montrer que chaque isocristal défini sur un voisina-
ge strict de 1Pi\{5y, ..., 5, }[p1, &'l est convergent, est automatique-
ment surconvergent. C’est donc une généralisation du théoréme de
[BC], ol on avait obtenu la méme conclusion mais avec ’hypothése de
singularités méromorphes.

Un remerciement spécial & Francesco Baldassarri, inspirateur de
cette note.

1. Notations.

Les constructions générales sont données dans [BD]; pour ce qui
nous intéresse, on va se mettre dans la situation locale suivante: soit
M (K{x}) l'espace de Berkovich correspondant au disque unité fermé en
K. Les points sont associés aux semi-normes multiplicatives de K{x}, en
général on les notera £. En particulier, & £ on va associer la semi-norme
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| = (&) et & chaque fe K{x} il correspond |f|(§)eR>° et le quo-
tient

K{x}
Ker(| — |(&)

Puisque ce quotient est intégre, on peut considérer son espace quotient
et finalement sa complétion; on la notera (&) et on gardera la notation
| — |(&) pour sa valuation [BE].

REMARQUE. Si & est un point de I'espace rigide usuel SpmK{x},
alors JC(&) sera une extension finie de K.
Pour chaque point on a une fleche isométrique

(L.1) B{x}, | = [(&))—= (&), | - [(&)

Pour fe K{x}, on va noter f(£) son image par la fleche (1.1). On considére
maintenant un certain type de point de Berkovich, ceux qui correspon-
dent aux points génériques dans l'ancienne littérature: le point géné-
rique 2 distance ¢ de 0, ¢, e € | K|, € <1 (Pour une interprétation plus gé-
nérale voir [BD]); il est lié a la semi-norme multiplicative

K{x}—>R>°
fr sup |f(x) |
x| =¢
On la note | — |(¢;) et pour le corps associé, comme d’habitlide, XH(L,).
Pour ce type de points on a une immersion isométrique

Par continuité on peut définir une dérivation, d/dx, en IC(t,) qui commute
avec la dérivation en K{x} et on a que sa norme |d/dx|(t,) comme opéra-
teur est exactement 1/¢ [BD]. On peut remarquer que t, est un «vrai
point», i.e. un point dans I'espace analytique rigide Spm 3C(t,){x}. On in-
troduit aussi la K-algebre de Banach JC(¢,)[|X — «(¢,) |]|i’ comme l'alge-
bre de séries formelles

S 0 (X - alt,))
ieN

en X — x(t,) (X est une indéterminée) & coefficients dans IC(t,), qui sont
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bornées pour la norme (qu’on notera encore | — |(t.)) définie par

2 a;(X —a(t,)) | (t,) = sup |a;|(t,)e".
ieN ieN

REMARQUE. Si on avait choisit le point générique ¢, de NN (K{x}) cor-
respondant au seul point générique de sa réduction Spec(k[x]), on aurait
trouvé I((t;) =E le corps des éléments analytiques et IC(¢,)[|X —
—x(t,) |]|'{ =W}, dans les notations de Robba et Dwork.

On obtient alors un diagramme commutatif d’immersions isométri-
ques d’algebres [BD]

(gc(te)’l - |(te))

(&Y 14
(1.3) 7 N

(K{a}| - |t) = OCENX - 2@, | — | ¢)

ou les fleches (1.4), (1.5) sont données par le dévelopement de Taylor a
a(t;). Notamment, si f est un élément de K{x} alors son image par (1.5)
est donnée par f,

FoS LA x -ty

teN’L' d v

En considérant que la dérivation est continue dans JC(¢,) et est bornée,
comme opérateur K-linéaire, par 1/¢ [BD], on peut donc définir la
fleche analogue (1.4) de 3C(t,) a (IC(t)[|X — =(t,)|]2). Méme dans
()| X — x(t,) |I2), on peut définir une dérivation compatible avec
toutes les autres constructions: (d/dw)(Xa;(X —x(t,))) = Xia;(X —
- x(te))z -1 .

REMARQUE. Les éléments de (9C(¢,)[|X — 2(t.) |I2) qui sont dans les
images des fleches (1.4) (donc aussi parmi les images de (1.5)), sont &
chercher parmi les séries > a;(X —a(t.))" telles que

ieN

,ENai(X— x(t)) | () = sup la; |(t)e" = |ag| ().

On peut maintenant considérer un sous domaine affinoide U de
NM(K{x}), qu'on peut penser, dans notre cas, lié & une algebre affinoide
(stricte). En effet, notre but est de considérer les voisinage d’un point
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«générique» qui ont une base donnée par des sous domaines affinoides
U={gc MKz} ||£](®) < |g|®), i=1, ..., n}
ot (fi, ..., fu, 9) = K{x}. Ce sont des espaces associés a I'algébre affinoi-

de stricte
g Y
Si t,e U, alors on peut encore définir la semi-norme | — |(t.) en

K{x, fi/g, ..., fu/9} et on aura
), | — | @)

ay @n
1.6) 7 S

(K[x%f; ],| - |<t5>) 8 Xl | — |(2)

Le corps I9((f,) est le méme que celui défini en utilisant
K{x, f1/9, ..., fu/g} ot K{x}, et la fleche (1.1)' et les (1.7) et (1.8) sont
toujours des immersions isométriques. Le seul probléme est la définition
de la fleche (1.8): pour cela il suffit de la construire pour » = 1; dans ce
cas, puisque (f, g) = K{x}, on a g(¢,) # 0. Comme ge K{x} on peut con-
sidérer son image § dans IC(¢,)[|X — «(t.) |I?, on aura

5= 3 180 a)y = 35X~ (1)

i1eN 'I,' d
et |g|(t)=|g|()=|go|(t:). Par définition de la dérivation et de sa

norme on aura aussi que

aleoe = | 5 28

et donc § 'edC(t)[X —x(t,)]t. Par conséquent, (flg)~ =(f/§) e
€ I(t)[X — 2(t,)]® et par définition de U

G

La définition de la fleche (1.8) en découle. De plus, il est également évi-

\(t)e’< |0 (t)

(t.)<1.
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dent que toutes les fleches dans (1.6) commutent avec la dérivation qui
aura donc toujours pour norme exactement 1/¢ (les fleches étant
isométriques).

1.9. On aura besoin pendant notre travail de considérer certains ty-
pes de sous-domaines affinoides de (K{x}). On va d’abord étudier I'al-
gébre affinoide stricte

K{x,Y, 7}
(x—7Y,2Z—7)

ol I';'ll =" et, !’;‘gl =T, 71, T2 € IKl ﬂ[O, 1], To > 1. On note l - |Q,A
sa norme spectrale:

|fle,a= sup |f](&)
Ee M(A)

par [BE, 2.1.15] | — |,, 4 coincide avec le sup sur les points de I'espace ri-
gide associé 4 A (Les points rigides sont denses dans I'espace de Berko-
vich IM(A)). Comme A est réduite, elle est équivalente 3 toutes les au-
tres norme de Banach [BGR, 6.2.4]. A correspond & 'espace analytique
de Berkovich {£e M(K{x})||x|(&) <7z, |2|(E) =7 }. On associe l'al-
gébre A liée au quotient des fonctions qui ont une norme spectrale (i.e. le
maximum dans ce cas) égale & <1, A°, modulo celles qui 'ont <1, A%, A
est donnée, en remarquant que Z et Y ont une norme spectrale exacte-
ment égale 3 1 et |x|, 4 <1 et que I'idéal contient aussi ZY — /7, et
| 71/72| <1 (En effet il peut étre engendré par (ZY — (#/7;), x — 7, Y)),
par

kZ, Y]
@y

A=

Elle correspond & I'union de (Z=0)U (Y =0), et possede donc deux
points génériques. Ils correspondent & la frontiére de Shilov, donnée par
tr, et t,,. Par la théorie de Berkovich chaque fonction fe A devrait obtenir
son maximum en correspondance de ces points, i.e.

[fle,a= max |f](§) =max(|f|(t,), |f](2)) .

Ee M(A)

REMARQUE. Dans le cas ol 7, =73, on trouve une seule composante

S

liée & lidéal (YZ—1). Donc un seul point dans la frontiére de
Shilov.
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1.10. On peut, de plus, généraliser 'exemple 1.9, au sous-domaine af-
finoide défini par {£e M(K{x})||x|(&) Sz, |x|(§) =my, | —a|(E) =
=|a|}ota,aeK,r <|a| <r;avecr, < |a@| <|a|.Dans ce cas, laré-
duction posséde trois composantes. Donc la frontiére de Shilov est don-
née en général par trois points: ¢, , t,, et le point E(a, |G |), donné par le
maximum sur tous les points &, |x —a|(§) = |@|. Maissi |@| = |a| est
égal & 7, ou 7, alors il y aura seulement deux points dans la frontiere: ¢, ,
t,,, puisque dans ce cas E(a, | @ |) coincide avec un des #,.. On va noter les
espaces qu’on vient d’introduire JI, ., et I, ,(a, |@|). En général, on
aura M, (G, ..., Qy; |G|, ...|%|) (@;€K, 7 < |a;| <7, avee 1 <
< | @;| < |a;|): enremarquant que les points de la frontiere de Shilov sont
donnés par ¢,,, t,, (points génériques a distance r; de 0) et E(a;, | @;|), i =
=1, ..., n (on suppose que les disques E(a;, | @;|) sont disjoints) [BER].
On notera A, ,,(a,, ..., @; | 01|, ...| 8y |) = A, »(a;; | @;|) Palgebre af-
finoide qui donne I, ,(ay, ..., ay; ||, ...| @ |) = I, (as; | ]) =
= m(Arl, ’rz(ai; | a; | ).

A partir de la décomposition de Mittag-Leffler et pour notre cons-
truction des points de Shilov, on a alors que pour chaque élément f d’une
algébre affinoide A, ,,(a;; |@;|).

af
o | An ns 13D S ;,:lfle,An,,zwi;mn-

1.11. On considére alors un opérateur différentiel dans
Ny, @y ey @5 |, o0 Ty|) = My, (a5 | @;|) (i€ & Palgébre affi-
noide A, (a;; |@;|), avec la norme spectrale | — |, 4, @ 7))

n dn—l
L= teg——+...t+¢c,
de™ dxn—l

avec ¢;e A, ,,(a;; |@;|). Pour un point générique, & distance ¢ de 0 tel
que t, € I, ,,(a;; |a;|), on peut considérer I'action de L en (IC(t,)[X —
—2(t.), | — |()). On peut démontrer comme dans [RO1] que sa norme
comme opérateur est alors

Cn—i

|L|(t.) = max

1 1
: |(te>—8—i = max e, 4| (t)

Si on a un intervalle [b;, b,]c R>° tel que pour chaque e e [b;, by], t. e
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e M(4,, ,(a;a;)), alors la fonction
[by, b1 —>R>°
e—>|L|(t)

est continue.

On peut aussi définir le rayon de convergence des solutions de L a
chaque point générique t, € M (4,,, ,(a;; | T;|)) = M, »,(a;; | T;]), en re-
gardant comme dans [RO1] ses solutions dans (¢, )[X — x(t,)] et en di-
sant qu'une série X.a;(X — 2(,))' a un rayon de convergence 7eR si
pour chaque r <7, lim|a;|(t,) r'=0.

REMARQUE. Pour chaque ¢, on peut aussi bien considérer L opérant
sur )(t,). Pour obtenir des résultats analogues et plus généraux voir
[BD].

1.12. Pour s’adapter aux notations de Dwork et Robba [DR], [RO1],
on va introduire pour chaque re R >° I'espace az,- Ce sera l'espace des
séries dans J((t,)[X — x(t,)] qui ont rayon de convergence égal a r. i.e.
des séries 2.b;(X — x(t,))’, telles que pour chaque 7 < r, lim |b;|(¢,) ¥ =
=0. Bien sir, on a une immersion, r < %,

%(tr])IIX - x(try)]]fy__) a',tr,,'

En particulier, chaque élément de ((¢,) peut étre vu comme un élément
de A7 (via 1.4 et 1.7). On peut aussi 1ntrodu1re pour chaque 7, et pour
chaque r l'espace de Banach W des séries limitées > b;(X — x(t, ))ie
€ J(t,)[X — «(t,)], telles que

sup |b; | (¢,)r' < .

La norme de Banach est donnée par | 2b; (X — x(t,))} |wr =
= sup | b;|(t,) r*. On a de plus, pour chaque r < 7 une immersion J((t, ) -
— Wi, qui est une isometrie pour r=17.

1.13. On définira R, = I((t,)[d/dx] et R, = K(x)[d/dx]. L'image de
K(x) dans J((t,) est dense. Un opérateur dans R, peut étre vu comme un
opérateur dans Wi, r<n et, en particulier dans I((¢,)[X —at)l =
= WY ; on peut donc considérer sa norme comme opérateur sur I'espace de
Banach Wi, r<7 (dans ce cas |d/dx|g =1/7).

Si on cons1dere maintenant un operateur comme dans 1.11, L, défini
sur MA,, n(ay, ..., a5 |T)...| %)) = M, n(a;; |@]), alors pour
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chaque t,e I, ,(a;; |@;|), on peut voir L comme élément de R, et,
done, operant sur Wy , » < 7. Soit donc L dans &,, on considére I'idéal
R,L dans R,. Sur R, on pose la topologie donnée en considérant ces
éléments comme operateurs sur W; , 7 <7 : soit done &, L idéal clotire
de R,L par cette topologie [RO1]. R, etant euclidien, on peut trouver
son générateur unitaire R dans R,: ®, R =&, L.

En général pour un opérateur L de &R,, on note Ker;, L son noyau
comme opérateur sur JC(¢,)[X — «(t,)], on peut alors prouver exacte-
ment comme dans [RO1, 2.6] que

Ker, R = Ker, LN W, .

1.14. En remarquant que les rayons de convergence forme un
ensemble fini [P], on a que pour chaque r < 5 et pour chaque L € &, une
décomposition dans R,),

L=Noum
N, Me &,, telle que
Ker, M = Ker, LN Ly .
(voire [DW-RO § 4]).

2. Le théoréme de décomposition de Dwork-Robba.

On peut donc considérer comme avant un opérateur différentiel L,
L= (d"/dx™) + ¢;(d""'/dz™ ') + ... + c,, défini sur un espace de Ber-
kovich I, ,,(a;; |@;|). On suppose que t,e I, ,(a;,a;), et A, ,(a;
| @;|) est l'algébre affinoide associée (§ 1). On rappelle que, comme l'al-
gebre A, ,(a;; @;) est réduite, sa norme spectrale | — |, 4, ;) est
une norme de Banach, qui est donc équivalente a toutes les autres nor-
mes de Banach. Puisque pour A,  ,(a;; |@;|), comme précédemment, la
frontiére de Shilov est donnée par les deux points génériques ¢, et t,, et
par E(a;, |@;]), on a pour feA

L
dx

1
< =

<—If .
@ An, n(@i; |Til) rll le. A ntass 171>

De plus, en regardant toujours la frontiere de Shilov, on s’apercoit que si
ceA, .(a; |@;|) alors sa norme comme opérateur sur A, ,(a;, |@;|)
est plus petite ou égale a |c|,, 4, @, |7+ On a done pour L que sa nor-
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me comme opérateur sur A4, ,(a;; |@;|) est bornée par

- 1
|, s 12 S SUP [ i, 4, o 181 5
1

Soit maintenant ¢, € I, ,,(a;; | @;|), un point générique a distance 7 de
0, alors dans les notations du paragraphe 1,

ProPOSITION 2.1. On considére un opérateur L sur espace de Ber-
kovich I,,, ,(a;; | G;|) (lié a Ualgebre affinoide A,,, ,,(a;; | @;|)). On sup-
pose qu’au point t, on ait une décomposition dans R,, L =N, om, 0
toutes les solutions de rayon r de L sont exactement celles de M, . Alors
il existe un sous-espace de Berkovich I, .;(a;; @;) (lié a Ualgebre affi-
noide A, (ai; @})), t,e My n(a); @) C M, ,(a; |T])), tel quon
puisse avoir une décomposition L =N om ou M, N sont des opérateurs
dans I, (ai; |a;|), qui induisent N, et M, dans la restriction & R,.

La démonstration de ce théoréme est 'analogue de la démonstration
de Dwork-Robba ([DW-RO, § 3, §4]) On va de toute facon 'esquisser.

Soit donc comme avant ¢, € I, ,,(a;; | G;|), et soit o < 7. On consideé-
re une fonction analytique

F: 0, (@ | @) x DO, o * )2*— C(t, )"

Si on note X=(X;,...,X,) et Y=(Yy,...,Y,), alors F(X,Y)=
=2¢, ,X"Y etc,, €A, ,(a;, |G]). On a donc

+
le i Icvy"'IQqu,rz(a'irai)sM'

Soit maintenant u = (u,, ..., u;) € )((t,)’ une solution du systéme
F(X,(dX/dx)) =0, telle que |u| <on. On peut donc définir la fleche
tangentielle

oF oF
Lu y reey &g) = e ) ' + i’ e ) '
(% 2,) = 22 aXi(u u)+ 2z aYi(u u')

Ly: 9C(t,)* — IC(t,)™.
THEOREME 2.2. Si L, est injectif sur ai, alorsueA, . (a/; |a;|),
ou t, € My 1(ai'; | @ |)C I, ,(a; |a;]).

Pour prouver I'assertion, on considére alors Xe A, ,(a;; |a;|)° et si
1X 1o, 40y, my(a; 17, < 071 alors G(X) = F(X,(dX/dx)) existe, G(X) e IC(t,)".
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Dans 4,, ,,(a;; |@;|)’ on peut prendre le dévelopement de Taylor de G
GX + &) = G(X) + Lx(8) + Nx(©)
ot Ly(Z) = 2£;(0F/0X;)(X, (dX/dx)) + 2§ ;(OF/3Y, ) (X, (dX/dx)).

PROPOSITION 2.3. Soit L un opérateur défini sur N, ,(a;, |G;|)
(espace associé a Ualgebre A, ,(a;; |@;|)); alors pour chaque ¢ >0, et
pour chaque t,e M, ,(a;; |@;|) il existe un sous domaine affinoide

m’l‘f,'fg’(a’i’; |a/1, |) (hé a A,), tel que tqemﬁ’,'rg’(a’i,; |C_L1, |)szrl,rg(ai;
|@;]) o on a

| Lo, A, miass 1 < |L| () + .

DEMONSTRATION. Comme on a vu

|LI07A11,12(01;61‘) s Sl;.p |e; |Q:Ar1,12(ﬂri? 1)) fr‘{% .
Par définition de I'espace de Berkovich, si fe A, ,,(a;; |@;|) alors la fon-
ction «valutation» |f|(&), &Ee M (4, ,,(a;; |@;|)) est continue. En parti-
culier, si on considére t, alors pour chaque z e R il existe un intervalle
[c1, c2], neley, ezl et t, e M (A, ,,(a;; |T;|)) sivele, c] tel que pour
chaque t,, velcy, ¢l

If1@) < |f]@,) +2.

En particulier 4 partir de [c,, c,] on peut choisir les a; de sorte que a; =
=g, avec |a;| € [c, c2],1e méme argument que avant est alors valable pour
E(a;, |@; |) . On peut donc supposer, quitte & choisir de nouveaux r;, r;
et |@; | et a/ que dans I, ,(a/; |@;|) (associé a l'algébre A, . (a/,
| @i |)) on ait

1fle, Ang, e 1@ < [F1(Ey) +E.
On peut alors appliquer cette construction aux a; pour obtenir

1

r"

| Lo, Ar, mytas 171y < SUP (| ;| (Ey) + )
1
On voit tout de suite qu'on obtient la formule désirée. Q.E.D.

On rappelle que I'image de K(x) dans J((t,) est dense. Un élément
sir R, peut étre vu comme un opérateur dans IC(¢,)[X — x(¢,)1%; on
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peut donc considérer sa norme comme opérateur sur 'espace de Banach
H(t,IX — a(t,)], = W] . On démontre:

LEMME 24. Si M est une matrice d'ordre n a coefficients dans R,
qui est injective comme endomorphisme de (A7)", alors il existe une
matrice @ a coefficients dans R, telle que

|QM — I,|(t,) <1.

De plus Q est injective dans IC(t,)[X — x(t,,)]lf’,.

DEMONSTRATION La démonstration se déroule exactement comme
dans [DR], avec les changements de notations qu’on vient d’indi-
quer. Q.E.D.

Par hypotheéses L, est injectif comme opérateur sur (7 , alors gréce 4
la proposition précédente, on peut trouver @ dans R, tel que

|QL, — I,,|(t,) <1.
Soit maintenant |u|(t,) <on, on pose

o> |Q|(t,)

. on
<onpmin {1, —
¢<ermin (1, 2

et, finalement,

o < ¢ min (1 , o1 ) .
oM
Etant K(x) dense dans J((t,), on peut choisir v € K(x)° tel que
lv—u|(t,) <w
et

1
|Ly — Ly | (t,) < —.
o}

Il existe alors ([IDW-RO]) une algebre affinoide A,; ., (a/; |@;|), ¢, e
e My, (ai; | @ |)cIN,, »(a; |T;]), (out les pdles de v vont ajouter des
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a;), pour laquelle on a (lemma 2.4)
|QIQ,A¢1,,2(04: laip <0
|QLo = Ig, a4y, mears ai < 1
et
0l e, 4ry, miats 1) < M

(rf <n<ry). En effet la condition |v —u|(f,) <w implique que |v —
—u|(t,) < onetenétant |u|(t,) <on,on peut conclure que |v|(t,) <on.
A ce point il suffit de recopier la démonstration de Dwork et Robba.

3. Surconvergence et convergence au disque générique.

On veut donner une généralisation de notre résultat dans [BC], ot on
avait montré qu'un isocristal sur un ouvert de la droite projective avec
des singularités méromorphes est surconvergent si et seulement s’il a la
propriété de rayon maximal au point générique. On va montrer la méme
équivalence sans hypothése sur les singularités. Voire aussi [BD] pour
une généralisation.

Considérons done X, = P'(k)\S ou S = {5y, ..., 5, } (sans restriction
on peut supposer que s, = © €8) est un sous ensemble. On peut considé-
rer le relévement formel de P (k) dans le schéma (formel) P = P3. Dans
la situation envisagée le tube de X, dans P = P}, 1X,[», est donné par

l'espace de Berkovich ]1X[p= Mg 1(S1, ...y Su-1; [S1]5 -y |Sn-1]) =
= My, 1(8i,; |$i|) associé a l'algebre affinoide

K{x,Y,,...Y,_
(3-0) { - u 1} =A0,1(sly ceySp—15 Isllv"'7 |Sn—1|)

(w-s)Y;—s;1=1,...,n—1)

ou s;e Vet dont la réduction est 5;. On a done que les s; appartiennent a
différentes classes résiduelles. Si s;=0, on définit (x —s;) Y, —s;=
=2Y;— 1. On remarque que, si s; =0 alors on a, dans cette definition,
mzo,1(0;32,---,3n—1; 0’|32|7"'1 Isn—l|)=m1,1(321-"7sn—1; |82|9'-'7 Isn—ll)
(ce qui est cohérent avec les notations précédentes). Comme on a vu pré-
cédemment pour Iy 1(s;; |8;|) on a un seul point dans la frontiére de
Shilov qui est lié au point générique de distance 1 & 0 dans M(K{x}): ¢,
(E(s;, |8i|) coincident avee t,).

Une base de voisinages stricts de 1X,[» dans P est donnée par les
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espaces de Berkovich V;, 1<1, A=|1|, 1K,

K{x, Y, ..., Y,}
(x-a)Y,-21i=1,...,n—-1;Y,— 1)

Vl = = W(Al) .
Dans cette situation on considére un module libre (N, V) avec une conne-
xion V, définie sur V,. Dans une base de N on peut définir I'action de V
par une matrice G, a coefficients dans les fonctions dans 4;. On va noter
G;, i e N les matrices itérées. On peut considérer sa restriction a 1X;[p,
Nxtpr Vixitp)-

PropOSITION 3.1. L’socristal (Nyx,(,, Vix,i,) est convergent si et
seulement si le rayon de convergence au point de la frontiére de Shilov
est 1 (i.e. soluble en ce point).

DEMONSTRATION. L’algébre affinoide A qui représente 1X,[p=
= Iy, 1(81, --., 8,) est réduite donc la norme spectrale est équivalente a
toutes les autres normes de Banach pour A. Par conséquent, 'hypothéese
de convergence se lit, pour chaque <1

i=0.
Q,A”

lim

1
—G;
!

Parmi les points, il y a aussi le point de la frontiére de Shilov et donc on
obtient le résultat. Pour la réciproque, la condition de convergence au
seul point de la frontiére de Shilov ¢; s’ecrit: pour chaque 7 <1

1 .
liml ._Gi|(t1)772=0-
i |l

Mais par définition de frontiere on a |(1/i!) Gi|p 4=
= |(1/i) G;|(t). QE.D.

REMARQUE. En général, un isocristal (N', V') défini sur ]1X,[p est
convergent si et seulement si, il a le rayon maximal dans le seul point de
sa frontiére de Shilov.

On s’intéresse maintenant a la surconvergence. Soit comme avant
(N, V) un isocristal défini sur V,. On sait que la propriété de surconver-
gence de (N, V) est une propriété locale sur P} (la compactification).
On peut donc recouvrir P; par les ouverts donnés par X;=
=Pi\{5, ...... ,Si—1,8i+1..-© }. On peut, pour chaque X;, considérer
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alors la situation locale suivante (s; sont des relévements de 5;):

Wz, Vi, .., .. Yy} _
(x-s)Yj—s5,j=1,...,i-1,i+1,..n—1)

X NX,—X,;— Spf Q.

Par un autre changement de variable on peut se réduire 4 s;,=0 et i=1
et donc a:

]XmX[sz( Kz, Yy, ..., Y, 1} —1))'

@Y, -1,(—s)Y;—s;,j=2,...,..m

Finalement la trace d’un voisinage strict dans cette nouvelle situation lo-
cale est

K{x, Yl, cany "'Yn—l}
(@Y~ 2, (@w—s)Y;—s;,j=2,...,n—1)

U,1=5YC( ):ml,1(821-'~18n—1)

|Z| =A. Comme on a vu précédemment, il y a deux points dans la fron-
tiere de Shilov de U;: le point générique a distance 1 de l'origine (i.e. le
point générique de 1X,[p) et le point générique a distance 4 de 0. On rap-
pelle alors que la condition locale pour la surconvergence, est que pour
chaque £ <1 il existe 1’ tel que pour chaque 4> 1’

1 .
lim|| —G;|le* =0,
il
pour une norme de Banach dans
K{x, Yl! ceey "‘Yn—l}

(xYl—/Tl,(x—-sj)Yj—sj, j=2, iy n——l)

done, pour la norme spectrale | — |, y,, en particulier. On consideére
maintenant une adaptation du théoreme général de Dwork-Robba (cfr.
[BD, 4.2] pour la généralité)

THEOREME 3.2. Sous les hypothéses précédentes, soit tze U, un

point générique a distance & de 0: Ry est le rayon de convergence a tg si
et seulement st

1 .
’ =6, |(§> <C{]i],n—1},Rs*
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i<n

C==1naX( é;(h|(§)l?gd).

En particulier, cela est vrai pour le point générique dont le rayon de
convergence est 1. On a aussi le théoréme de continuité du rayon de con-
vergence (cfr. [BD, 3.3] pour la généralité), qui pour ce qui nous concer-
ne peut étre donné par

THEOREME 3.3. Pour chaque &= 1, tse U;, un point générique a
distance & de 0. Alors la fonction

[4, 1]—>R>"
3 ‘—>R§
est continue.

On a donc le résultat suivant:

THEOREME 3.4. Sous les hypothéses précédentes, (N, V) est surcon-
vergent si et seulement si (Nyx,,, Vix,(,) €st convergent.

DEMONSTRATION. La démonstration est immédiate dans un des sens.
Afin de démontrer la surconvergence on peut se réduire au cas local.
Done, on peut supposer qu’on est dans U, et que lisocristal est conver-
gent. Mais alors, pour chaque £ <1, on peut trouver A’ tel que pour
chaque 4> 1', on a que R, > ¢. Pour le théoréme de Dwork-Robba, on a
alors pour chaque 1=1>41":

1 : y
I =G|t <C{[i], -1}, Ry

avec

1
—G;
7!

i<n

C=max( (tl)R[i).

On conclut alors, en rappelant que les points de la frontiére de Shilov
(i.e. ot chaque fonction atteint son maximum) pour U, sont ¢, et ¢; et que
U, est associé a4 une algebre réduite. Donc la norme spectrale est une
norme de Banach. Q.E.D.
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