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La structure de Hyodo-Kato pour les courbes.

BERNARD LE STUM (*)

RÉSUMÉ - Dans cet article, nous décrivons la structure de Hyodo-Kato sur le pre-
mier espace de cohomologie d’une courbe projective non singulière sur Cp en
utilisant les notions d’intégration le long d’un cycle analytique et de hauteur
d’intersection de tels cycles. Comme conséquence, nous obtenons un scindage
de la filtration par le poids.

Introduction.

Soit v un anneau de valuation discrète complet, de corps de frac-
tions K de caractéristique zéro et de corps résiduel parfait k de ca-
ractéristique p &#x3E; 0. Si W est l’anneau des vecteurs de Witt de k et si Y
est un schéma propre semi-stable sur v, il existe un W-module D
muni d’un Frobenius cp et d’un opérateur de monodromie N tel que
D C’est la structure de Hyodo-Kato sur 
(voir [H-K]). Nous nous proposons dans cet article de décrire cette
structure dans le cas d’une courbe en donnant une construction totale-
ment différent de celle de 0. Hyodo et K. Kato. Notre description de la
monodromie est construite à partir d’un accouplement dont l’idée origi-
nale semble due à A. Grothendieck et notre interprétation de l’action du
Frobenius est dérivée de celle de R. Coleman (voir [C3]).

C’est la lettre de J.-M. Fontaine à U. Jannsen [F] qui est à l’origine
de ce travail. Dans cette lettre, J.-M. Fontaine conjecture l’existence de
la structure de Hyodo-Kato et démontre cette conjecture dans certains
cas comme par exemple dans celui d’une courbe. Il pose alors la ques-
tion de l’interprétation géométrique de cette structure («on voudrait

(*) Indirizzo dell’A.: Université de Rennes I, Campus de Beaulieu, 35042
Rennes Cedex, France.
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bien comprendre géométriquement tout cela») et c’est ce qui nous in-
téresse ici. Les résultats qui suivent on fait l’objet d’un exposé au Ma-
thematisches Forschungsinstitut à Oberwolfach en février 1992.

Cet article fait suite à [LS] qui était consacré à l’étude, lorsque C est
une courbe projective non singulière sur Cp , de la filtration par le poids
sur H1dR(C). Nous construisons un foncteur qui à toute courbe projecti-
ve X sur Fp associe un module gradué D(X) sur W:= muni d’un
Frobenius et d’un accouplement de Poincaré. Lorsque X est une réduc-
tion à croisement normaux de C, nous construisons un isomorphisme
d’espaces vectoriels filtrés HdR ( C) = D(X) ®W Cp compatible à la duali-
té de Poincaré. En particulier, on obtient un scindage de la filtration
par le poids et on munit HdR (C) d’un Frobenius. Nous donnerons aussi
une construction de l’opérateur de monodromie. Toutes ces structures
seront obtenues à partir d’un accouplement d’intégration entre H1 (X)
et et d’un accouplement d’intersection de cycles

sur (y, Y~)’-~Y. y’.

1. Module de Hyodo-Kato d’une courbe.

On fixe un nombre premier p, on note W := W( 1Fp ) l’anneau des vec-
teurs de Witt de lFp et a le Frobenius de W. Nous allions construire le
module de Hyodo-Kato associé à une courbe (schéma séparé de typez fi-
ni de pure dimension 1) propre X sur F . Il s’agit d’un W-module de ty-
pe fini D(X) muni

i) d’une graduation à trois crans D(X) = Gr° 0153 Grl 0153 Gr2 par des
sous-W-modules, dite graduation par le poids,

ü) d’un endomorphisme a-linéaire appelé (en-
domorphisme de) Frobenius,

üi) d’un accouplement antisymétrique parfait

appelé accouplement de Poincaré.

On demande que la graduation soit stable par Frobenius (c’est
à dire que ç(Gr ) c Gri pour tout i) et autoduale pour l’accouplement
de Poincaré (c’est à dire qu’elle induise une dualité parfaite entre
Gri et Gr2 - pour tout i). On demande aussi que l’accouplement
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de Poincaré soit compatible avec le Frobenius (c’est à dire que

Nous allons traiter d’abord le cas où X est lisse puis celui où X est
rationnelle avant de voir le cas général. Si X est une courbe propre et
lisse sur Fp , alors pour tout i, (X/W ) est un W-module de type fini
muni d’un Frobenius a-linéaire cp. On dispose d’un accouplement de
Poincaré, qui est une dualité parfaite, et qui est composé du cup
produit

et du morphisme trace

Remarquons aussi que ces applications sont compatibles avec les Fro-

benius dans le sens où on a toujours A = (p(co A q) et

On pose alors tout simplement .

Comme ce W-module est muni d’un Frobenius et d’un accouplement de
Poincaré, il suffit de préciser la graduation par le poids et on prend tout
simplement Grl := (X/W).

Si A un groupe abélien, nous noterons H 1 (Xet , A ) le premier groupe
de cohomologie du faisceau constant A sur le topos étale de X. Il résulte
de ([LS], 2.3.7) que Hl (Xet, Z) est un groupe abélien libre de rang fini
et on a un accouplement parfait.

où Hl (X) est un groupe abélien libre de rang fini dont nous rappellons
la définition plus tard. Le Frobenius absolu de X induit l’identité sur
H 1 (Xet , Z) et on définit le Frobenius sur Hl (X) comme étant la multi-
plication par p.

Puisque H 1 (Xet , Z) ©z A lorsque A est sans torsion,
on peut munir H 1 (Xet , W) du Frobenius induit par semi-linéarité à par-
tir de l’identité sur H 1 (Xet , Z). On peut aussi prolonger par linéarité
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l’accouplement ci dessus en un accouplement

et on a alors
1

pour ye77i(Z) et 

Si X est une courbe rationnelle, on pose D(X) = Hl (X) Q§z W ?
(Xet , W). C’est bien un W-module de type fini que l’on munit de la

graduation Gr° := et Gr~ := H 1 (Xet , W). On définit le Fro-
benius composante par composante. On définit ensuite l’accouplement
de Poincaré en demandant que Hl (X) Oz W et H W ) soient ortho-

gonaux à eux même et en posant
à

En général, il faut panacher ces deux constructions. On note X la
normalisée de X et on pose

C’est bien un W-module de type fini, que l’on munit de la gradua-
tion

et d’un Frobenius défini composante par composante. Celui ci est donc
donné par

On définit ensuite l’accouplement de Poincaré sur D(X) en prenant l’ac-
couplement de Poincaré sur et l’accouplement canonique
entre et Het (X, W). Celui ci est donc donné par

On vérifie aisément que toutes les propriétés sont bien satisfaites.
Pour conclure, remarquons que l’accouplement de Poincaré induit

un accouplement

que l’on peut voir comme un accouplement d’intégration le long d’un cy-
cle. Pour tout et on a
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Dans la suite, nous aurons souvent l’occasion de considérer un mo-
dule gradué comme module filtré en posant Fili = E9 ....
Pour tout i, Fili est alors de manière naturelle un module gradué.

2. Module de Hyodo-Ka,to et cohomologie rigide.

On garde les hypothèses et notations du paragraphe précédent et on
note Cp le complété de la clôture algébrique de Q. Nous allons décrire
lorsque X est une courbe propre, une filtration stable par Frobenius sur

Nous verrons que le gradué associé Gr HJg(XjCp) est ca-
noniquement isomorphe à Fil1 D(X) Ow ep comme espace vectoriel gra-
dué et que cet isomorphisme est compatible aux Frobenius.

Si X est une courbe propre sur F p’ on peut considérer pour tout i, le
Cp-espace vectoriel Hàg (Xjep) qui est de dimension finie. Si on munit
Cp d’un relèvement a du Frobenius de Fp , alors H’Ag(Xjep) est muni
d’un Frobenius a-linéaire cp. Si X est lisse, on dispose comme en cohomo-
logie cristalline d’un accouplement de Poincaré parfait (voir par exem-
ple [LS], 5.3), composé du cup produit

et de l’application trace

Ces applications sont compatibles avec les Frobenius dans le sens où on

a toujours 1

On peut construire une application injective 
comme suit. On sait que H 1 (Xet , ep) = H Op) @ap Cp et si Ko dési-
gne le corps de fraction de W, on a aussi = H~ (X/Ko ) ®x Cp
(voir par exemple ([LS], 4.3)). Il suffit donc de définir une flèche injective
H 1 (Xet , Op) 4HÀg(X/Ko). Si on note comme d’habitude

on a des applications canoniques et

et il résulte de ([LS], 2.3.7 &#x26; 2.3.8) que celles
ci sont injectives. D’autre part, J.-Y. Etesse et moi même avons
construit dans ([E-LS2], 7.2 et 7.3) une application injective

Il suffit alors de composer les deux flèches



284

Dans la suite, nous identifierons avec son image dans

HJg(Xjep). Ceci nous permet de munir d’une fùtration, di-
te filtration par le poids, compatible avec l’action de Frobenius

On dispose d’un homomorphisme canonique Hrig (X/K) ~
- (X/W) ®z Q et c’est un isomorphisme compatible avec la dualité
de Poincaré lorsque X est lisse. D’autre part, il résulte de [LS], 5.4.3 &#x26;
2.3.7) que la suite

est exacte. Nous avons donc un isomorphisme canonique

qui est compatible aux Frobenius et aux graduations.

3. Intégration des formes différentielles rigides.

Nous allons voir que l’isomorphisme que nous venons de construire
sur les gradués se relève de manière unique en un isomorphisme d’es-
paces vectoriels filtrés compatible avec les Frobenius. La méthode s’i-
nspire du principe de Dwork utilisé par R. Coleman pour prolonger
analytiquement à l’aide du Frobenius. On obtient d’ailleurs une métho-
de pour intégrer une différentielle rigide, c’est à dire un élément de
HJg (x/ep) le long d’un cycle topologique, c’est à dire un élément de
Hl (X).

PROPOSITION 1. Si X est une courbe propre s2cr suite
exacte

possède un unique scindage compatible avec l’action de Frobenius.

On peut bien sûr supposer que X est réduite. Soient K un sous-corps
fermé de Cp de corps résiduel et X une courbe propre sur 1~. On peut
construire une application canonique H 1 (Xet , exacte-
ment comme dans le cas où K = Cp mais celle ci n’est plus injective en
général. Nous allons montrer que si X est géométriquement réduite et
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si la suite

où X est la normalisée de X, est exacte, alors celle ci possède un unique
scindage compatible avec l’action de Frobenius. La proposition sera
alors démontrée. 

-

On peut écrire notre courbe X, qui est de type fini sur k c Fp, sous la
forme où Xo est une courbe sur 1Fq et Comme

H (Xet, Z) est libre de rang fini, on peut supposer, quitte à faire une
extension finie de F , que H 1 (Xoet , Z) = H 1 (Xet , Z). Si Ko désigne le
corps de Fractions de W(F ), la suite

est alors exacte car la cohomologie rigide des courbes commute aux ex-
tensions isométriques de la base (voir par exemple [LS], 4.3)) et la nor-
malisation aussi car Xo est géométriquement réduit. Nous pouvons donc
supposer que k = Fq et que K = Ko .

On note alors F la puissance s-ième du Frobenius et X le polynôme
caractéristique de F * sur HJg(XjK). Comme F * est l’identité sur

H 1 (Xet , K), on a un morphisme de suites exactes courtes

Grâce à l’interprétation rigide de la fonction zêta ([E-LS1], 6.3), il
résulte des conjectures de Weil pour les courbes ([W]), et plus précisé-
ment de l’analogue de l’hypothèse de Riemann, que 1 n’est pas une va-
leur propre de F * sur HJg(X/K). On a donc x( 1 ) ~ 0, ce qui implique
qu’il y a un unique scindage compatible avec x(F * ). Puisque F* = cps et
que cp est a-linéaire, le polynôme X est à coefficients dans Q . Il suit que
99 commute avec v(F*) et notre scindage est donc compatible avec l’ac-
tion de ç. Réciproquement, tout scindage compatible avec l’action de cp
est bien sûr aussi compatible avec X(F*). a

COROLLAIRE. L’isomorphisme 
relève de manière unique en un isomorphisme Fil1 D(X) 

(strictement compatible aux filtrations et aux Frobe-
nius.
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COROLLAIRE. Il existe un 2cniq2ce accouplement

qui prolonge l’accouplement canonique entre Hl (X) et Z) et qui
est compatible à l’action de Frobenius ~i.e. tel que

4. Module de Hyodo-Kato et cohomologie de de Rham.

Lorsque C est une courbe projective non singulière sur on dis-

pose par [LS] de la filtration par le poids sur HdR (C) et l’accouplement
de Poincaré passe au gradué. De plus, si X est une réduction de C à sin-
gularités ordinaires, on a isomorphisme canonique entre HJg (x/ep) et
Fil1 HdR (C). Nous allons voir que l’isomorphisme qui est induit sur les
gradués se prolonge de manière unique en un isomorphisme de modules
gradués compatible avec les accouplements
de Poincaré.

Si C est une courbe projective non singulière sur Cp et si Crig est
la variété analytique rigide associée, alors l’application canonique

est un isomorphisme et nous identifierons ces deux
espaces dans la suite. Il résulte de ([LS], 6.1.3) que l’application cano-
nique est injective et nous considérerons

Z) comme contenu dans HdR (C). Soit maintenant ~C un modèle
formel plat et géométriquement réduit de Crig sur l’anneau v des en-
tiers de Si X désigne la fibre spéciale de ~C, la proposition 6.3.1
de [LS] nous fournit une injection canonique HJg (XICP) 4 HdR (C), dite
spécialisation, qui nous permet d’identifier HJg avec un sous-es-

pace de Hd’R (C). De plus, nous vu dans la proposition 6.1.3 de [LS], que
Z) (Crig, Z) avec égalité si et seulement si X n’a que des

singularités ordinaires (à croisements normaux). Enfin, il résulte du
théorème 6.4 de [LS] que, sous cette hypothèse, Hlig (XICP) est la partie
orthogonale à ep) pour la dualité de Poincaré sur HdR ( C).
En particulier, ce sous-espace ne dépends pas de ~C mais seulement de C.

Nous avons défini en 6.3.5 dans [LS], la filtration par le poids sur
HdR ( C) par

où X est une réduction à singularités ordinaires. Il résulte du théorème
6.4 de [LS] que la dualité de Poincaré induit un accouplement par-
fait



287

Plus précisément, la dualité de Poincaré induit des accouplements par-
faits entre et pour tout i. D’autre part,
HJg (Xjep) (avec sa filtration par le poids) s’identifie à un sous-espace
filtré strict de et on a donc une injection canonique
Gr Hlig (Xjep) 4Gr H!R (C) de modules gradués. En particulier, on a un
isomorphisme

PROPOSITION 2. L’injection canonique 
se prolonge de manière unique en un isomorphisme D(X ) ®W
Ow Cp = compatible avec la dualité de Poincaré.

L’isomorphisme GrO D(X) (Dw Cp = Gr° HjR (C) provient nécessaire-
ment par dualité de l’isomorphisme Gr~D(X) et il
reste à vérifier la compatibilité avec la dualité de Poincaré. Par cons-
truction, c’est clair sur_ les Gr’ et Gr2 . Nous devons donc vérifier que
l’isomorphisme est compatible aux

dualités de Poincaré et on peut bien sûr substituer HÀg(Xlep) à
(X) On choisit alors un ouvert lisse dense U de X et on utili-

se la proposition 6.5.2 de [LS] qui nous dit que Fil1 HdR ( C) est l’image de
l’homomorphisme de spécialisation Il résulte
de la proposition 4.3 de [LS] que les applications de spécialisation

et de cospécialisation 
sont compatibles avec la dualité de Poincaré. D’autre part, les ap-
plications canoniques et 

sont elles aussi compatibles à la dualité de Poincaré.
Enfin, il résulte de ([LS], 4.2) que le diagramme

est commutatif. La conclusion est alors immédiate.

En particulier, on voit que l’espace Gr HdR (C) est naturellement
muni d’un endomorphisme de Frobenius.

5. Courbe contractile, ouvert simplement connexe.

Nous allons rappeler la notion de variété simplement connexe
en géométrie rigide et étudier le cas d’un ouvert analytique d’une



288

courbe. Afin de voir le lien avec la réduction de la courbe, nous
étudions d’abord la notion de courbe contractile.

Dans ([LS], 2.1.2), nous avons montré comment associer à toute
courbe X sur un corps algébriquement clos un objet semi-simplicial
L1(X): pour chaque point multibranche x de X, on considère le simplexe
standard d x dont les sommets correspondent aux points y au dessus de
x dans X. On obtient L1(X) en identifiant le sommet y de d x et le som-
met y’ chaque fois que y et y’ sont sur la même composante de X.
Si les seules singularités de X sont des points doubles, on retrouve le
graphe de X. Lorsque X est connexe, nous dirons que X est contractile
si 4(X) est contractile. En général, nous dirons par commodité que X
est contractile si toutes ses composantes connexes le sont.

Par définition, Hl (X) est le premier groupe d’homologie de d (X ) et
nous avons décrit en 2.1.3 dans [LS], un complexe C(X) qui calcule cette
homologie. On définit Co (X ) comme le groupe libre sur l’ensemble des
composantes irréductibles de X et pour i &#x3E; 0, Ci (X) comme le quotient
du groupe libre sur les [ yo , ... , avec yo , ..., Yi E X distincts au des-
sus du même point x de X, par les relations [y,(O), ..., =

- ( -1 )a [ yo , ... , yi J. On pose

Remarquons que si X n’a que des points doubles, alors Ci (X) = 0 pour
i &#x3E; 1 et on a donc tout simplement H1 (X) = ZI (X) := Kerd1 c Cl (X).

PROPOSITION 4. Une courbe X sur k est contractile si et seulement

si H1(X) = 0.

On peut bien sûr supposer X connexe. La condition est clairement
nécessaire et pour montrer qu’elle est ruffisante, on procède par récur-
rence sur le nombre de composantes irréducibles. Pour cela, nous allons
d’abord montrer que si X n’est pas irréducible, il existe au moins une

composante irréductible Y qui rencontre l’union X’ des autres compo-
santes en un seul point. Supposons le contraire. Comme l’ensemble des
composantes irréductibles est fini et que X est connexe, on peut trou-
ver une suite finie Yi , Y2 , ... , Yn avec n &#x3E; 1 de composantes irréducti-
bles distinctes de X et des points ... , xn distincts de X tels que
+ e Yi n Yi + 1 mod n Il est alors clair que si on choisit des points y2 et zi de
Yi au dessus de xi modn, respectivement, alors 1 définit un
élément non nul de Hl (X).

On peut donc écrire X = X’ U Y avec Y irréductible, et donc contrac-
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tile par récurrence, L’inclusion d (X’ ) 4.ad (X) est alors
clairement une équivalence d’homotopie et X’ est connexe. Par récur-
rence, on peut donc supposer X irréductible. Montrons alors que X est
unibranche: sinon, on pourrait trouver deux points distincts y et z de X
au dessus d’un même point x de X et la classe de [y, z] dans H1 (X) se-
rait non nulle. Il est alors clair que est contractile.

Soit K un corps ultramétrique complet algébriquement clos de corps
résiduel k. Si V est une variété analytique rigide connexe sur K, P. Ul-
rich définit dans [U] le groupe fondamental (V) de V et son premier
groupe d’homologie Hl (V). Il considère pour chaque recouvrement ad-
missible C:= {Vi} de V, le complexe d’intersection des Vi et pose

( V) := lim :TC 1 et Hl (V) := lim Hl (J c) si bien que Hl (V) est l’abé-
liànisé On dit que V est simplement connexe si = 0.

Lorsque V n’est pas connexe, nous dirons par commodité que V est sim-
plement connexe si ses composantes connexes le sont. Remarquons que
l’on peut aussi étendre la définition de par additivité au cas non
connexe. Si A est un groupe abélien et H* (V, A ) désigne comme d’ha-
bitude la cohomologie du faisceau constant A, on a toujours Hl (V, A) =
= Hom (H1(V), A).

Nous dirons qu’une variété analytique rigide (quasi-compacte et

quasi-séparée) a bonne rèduction si elle possède un modèle formel lis-
se. La seconde partie de la proposition suivante généralise l’exemple 3.1
de [vdP].

PROPOSITION 5. Soit C une courbe projective non singulière sur K
et V un ouvert admissible de C’9. Pour que V soit simplement connexe,
il faut et suffit que Z) = 0 et c’est le cas si Crig a bonne
réduction.

La condition est clairement nécessaire. Montrons qu’elle est suffi-
sante et qu’elle est satisfaite si Crig a bonne réduction. On peut supposer
V connexe et comme V possède un recouvrement admissible croissant
par des ouverts quasi-compacts, on peut aussi supposer V quasi-com-
pact. On se donne alors un recouvrement admissible C:= {Vi} de V.
Quitte à raffiner ce recouvrement, on peut supposer que les Vi sont en
nombre fini, quasi-compacts et connexes. On peut alors trouver un mo-
dèle formel de C et des ouverts a, aj de X’ tels que a = U aj et Vi =
= (voir par exemple [LS, 3.1]). Quitte à modifier ~C, on peut supposer
que la fibre spéciale X de ~C est réduite avec pour seules singularités
des points doubles ordinaires (voir par exemple [L.S., 3.3.7]). Alors, si
l’on désigne par U (resp. Ui ) la fibre spéciale de aj , on peut, quitte à
raffiner le recouvrement, supposer que le complexe d’intersection de
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{ est un graphe et il en va donc de même de 4 e . On sait alors que
Hl (L1 e) est libre de rang fini et que si H1 (L1 e) = 0, alors 4 e est simple-
ment connexe. On voit donc que V est simplement connexe si
H1 (V, Z) = 0. Lorsque Crig a bonne réduction, on peut supposer que x
est obtenu en modifiant un modèle formel lisse de Cris et il résulte donc
de la proposition 3.3.6 de [LS] et de la proposition 4 que X est contracti-
le. Il en va donc de même de U et il est alors clair que 4 e est simple-
ment connexe. Il suit que V aussi est simplement connexe.

Le même genre d’argument permet de retrouver le fait [U], Exem-
ple 2.12) que ,~1 (et donc aussi H1 est un groupe libre. D’au-
tre part, on déduit des propositions 3 et 4 et de ([L.S.], 6.1.3), le résultat
suivant.

COROLLAIRE. modéle formel géométriquement réduit
d’une courbe projective non singulière C et X sa fibre spéciale. Si 
est simplement connexe alors X est contractiLe et La réciproque est

vraie si les singularités de X sont ordinaires. En fait, sous cette der-
nière hypothèse, on a toujours Hl (X) = Hl (Cr’g). a

6. Description de l’intégration sur les formes rigides.

Nous allons décrire l’accouplement d’intégration entre et

(X/Cp) (second corollaire de la proposition 1) lorsque X est une ré-
duction à singularités ordinaires d’une courbe projective non singulière
C sur Cp.

Soit donc C une courbe projective non singulière sur Cep. On dit
qu’un ouvert W de C’g est sans bord ou béant si son complémentaire est
un ouvert quasi-compact de C"9. On choisit maintenant un modèle for-
mel plat et géométriquement réduit X de C dont on note X la fibre spé-
ciale. On rappelle que si Z est un fermé de X, alors ]Z[ désigne le tube
ouvert de rayon 1 de Z dans C"’9. Localement, si Z = Vi, fi (X-) = 0},
alors IZ[ = f x, Vi, 1  1}. Il est clair que ]Z[ est un ouvert sans
bord de Crig et que celui-ci est quasi-Stein lorsque Z est affine. De mê-
me, pour E  1, on désignera par [Z], le tube fermé de rayon e de Z dans
Crig qui est localement défini par [Z], = lx, Vi, E) 1. Rappe-
lons enfin qu’un point fermé x de X est un point singulier ordinaire
(resp. un point double ordinaire, resp. un point non singulier) de X si et
seulement si ]x[ est isomorphe à un ouvert de P1rigCp (resp. une couronne,
resp. un disque). Il résulte donc de la proposition 5 que si Z est un
ensemble fini de points ordinaires de X, alors ]Z[ est simplement
connexe.
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Précisons un peu la situation dans le cas d’un point non singulier x
de X. Il existe un voisinage ouvert a de x dans ~C et un morphisme étale

Pl qui envoie x sur l’origine dans Cette application induit un
isomorphisme entre ]x[ et D( o, 1- ) que nous utiliserons pour plonger
]x[ dans P’ "9. Nous noterons Dx := et si bienCP C.- p

que ]x[ et forment un recouvrement (admissible) de plcrig par des
ouverts sans bord et leur intersection Rx est une couronne sans

bord. 
_

En général, on peut toujours trouver un relèvement 5C de X et une
courbe projective non singulière e sur Cp tels que 5C soit un modèle
pour On choisit alors un ouvert affine lisse U dense dans X de com-

plémentaire Z et on note V’ le complémentaire de [Z], dans Crig. C’est
un ouvert sans bord quasi-Stein de Crig. Si Z est le complémentaire de
U dans X et V~ le complémentaire de dans on sait (voir par
exemple [LS], 3.4.6) que l’isomorphisme U = U se prolonge en un iso-
morphisme V~ V’ pour E suffisamment proche de 1. En particulier, il
résulte de la proposition 5 que V’ est simplement connexe. Remarquons
enfin que l’intersection Re de ]Z[ et ve est isomorphe à l’union disjointe
des couronnes R’ pour y E Z.

Soit A un groupe abélien. Comme V’, IZ[ et Re = ve fl ]Z[ sont sim-
plement connexes, on peut toujours calculer H1(Crig, A ) à la Cech en
utilisant le Autrement dit, Hl (Crig, A) est le
premier groupe de cohomologie du complexe

D’autre part, nous avons, lorsque les singularités de X sont ordi-

naires, un accouplement parfait entre et Z). Celui ci
admet la description suivante (voir [LS], 6.2): si A), on écrit

. On pose alors et on défi-

nit ensuite additivement

application
pour tout y E Ci (X). On obtient ainsi une

qui induit notre accouplement en cohomologie lorsque A = Z. Remar-
quons en particulier que si a e r( ]Z[, A) ou r(V , A) et si y e ZI (X),
alors
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Avant de poursuivre, il est nécessaire de rappeler quelques cons-
tructions en cohomologie rigide. Par définition, est l’hyper-
cohomologie du complexe où j parcourt les inclusions
ve’ 4 VE pour ~’ &#x3E; E. En fait, comme Crig est quasi-compact, on a

car Comme V’ est quasi-Stein, on voit donc que
est la cohomologie du complexe

Venons en maintenant à Par définition, c’est l’hypercoho-
mologie du complexe associé au bicomplexe QZe où i: RE 4 VE
désigne l’inclusion canonique. Comme VE et R E sont quasi-Stein, on voit
que est la cohomologie du complexe

Remarquons aussi que comme V’ et ]Z[ sont quasi-Stein, H3R ( C) est la
cohomologie du complexe

On a donc une interprétation évidente des flèches de cospécialisa-
tion et de spécialisation HdR (C) -~ (UICP)
en termes de cocycles. En particulier, comme on peut identifier

avec l’image de la cospécialisation, on obtient une descrip-
tion à la Cech de cet espace. En fait, on peut voir que le noyau de la flè-
che (surjective) de cospécialisation (X/Cp ) est en-
gendré par les cocycles de la forme (0, où aer(]Z[, Cp ).

Comme X est de type fini sur l~p et que Z est fini, on peut toujours
trouver q = p8 et Xo sur lF9 tels que les points de Z soient Fq-rationnels
et que X = Xo ~q lFp . On note F la puissance s-ième du Frobenius sur Xo
et on désigne par la même lettre son extension à X. On sait (voir par
exemple [LS], 3.4.6), qu’il existe pour suffisamment proche de 1, un
morphisme F: V ~ V~ dont la restriction à ] U[ relève le Frobenius de
U. On peut aussi supposer que c R £ (voir [C2], 2.2, théorème, (i)).
En fait, on demandera non seulement que F soit défini sur VE’ mais que
tous ses itérés jusqu’a un certain rang (la dimension de 
le soient. Dans ce qui suit, on notera X le polynôme caractéristique
de F * sur Grâce à l’interpretation rigide de la fonction
zêta ([E-LS1], 6.3), il résulte de l’hypothèse de Riemann pour les cour-
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bes ([W]), que 1 n’est pas une valeur propre de F * sur et on

a donc x( 1 ) ~ 0.
Avec la description ci dessus de on voit que si W E

E r(VI, Q c 1 ), on peut écrire x(F* )(cc~) = dg avec g E F(VE’ , (9). Si on
se donne en plus tel que alors dg IRE’ =
= X(F* )(W)IRE = et on a donc x(F* )( f ) + a avec a E

ep). On pose alors pour 

Si on remplace g par g + b, avec alors on ajoute
Or puisque y E ZI (X) et b E on sait

que bIR£’ = 0. On voit donc que (w, f ) ne dépend pas du choix de g et
y y

on a donc une application bien définie

. On obtient donc un accouplement l

Par construction, celui ci respecte l’action de Frobenius sur 
et prolonge l’accouplement canonique entre et Z). On
retrouve donc bien l’accouplement du second corollaire de la proposi-
tion 1.

7. L’isomorphisme de Hyodo-Kato.

On conserve les hypothèses et notations du paragraphe précédent
et on va montrer que l’isomorphisme du

paragraphe 5 se relève en un isomorphisme d’espace vectoriels filtrés
D(X) = compatible avec la dualité de Poincaré et

qui prolonge l’inclusion Hlig (XICP) 4 HJR (C). Pour cela, on va co-

nstruire un accouplement entre et qui étend l’ac-

couplement d’intégration entre Hl (X) et HJg (x/ep). On fixe une
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branche du logarithme p-adique que l’on note Log. On peut prendre
par exemple log ( p) = 0.

Lorsque X a pour seules singularités des points doubles ordinaires
et que U est le lieu non singulier de X, la situation est plus simple. Dans
ce cas, ]Z[ est alors une union disjointe de couronnes. Si W E Qu),
on peut toujours écrire X(F*)(w) = dg avec g (~). D’autre part,
si q E T ( ]Z[, S~ C ), on peut écrire q = dh avec h = hl + où hl e
e r(]Z[, 0), h2 E r(]Z[, n" ) et k E T(]Z[, Cp ). Si on se donne en plus f E
E o) tel que IRE Il Re + d f, on a donc grâce au lemme 2.4 de [Cl],

avec Cp ) et on pose pour y E
E Zl (X),

Il faut vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de g (resp.
h). Cela revient à remplacer g par g + b avec b Cp ) ou, toujours
grâce au lemme 2.4 de [Cl], h par h + c avec c e r(]Z[, On conclut
alors comme dans le cas de Hrig (X/Cp ) et on obtient donc bien une
application

qui nous donne un accouplement

prolongeant l’accouplement d’intégration entre et 
Si l’on veut décrire cet accouplement lorsque les singularités de X

sont des points multiples ordinaires mais pas nécessairement des points
doubles, il faut utiliser l’intégration à la Coleman sur plcrig. Celui ci a
montré dans la fin du paragraphe 5 de [Cl] que si S est un ouvert sans
bord de on peut construire un module à connexion ( ns , d) sur Sp

qui contient «9s, d) et satisfait les propriété suivante:

i) si ú) E il existe f E (~ ) telle que et

ü) est telle que d f = 0, alors 

On peut donc toujours trouver, un h E

1(IZ[, éF &#x3E; tel que 1 = dh et étendre ainsi la construction ci dessus au
cas où les singularités de X ne sont pas nécessairement des points
doubles.

En fait, les techniques d’integration plus générales de R. Coleman
permettent de décrire notre l’accouplement directement, sans utiliser
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le Frobenius (en fait, il est caché dans ses constructions). Soit W un ou-
vert simplement connexe sans bord de et le faisceau des fon-
ctions localement analytiques sur W. Alors, Coleman a annoncé, et qua-
siment démontré dans [C2], qu’il existe une unique application linéaire

fonctorielle en telle que

i) si W E r(W, =/modr(W, alors et

ü) dt/t = log t mod Cp sur 
On peut alors décrire notre accouplement de manière particulière-

ment élégante: soient 
tels que (J) IRE 

= 

R + d f. Comme V~ et ]Z[ sont des ouverts sans bord

simplement connexes, on peut écrire

modr(]Z[, On a donc

pour tout y E ZI (X). Le reste suit comme d’habi-

tude. Remarquons que c’est en utilisant la même méthode que R. Cole-
man décrit l’action de Frobenius sur HdR (C) dans [C3].

Voici enfin comment on relève l’isomorphisme =

= Gr HdR ( C) en un isomorphisme Comme on
veut que celui ci soit compatible avec la dualité de Poincaré et les filtra-
tions et qu’il prolonge l’inclusion 4 HJR (C), il revient au
même de décrire un scindage canonique de la suite exacte

et celui ci est induit, en utilisant la dualité de Poincaré, par notre accou-
plement d’integration entre et En particulier, on voit
que HdR (C) est muni par transport de structure d’une action de
Frobenius.

8. La monodromie.

Nous gardons les hypothèses précédentes et nous allons définir l’o-
pérateur de monodromie N sur associé à un modèle à singulari-
tés ordinaires ~C. Celui ci sera induit par un produit scalaire sur Hl (X) à
valeurs dans ! , c’est à dire un accouplement symétrique Hl (X) x
x 1 tel que y . y  1 si y ~ 0.

Ici encore, lorsque les singularités de X sont des points doubles or-
dinaires et que U est le lieu non singulier de X, la situation est particu-
lièrement simple. Si x E Z, alors lx[ est une couronne sans bord d’épais-
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seur c’est à dire isomorphe à D(0, 1- )BD( o, rx ). On considère alors
l’unique accouplement x 1 telle que [ y, z ][ y, z ] =
= rx si y et z sont les deux points au dessus de x et [ y, z][y’, z ’ ] = 1 si y ’
et z’ sont au dessus d’un autre point. Cet accouplement induit bien un
produit scalaire sur Hl (X) à valeurs dans ~ 1 e; 1 comme annoncé. Le cas
particulier est à réduction semi-stable, c’est à dire où rx = r est in-
dépendant de x, est particulièrement remarquable car alors, le produit
scalaire est canoniquement associé à X. On retrouve en fait dans ce cas
l’accouplement 12.4.5 de [G].

En général, si x E Z on peut avec les notations du paragraphe 6, re-
coller lx[ avec les D " (pour y au dessus de x) le long des Rÿ aim d’obte-
nir une courbe On sait alors par ([B-L], théorème 7.5) que x est un
point singulier ordinaire si et seulement si Cx est isomorphe à pb . .
Dans ce cas, on identifiera Cx avec de telle sorte qu’aucun des dis-
ques Dy ne contienne le point à l’infini. Si X n’a que des singularités or-
dinaires, on peut alors considérer l’unique accouplement x

1 tel que

i) [ y, z ][ y, z ] = rsl b - y et z sont deux points distincts au
dessus de x avec Dy = D( a, r) et Dz = D( b, s),

ü) [y, z][y, u] a ~ si u est un autre point
au dessus de x et d E Du ,

iü) [y,z][t,u]= si t est encore un
autre point au dessus de x et c E Dt , et

iv) [ y , z ] [ y ’ , z ’ ] = 1 si y ’ et z ’ sont au dessus d’un autre

point.

On peut remarquer que dans le cas i), on retrouve les mêmes inva-
riants que dans la définition 3.1 de [L]. Il faut maintenant s’assurer que
notre définition ne dépend pas des choix (et aussi qu’elle est identique à
la précédente dans le cas des points doubles ordinaires). Pour cela, on
choisit g E Cp tel que s = ~ g - blet on considère l’unique automorphis-
me cp de pIc qui envoie a sur 0, b sur 00 et g sur 1. Celui ci est donc don-
né par

Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME. On a i) a e Dz si et seuLement si &#x3E; 1 et ii) a e Dy si et
seulement si 1 5 rs/ ~ b - a ~ 2 .
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Dire que cp(a) ~ ~ 1 est équivalent à dire que

Comme b - cette inégalité implique que a - b ~  ~ a - a ~ 1 et
donc que a - a ~ _ ~ b - a ~ 1 si bien que l’inégalité devient a - b ~ 5 s.
Comme on a toujours 1 a - a ) _ ~ b - a ) 1 pour a e Dz , on voit que a e Dz
si et seulement si cp(a) ~ &#x3E; 1. De même, dire que cp(a) ~ ~ rs/ 1 b - a ~ 2
est équivalent à dire que

et on conclut de la même façon. 8

On en déduit tout d’abord que si x est un point double, alors ]x[, qui
est le complémentaire de Dy et Dz , est (isomorphe par cp à) une couronne
d’épaisseur rsl b - a 12 et donc que la nouvelle définition coïncide bien
avec l’ancienne dans ce cas. On en déduit aussi que [ y, z][y, z ] est bien
défini: en effet, si y est un automorphisme de pb , alors cp ’ := cp 0 1jJ -1
envoie y(a) sur 0, 1jJ(b) sur 00 et sur 1. Si on pose s’ _ ~ y~(e) - ~(b) ~ , ,
on voit en apliquant le lemme à cp ’ que 1jJ( a) E D ( b ’ , s ’ ) si et seulement
si ! _ ~ 1 ;:::= 1 si et seulement si a E Dz si bien que 1jJ(Dz) =
= D(y( b ), s ’ ) . Ensuite, en appliquant le lemme à cp, on voit que ~ ~ ’ ( a ) ~ ~
~ rsl 1 b - a ~ 2 si et seulement = cp -1 (cp ’ ( a )) E Dy ou encore
a E 1jJ(Dz). On remarque ensuite que [y, z][y, u] aussi est bien défini
car

Or on vient de voir que est indépendant des choix et on a
bien sûr = cp(c). Enfin, [y, z][t, u] est bien défini car

Finalement, pour que notre accouplement induise effectivement un
produit scalaire sur Hl (X), il faut vérifier que l’on a toujours ([y, v] +
+ [ v, z ] ) ~ [ y ’ , z ’ ] = [ y , z ] ~ [ y ’ , z ’ ] . Si e E Dv , cela résulte des trois calculs
ci-dessous:
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Voici enfin comment on construit l’opérateur de monodromie à par-
tir du produit scalaire sur Hl (X). On choisit un isomorphismes 1 e; 1 =
= Q, en envoyant par exemple 1 p 1 sur 1, ce qui revient à décrire la va-
lueur absolue de Cp par une valuation v: C# - Q. On a donc un produit
scalaire Hl (X) X Hl (X) - Q. Qui fournit un accouplement symétrique
nécessairement parfait Hl (X) 0 Q x H1 (X) 0 Q ----&#x3E; Q et donc un iso-
morphisme N entre et son dual que l’on identifie avec

On définit alors l’opérateur de monodromie sur

D(X) (D Q comme étant nul sur Fil1 D(X) (D Q et valant N sur

Gr° D(X) (D Q. C’est clairement un opérateur nilpotent d’échelon 2 et la
filtration associée est la filtration par le poids. Enfin, on peut utiliser l’i-
somorphisme du paragraphe 7 pour transporter N sur En fait,
ce n’est pas nécessaire car on peut aussi voir N comme le composé de la
projection de sur Cp , de en

identifiant le dual de 0 Cp avec Fil2 HdR ( C) = Cp ), et
enfin de l’inclusion de Fil2 Hd’R (C) dans HdR (C). Par construction, la fil-
tration par la monodromie coïncide avec la filtration par le poids et on a
bien pcpN.

9. Exemple: Les courbes de Tate.

Nous allons appliquer nos résultats aux des courbes de Tate et en
déduire un critère cohomologique d’isogénie pour ces courbes.

Si G est le groupe multiplicatif et z un générateur de son

groupe de caractères, on a Gm = Z - 11 - Si cv Gm est le groupe
des formes différentielles invariantes sur on a

On dispose d’un accouplement naturel parfait entre l’algèbre
de Lie de G et on identifie Lie Gm avec le groupe des caractères
de G en envoyant le générateur dual zd/dz de d log z sur z. E nfin,
l’application canonique est bijective et nous per-
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met donc d’identifier ces deux espaces et de considérer dlogz comme
base de 

Si E est une courbe elliptique sur Cp &#x3E; 1, on peut réali-
ser Erig comme quotient de par un sous groupe discret q ~ avec
q E Cp et 0  1 q  1. On dit aussi que E est une courbe de Tate sur

Dans ce cas, nous avons

est le morphisme canonique, l’application compo-

est bijective. Nous identifierons QI) avec et considé-
rons donc d log z comme élément de HdR (E). La dualité de Poincaré
sur HJR (E) induit un accouplement parfait entre 

et On a donc un isomorphisme naturel entre
et Lie Gm qui nous permet de considérer z comme généra-

teur de H 1 Z). Nous voyons donc que z er d log z forment une ba-
se de HdR (E).

Un petit calcul nous donne que Hl (X) est un groupe monogène sur

un générateur y, que que , On

en déduit qu’une base du W-module gradué vu comme sous- mo-

dule de HdR (E) est (z, d log z - log q ~ z ) et que les matrices de N et cp
dans cette base sont respectivement

Remarquons aussi que, dans cette base, z a pour coordonnées (1,0) et d
log z a pour coordonnées (log q, 1).

Le résultat suivant est probablement bien connu (et il résulte de la
conjecture Cst de Fontaine pour les courbes ou les variétés abéliennes)
mais il illustre bien l’efficacité des outils mis en place.

PROPOSITION 6. Deux courbes de Tate E et E’ sont isogènes (i. e.
il existe i et j E NB0 tels que q’i = qi) si et seulement si il existe un iso-
morphisme entre Hd’R (E) et HdR (E’ ) qui respecte la monodromie, Le
Frobenius et La filtration de Hodge.

On munit H¿R(E) de la base (z, d log z - log q - z) et HdR (E’ ) de la
base analogue. Se donner un isomorphisme HdR (E) - HdR (E’ ) qui res-
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pecte la monodromie, le Frobenius et la filtration de Hodge revient à se
donner une matrice

telle que

avec e E Cp . Ceci est équivalent à se donner c~6, c, d et e E Cp tels que
ad - bc ~ 0, c = 0, av(q) = dv(q’), b = 0, a log q = e log q’ et d = e, ce qui
revient à se donner deux scalaires non nuls a, d E Cp tels que av(q) =
= dv( q’ ) et a log q = d log q’ . On voit donc que la condition de la proposi-
tion est équivalente au fait que v( q ) log q ’ = v( q ’ ) log q . Comme v(q) et

on peut toujours trouver tels que mv(q) =
= nv(q’ ). La condition de la proposition est équivalente à m log q =
= n log q’, soit encore = log q’m. Comme v (q n ) = cela re-
vient encore à dire qu’il existe k E tel que q mk = q nk , et donc fina-
lement qu’il existe i et j E NB0 tels que q’i = qi. ..
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