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REND. SEM. MAT. UNIv. PADOVA, Vol. 85 (1991)

Proprieta della convessificazione.

ADA BOTTARO ARUFFO (*)

SUMMARY - In this work we examine functional inequality (that we introduced
in [BA 3] and studied also in [BA 4] and in [BA 5]) to search connections with
some operation, as convexification; we give sufficient conditions to obtain
that a couple of double Fenchel conjugates (with respect to the last variable)
verifies a functional inequality if the couple of functions verifies the same
condition; moreover we prove that the double Fenchel conjugate with re-
spect to the last variable of a normal integrand f on T X (X X Y), which ver-
ifies a suitable functional inequality with respect to the norm composed with
the projection on Y, is again a normal integrand which verifies the same
condition.

Introduzione.

Si considera, dati un insieme Z, R c 2%, una classe dc {a: Z—
— [— », + =] funzioni}, la seguente condizione su coppie di funzioni
(g, h), ove g, h: Z —>[— oo, + x]:
esista Zgc Z con Z\Zye R e per ogni ¢>0 esista a, €A per cui
h(z) < a,(2) + e9(2)
per ogni z € Z, per il quale h(z)> — », g(z) <+ , a,(2) < +=.
Tale condizione (detta maggiorazione funzionale) rappresenta una
generalizzazione del concetto di «maggiorazione integrale» (cfr. [BL],
[CS]), & stata introdotta (cfr. Osservazione 0.9) in [BA 3] e viene stu-
diata, sotto vari aspetti, in[BA 3], in[BA 4], in[BA 5], in[BA 6] ed
in[BA 7).

In questo lavoro ci si occupa soprattutto dello studio di tali maggio-
razioni funzionali, in rapporto all’'operazione di convessificazione sulle

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematlca dell’Universita di Genova,
via L. B. Alberti 4, 16132 Genova.
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due funzioni della coppia che verifica la condizione e di alcuni legami
con le integrande normali.

In particolare, nel § 1, dopo aver fornito condizioni sufficienti affin-
ché dalla verifica della condizione per una coppia (g, &) si possa dedurre
una analoga proprieta per la coppia (g**, k**) formata dalle doppie co-
niugate di Fenchel, rispetto alla seconda variabile, delle funzioni prece-
denti (nel Teorema 1.0), nelle Osservazioni 1.1 si mostra con esempi co-
me le ipotesi del Teorema 1.0 non si possano indebolire in alcune
direzioni.

Nel §2, tramite risultati relativi agli involucri convessi degli epi-
grafici di funzioni sequenzialmente semicontinue inferiormente definite
su T X E XV che, insieme alla norma composta con la proiezione su V,
formano coppie di funzioni che verificano un’opportuna maggiorazione
funzionale, si dimostra (Teorema 2.4) che se f & un’integranda normale
suT X (X X Y) tale che (f, (¢, x,y) € T X X X Y — |y|y € [0, +[) verifichi
un’opportuna maggiorazione funzionale allora anche la doppia coniuga-
ta di Fenchel di f rispetto all'ultima variabile & un’integranda normale
che verifica la stessa condizione.

Infine, nei risultati del §3, si forniscono ipotesi sotto cui, se
(a, B0 (prr, v)) & una coppia di funzioni definite su T X X che verifica la
condizione descritta, si possa ottenere che (¢, 8) & una coppia di funzioni
che verifica ancora un’analoga condizione, ove ¢: T X W—[— o, + ] &
definita in ogni punto come I'estremo inferiore di « su opportuni insiemi
oppure ¢ € la doppia coniugata di Fenchel, rispetto alla seconda variabi-
le, di tale estremo inferiore; si prova anche (Teorema 3.4) che tale dop-
pia coniugata di Fenchel & un’integranda normale e si caratterizzano
(Teorema 3.6) anche in altro modo le funzioni ¢ di cui sopra.

Desidero ringraziare il Prof. J. P. Cecconi, che ha discusso con me i
risultati del presente lavoro.

0. Notazioni e preliminari.

0.0 NoTazioNI. Siano Z, W spazi vettoriali topologici su R in duali-
ta. Allora (z,w)zxw = (W, 2)wxz indica il prodotto di dualita trazeZ e
we W; Z' indica il duale continuo di Z, w(Z) indica la topologia debole
su Z indotta dalla dualita con Z’; se Z & uno spazio normato su R allora
2|z indica la norma in Z di 2€Z e Sz(a,")={z€Z:|z—alz<7}
(@eZ,r>0);se T ed S sono insiemi, £ & una c-algebra su T e IN & una
cs-algebra su S, £ X I indica la piu piccola o-algebra su T X S che contie-
ne la classe {A X B: A€ £, BeM}; se E € £, £|g indica la o-algebra in-
dotta su E da £. Si abbreviera s.c.i. per indicare «semicontinua infe-
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riormente», s.s.c.i. per indicare «sequenzialmente semicontinua infe-
riormente», s.c.s. per indicare «semicontinua superiormente». Se E, F
sono insiemi, Gc E, D c E X F, allora 2F indica l'insieme delle parti di
E; I;: E— [0, +=] indica la funzione tale che

0 seee@

Ig(e) = ;
¢ {+oo se ee EN\ G

se f E— F & un’applicazione, allora f|; indica la restrizione di fa G e,
se H>f(G), allora f; y: G— H indica I'applicazione tale che f; g (x) =
= f(x) per ogni x € G; se K ¢ un insieme e k: £ — K & un’applicazione, allo-
ra (f, k): E — F x K indica I'applicazione tale che (f, k)(x) = (f{x), k(x))
per ogni x € E; prg: E X F — E indica l'applicazione tale che prg (x, y) =
=g per ogni (x,y)eEXF; D,={yeF:(x,y)eD} per ogni
xekE; se M E—[—o,+x] ¢ una funzione, epili = {(¢,a) e E X R:
A(e) <} indica l'epigrafico di A, doma = {e € E: AMe) < +»}; XK(E) =
= {k: E — [—o, + ] funzioni}. Siano V, U spazi vettoriali topologici su
R, localmente convessi in dualita; se A c V, allora coA indica la chiusu-
ra dell'involucro convesso di A; ¢* indica la coniugata di Fenchel (ri-
spetto alla dualita di V con U) di una funzione ¢: V—[— o, + o] e ¢**
indica la coniugata di Fenchel (rispetto alla dualitd di U con V) di ¢* (se
si omette chi & U, si intende che sia U =V"). Se (Z, £), (W, 4) sono spazi
topologici, E c Z, allora { X ¢ indica la topologia prodotto di ¢ e di 4 su
Z X W, ¢|g indica la topologia indotta su E da ¢, E® indica la chiusura di
E secondo ¢ (si omette «» se non ci sono confusioni), B(Z) indica la o-al-
gebra di Borel su (Z, ¢); n indica la topologia euclidea su [— », + »]. Si
conviene inoltre che sia sup@ = — o« e inf@ = + .

0.1 DEFINIZIONE. Siano £ s-algebra su T, (X, o) spazio topologico,
f: T—X. Allora f si dice £-misurabile se f ! (A) € £ per ogni A €p.

0.2 DEFINIZIONE. Siano £ s-algebra su T, u: £— [0, + =] misura,
(X, p) spazio topologico, f: T'X X —[— o, + «]. Allora si dice che f e
un’integranda normale se f & (£ X B(c))-misurabile ed f{t, -) & s.s.c.i. per
q.o. teT.

0.3 DEFINIZIONI. Siano (T, 7) spazio topologico, £ s-algebra su T,
w: £—[0, + ] misura. Allora si dice che:

a) p € internamente regolare se per ogni A € £ ed >0 vale la se-
guente condizione

(0.3.0) esiste K, , compatto e chiuso in 7, K, , € £ tale che K, . c A,
wANKy,) <s
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b) p & internamente regolare sugli insiemi di misura finita se la

condizione (0.3.0) & verificata per ogni A € £ con u(A) <+ © e per ogni
e>0.

0.4 DEFINIZIONE. Uno spazio susliniano & uno spazio S topologico
T, tale che esistano uno spazio P metrico completo e separabile e un’ap-
plicazione ¢ continua e surgettiva, ¢: P— S.

0.5 TEOREMA. Sia X spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso T, su R e sia f: X — [— o, + »]. Se f ammette una minorante affi-
ne e continua si ha:

epif ** =coepi f.

DiMOSTRAZIONE [ET] (Cap. I, Proposizioni 3.2 e 4.1).

0.6 OSSERVAZIONE. Siano X insieme, Y spazio vettoriale topologico
localmente convesso T, su R, C chiuso e convesso di Y,
f: XX C—[— o, + o] funzione, f: X X C — [—, + =] tale che

f(x,2) sezeC **( )
+00 se ze Y\C Y

f(x,y)=(zeYl-—>{
per ogni (x,y) e X xXC.
Allora
dom f = {(x,y) e XX C:yel,},

ove

sk
Iz=Cﬂd0m zEY,_){f(x,z) sezeC
+o  sezeY\C

(e quindi (dom f), c I, c co(dom f), se

(0.6.0) esiste una funzione f,: Y— R affine e continua tale che
() <f(x,y) per ogni yeC,
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I, = C se non vale (0.6.0) (cfr. Teorema 0.5 ed [ET], Cap. I, Proposizio-
ne 4.1)),

dom (=f) = {x € X: vale (0.6.0)}xC
(cfr. [ET], Cap. I, Proposizione 4.1).

0.7 DEFINIZIONI. Siano Z insieme, & c 2%, @ c X(Z).

a) Si definisce M(R,Z,d)={(g,h) € X(Z)*:esista ZycZ con
Z\Zye R e per ogni ¢>0 esista a, € A per cui h(2) < a,(z) + 9(2) per
ogni z € dom (—k) ndomg ndoma,n Z,}.

b) Se McM(R, Z, ), si dice che gli elementi di IN equiapparten-
gono a M(R,Z,A) se esiste ZycZ con Z\Z,e R tale che per ogni
(g, eM e per ogni ¢>0 esista a, ;€ per cui si abbia h(2) <
< a,, (g, 1 (2) + eg(2) per ogni z € dom(—h) ndomgndoma, 5N Z,.

0.8 OSSERVAZIONI. In questo lavoro talvolta ci si riferira alle Defi-
nizioni 0.7 relativamente a:
a) Z=TxX, R={SxX:Se8)} (ove T e X sono insiemi, S c 27)
ed d una classe di funzioni indipendenti dalla seconda variabile, cioé
una classe

0.8.0) A®B) = {a: T X X — [—», +=] funzioni: a(-,x)=a(,x')eSB
per ogni x, '€ X},

ove B c X(T); ad esempio:

i) dy= a(By), ove B;= {b:T— R funzioni},

ii) @, = AU(B,,), ove B, = {b: T— R funzioni L-misurabili} (es-
sendo £ wuna o-algebra su 7T, u:£L—[0,+ ] una misura,
8={S eL: u(S)=0} (si noti che, con tale scelta, R risulta essere un
c-anello)),

iii) @, = A(LP(u,R)) (pe[l, ©]) (essendo £, u, S come in
ii));

b) le seguenti classi a:
a. = {a: Z — R funzioni costanti},

As= {a: T XX — [0, +=]: per ogni ¢t € T esista Y, ; € F per cui a(t,") =
=1Iy,,} (ove Z, R sono come in a) e Fc 2¥).

0.9 OSSERVAZIONE. La definizione di maggiorazione funzionale uti-
lizzata in[BA 3], [BA 4], [BA6] e [BA 7] & formalmente diversa da
quella data qui nella Definizione 0.7 a), ma di fatto & la stessa poiché
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(g, ) e M(R,Z,A) (nel senso della Definizione 0.7 a)) se e solo se
(9ldomg » Plaom(-1)) € M(R, Z, {0 4omq: @ € A}) (nel senso della definizione
utilizzata nei lavori citati).

Analogie dello stesso tipo sussistono anche tra Definizione 0.7 b) e
Osservazioni 0.8 da un lato e [BA 3] (Definizione 1.0 b) e Osservazioni
1.2 a) e b)) dall’altro.

Pertanto, tenendo conto di queste considerazioni, nel seguito di
questo lavoro si potranno applicare risultati dei lavori sopra citati,
anche se relativi a definizioni formalmente diverse da quelle del n. 0.7.

1. Studio delle maggiorazioni funzionali in rapporto alla convessi-
ficazione.

1.0 TEOREMA. Siano T insieme, S c 27, Y spazio vettoriale topo-
logico localmente convesso T; su R, Ac X(T'XY), R ={SXY:SeSs},
g,  TXY—>[—o, +»]. Siano g e h relative agead h (e a X=T,
C =Y) come nell’Osservazione 0.6. Allora si ha:

a) se

Ac{a: TXY—>[— o, +x]: esiste S, c T per cui doma=S,xXY
e a(t,-) & concava, s.c.s. per ogni t € S, }

e se (g, h) e M(R, TXY,Q), risulta (§, k) e MR, T X Y,Q);

b) se S & un anello, se g & non negativa, se esiste 8 c X(T') tale che
valgano

(1.0.0) esiste T, c T con T\ T € S tale che per ogni a € @ esista b, € B
e per ogni teT esista Y,,cY per cui sup a(t,y) <b,(?) e
sup A(t,y) < b, (1) ye¥ay
YeY N\,
e

(1.0.1) gli elementi di {(g,c): c € AB)} equiappartengono a
M@K, TxY,Q)

(ove A(RB) & relativa a B come in (0.8.0) dell'Osservazione 0.8 a)) e se
(g, WeMR,TxY,aQ), risulta (g, h) e MR, T X Y,Q).

_ DIMOSTRAZIONE. a) Poiché (g,h)e M(R,TXY,d) e visto che
h(t, y) < h(t,y) (¢, y) € T X Y) per [ET] (Cap. I, Proposizione 4.1), risul-
ta che (g,h) e M(®, T X Y,Q). Sia Ty c T, con T\ T € 8, relativo all’ap-
partenenza di (g, h) a M(R, T X Y, @) e sia ¢ > 0. Allora esiste a, € A tale
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che

hit, ) < a.(t, y) + g, 9)
per ogni (t,%) € dom(—k) ndomg N ((Se,nTy) X Y).

Sia ora t € Rzn S, N T, (ove Rj & tale che dom (—h) = Ry X Y (cfr. Os-
servazione 0.6)); risulta quindi che

%(ﬁ(t, y—aty)<gly) perogniyeY
e d’altra parte

ye YH%(ﬁ(t, Y —a.(,y) el - o, +]

& convessa e s.c.i. per Iipotesi fatta su @ e per la definizione di %; per-
cio, utilizzando [ET] (Cap. I, Proposizioni 3.1 e 4.1) si ottiene che

L (it )~ a.t,9) <Gt,y) per ogniye Y.

b) Tenendo conto dell’Osservazione 0.9, utilizzando che (g, k)€
EMR,TXY,a), che $ & un anello, che g ¢ non negativa e che
vale (1.0.0), da [BA4] (Corollario 1.6 b)) segue che (g,h)e€
e M(R, T x Y, aA(B)) (ove A(B) & relativa a B come in (0.8.0) dell'Osser-
vazione 0.8 a)) e pertanto per la a) si ha che (g, k) €e M(R, T X Y, URB)).
Usando ora che $ & un anello e che vale (1.0.1), per [BA 4] (Corollario
1.6 a)) si conclude.

1.1 OSSERVAZIONI. a) Si noti che la a) del Teorema 1.0, nel caso
particolare di S= {S € £: u(S) =0} (ove £ & una c-algebra su T e
u: £— [0, + ] & una misura) e di @ = A({b € £ (u, R): b(t) = 0 per ogni
te T}) (si & usata la notazione di (0.8.0) del’Osservazione 0.8 a)) e di g
ed & non negative, era stata provata (cfr. anche [BA 3], Osservazione
1.2 ¢)) in[BL] (Cap. III, § 3, Proposizione 2), ove le ipotesi erano pil
restrittive anche riguardo agli spazi.

b) Sinotiche,seT, S, Y ed & sono come nelle ipotesi del Teorema
1.0, se S#0 e T ¢S possono esistere classi Ac{a: T XY —[0, + «[:
a(t, -) & continua per ogni ¢ € T'} e funzioni g, h: T X Y — [0, + o[ tali che
(9, WeMR,TXY,Q) e (g,h) ¢ MR, TXY,Q).

Basta considerare Y=R, G, H: R — [0, + [,

e V" seyeR\{0}
0 sey=0

’

Gy = {
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2 ]2
o eneEE
Y= ’
N ET _\/Z Z}
e (3\/;|y| 2) se yeR\[ 3,\/;

A:R— [0, +[,

(1-0HW seye [—\/% \/%]

(1+ «(V6ly| - 2)) Hy)
A, (y) = 2 (2 1 1 0<e<),
seye [‘\/;\/;N‘%’ vg]

LH(y) se yeR\[—\/g,\/g]

9¢, y)=G(y), Rk, y)=H(y) per ogni ¢, y)eTxR, a={ty)eTX
XR— A, (y) el0, +=[:0<e<1};infattiG, He A, (0 < ¢ < 1) sono funzio-
ni continue ed H & convessa (si pud verificare che H"(y) =0 per ogni
y€R), per cui H=H** (cfr.[ET], Cap. I, Proposizioni 3.1 e 4.1);
inoltre se 0<e<1, y € [—V/3, V3, risulta che A,(y)=(1—e)H(y) e
pertanto H(y) < A,() + eH@) = A, () + <Gy) e se y e R\ [-V3, VI
si ha che H(y)=A.(y) <A.(y)+G(y); infine, visto che G**=0
(cfr. [ET], Cap. I, Proposizione 4.1) e visto che A, (y) < H(y) per ogni
ye]l— \/%, \/%[ e per ogni c€]0,1[, la relazione H**(y)<B,(y)+
+oG**(y) (con ¢>0, B,e {A,:0<ec<1}) non vale per alcun y €

el- V3, Vi

¢) Se nella b) del Teorema 1.0 si sostituisce, alla validita di
(1.0.1), la validita della seguente condizione

H(

(1.1.0) gli elementi di {(g, ¢): c e A(B)} equiappartengono a
M@®R,TXY,Q)

(ove A(B) & relativa a B come in (0.8.0) dell’Osservazione 0.8 a)) e si la-
sciano invariate tutte le altre ipotesi, allora pud cadere la tesi.

Basta considerare un anello S tale che T¢S, Y=R, gt,y) =1+

+Vlyl, k@, y)=1 per ogni ¢, y)e TXR, F={]—», —n[uln, +=[:
n € N}, A =0y, B = B (si sono utilizzate le notazioni delle Osservazioni
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0.8). Risulta allora che § = 1, & = k (cfr. [ET], Cap. I, Proposizione 4.1)
e quindi per [BA 8] (Osservazioni 1.3 b) e ¢)) risulta che

(gy h) € M(’-‘R, TX Y’aﬂ’)’ (g, E) ¢M('9{’ TX Y’aff)

e inoltre, tenendo conto di [BA 4] (Osservazione 1.7 a)), si ottiene anche
(1.1.0), mentre (1.0.0) si puo provare utilizzando I'Osservazione 1.7 b)
di [BA 4] (si sfrutti anche 1’Osservazione 0.9).

2. Maggiorazioni funzionali ed integrande normali.

2.0 LEMMA. Siano (S, o) spazio topologico pseudo-metrizzabile, d
pseudo-distanza che induce su S la topologia o, V uno spazio di Banach
riflessivo su R, k: S X V— [0, + ] funzione s.s.c.i. rispetto alla topolo-
gia o X w(V), sy € S tale che per ogni s, € S (n € Z, ) con s, — s si abbia
che

nléJN{x eV: k(s,,x)— <xr y)VXV' = Y}

sia relativamente sequenzialmente compatto in w(V) per ogni yeV’,
yeR. Allora si ha che

Do co(u {epik(s,-): s €S, d(s, sy) <c}) =coepik(sy,").

DIMOSTRAZIONE. E ovvio che il primo membro contenga il secondo.
Sia (xy, ag) ¢ coepik(sy,-). Allora esistono y e V', a, y e R, 2 =0 tali che
si abbia

(2.0.0) (%o, y)vxy +aay<y e coepik(sy,) c {(x,a) e VXR:
(@, Y)yxy +aa >y}

Infatti per [ET] (Cap. I, Corollario 1.2) esistono y € V', a, y € R tali che
valga (2.0.0).

D’altra parte se coepik(sy, ) = @ si pud supporre « =0 e altrimenti &
a =0, poiché se (x, a) € epik(s,, *) anche (x, b) € epik(s,, ) per ogni b=a
e quindi « > (y — (@, ¥)yxy')/ b per ogni b>max {a, 0} e facendo tende-
re b a + « si conclude.
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Sia ora A: V— R la funzione affine e continua tale che per ogni x e V
sia:

%—<x,%> ) sea>0
A(ac) - |a | N 1V><V .
0
— = (%, Y)vxv) sea=0
Y= (%o, Y)vxv =@ Ylve *
Allora si ha:
2.0.1) AMxy) > ag, Mx) <k(syg,x) perognixeV.

Infatti se «a>0 e ovvio e se «a=0 si ha che
Y= (%o, Yvxv > 0>y — (&, Y)yxy  per ogni x € domk(s,,"),

mentre k£ & a valori non negativi e quindi vale (2.0.1).

Ora esiste ¢, > 0 tale che per ogni s € S per cui d(s, sy) < ¢ si abbia
Mx)<k(s,x) per ogni xeV; se infatti per assurdo esistessero
(80, ,) €S XV (neZ,) tali che A(x,)>k(s,,x,) e d(s,,s) <1/n,
essendo

UN{x € Vi k(sy, %) — (@, w)yxy <J}

relativamente sequenzialmente compatto in w(V) per ogni weV’,
¢ e R, esisterebbero un’estratta (x,,)iey di (X,)nez, € x€V tali che
x,, — @ nella topologia w(V); allora, essendo k s.s.c.i. rispetto alla topo-
logia o X w(V), si avrebbe che:

k(sy,x) < lihm inf k(s,, , ,,) < hlim Ay, ) = M),

che contraddice (2.0.1).

Risulta allora che (xy, a,) ed epik(s, -) sono separati dalliperpiano
che ¢ grafico di ) per ogni s € S con d(s, sy) < ¢, e altrettanto avviene per
(®g,@p) e U {epik(s,-): se€S,d(s,s)<e}, nonché per (xy,ay) e
co (U {epik(s,-): s€S,d(s,sy)) < ¢ }) e quindi, tenendo conto che (x,, ay)
non appartiene all’iperpiano di cui sopra, si ha che:

(%0, ) ¢ Qoa(u {epik(s,): s € S, d(s, 89) <¢}).

2.1 LEMMA. Siano (7, r) spazio topologico pseudo-metrizzabile,
8 c 2. Siano (E, &) uno spazio topologico pseudo-metrizzabile, d pseudo-
distanza che induca su 7' X E la topologia = X &, V uno spazio di Banach
riflessivo su R, R={SXEXV:S€S8}, k: TX E XV — [0, + «] funzio-
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ne s.s.c.i. rispetto alla topologia = X & X w(V),
(k,(t,e,x) e TXE XV x|y € [0, +[) e M(R, T X E xXV,d,),

ove 4, (relativa a Z=T X E xV) & come nell'Osservazione 0.8 b); sia
TocT con T\ T, €S8 relativo a tale appartenenza. Allora per ogni
(ty, €) € Ty X E si ha che:

Do o (U {epik(t, e,-):(t, ) € Ty X E, d((t, €), (ty, €)) < &}) =

= coepik(ty, €, ).

DIMOSTRAZIONE. Sia §={S X E: Se€S8}; allora R ={F xXV: Feé&}.
Si pud quindi applicare (aTxE, 8, V,g=k, h:(t,e,x)e TXE X
X V> € V)il Teorema2.5 ¢)di [BA 5]e, tenendo conto del’Osservazione
2.7 a) di[BA 5], si ottiene che si puo applicare il Lemma 2.0 a (S,0) =
=Ty X E, 7|To X&), leoxg xv € ad un qualunque punto (¢y,e,) € Ty X E.

2.2 TEOREMA. Siano (7, ) spazio topologico pseudo-metrizzabile, £
c-algebra su T tale che £ > B(z), u: £— [0, + ] misura completa ed in-
ternamente regolare (cfr. Definizione 0.3 @)). Siano (£, &), d, V come
nel Lemma 2.1, R={SXEXV:Sef£, ulS)=0}, b:TXEXV—>
— [0, + =] funzione s.s.c.i. rispetto alla topologia 7 X & X w(V),

(k,(t,e,x) e TX E X V> |aly € [0, +[) € MR, TXE X V,d,,),

ove {,, (relativa a X = E X V) & come in ii) del’Osservazione 0.8 a). Al-
lora per ogni j € Z, esiste K; compatto e chiuso in = per cui sia

@20 WINK)<, KcKu (eZ)
e per cui per ogni (ty, ¢) € (j eUz+ K]> x E si abbia:
2.2.1) ]UZ SDOH)(U {epik(t,e,"):(t,e) e K, X E,
d((t, e), (ty, €)) <¢c}) =Coepik(ty, €, ).
DIMOSTRAZIONE. Ovviamente, comunque siano gli insiemi K;
(j € Z,) e qualunque sia (t,, ¢y) € (stz* K]) X E, in (2.2.1) il primo mem-

bro contiene il secondo. Basta allora provare I'esistenza di K; (j € Z,)
compatti e chiusi in = che verifichino (2.2.0) e per cui in (2.2.1) il primo

membro sia contenuto nel secondo per ogni (¢, €,) € (Uz K]) xE.
JE€EL,
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Per le ipotesi fatte su k esiste T € £ con u(T\\T) =0 e per ogni
neZ, esiste b,: T— R funzione £-misurabile per cui sia

||y < b, (B) + %k(t, e,x) per ogni (t,e,x) e TyXE XV.

Ora se j € Z, per il teorema di Lusin (cfr. [BA 1], Corollario 4.28 e Defi-
nizione 1.8 a)) per ogni n € Z., esiste un compatto e chiuso K, ; in 7 tale
che sia w(T'\ K, ;) <1/2"*'j) e b,|x,, sia continua e non & restrittivo

supporre che sia K, ;cK, ;.1 (n,jeZ,) |infatti basta considerare

H, ; compatto e chiuso in 7 tale che sia p(T\\H,,;) <1/@2"*'2) e con

by |, continua (n,jeZ,) e Kn,j=hn,Hn,h). Siano ora jeZ,, Ko;
3 = J

compatto e chiuso in 7, Ky ; ¢ Ty, (T \ K, ;) <1/(2j) (un tale insieme

esiste per l'interna regolarita di ), si supponga che sia K ; c K ;. (il

che & lecito) e sia K;= ﬂNKn,,-; allora K;c Ty, (T\K;)<1/j, K; &
ne

compatto e chiuso in 7 e K;c K;,; per ogni je€Z,.

Sia ora jeZ,. Allora ogni funzione b, e limitata su K; (n € Z,)
(cfr. [K], Cap. 5, Teorema 8) e pertanto & lecito applicare il Lemma 2.1
su K; relativamente ad 8 = {S c K;: S €£,u(5)=0} e l'insieme T, citato in
tale lemma si pud considerare coincidente con K;. Si ha allora che

Qoa (U {epik(t, e, ):(t, ) € K; X E, d((t, €), (ts, €)) < €}) C
c coepik(ty,ey,?) per ogni (ty,¢) € K; X E
e quindi, se (ty,¢)) € ( ) Uz K]) X E, visto che esiste j, € Z, tale che se
JELy

J>Jy, allora t, € K;, si ha:
coepik(ty,e,*) d

> U ﬂoaa(u {epik(t,e,-): (¢, ¢) € K; X B, d((t, ), (ty,€)) <¢}) =

j>j¢0 e>

=, LL Qoa (U {epik(t, e, ): t, e) € K; X E, d((t, e), (ty, €)) < £}),
ove l'ultima eguaglianza segue dal fatto che K,;cK;,; per ogni
jeZ,.

2.3 LEMMA. Sia (K, 7) spazio topologico compatto. Allora (K, 7) &
pseudo-metrizzabile se e solo se (K, 7) & regolare e a base numerabile di
aperti.
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DIMOSTRAZIONE. Sia (K, 7) pseudo-metrizzabile. Allora (K, 7) & a
base numerabile di aperti per [K] (Cap. 5, Teorema 5) ed & regolare
per [K] (Cap. 5, Corollario 35 e Cap. 5, definizione di paracompatto
(prima del Teorema 28)).

Viceversa sia (K, ) regolare e a base numerabile di aperti. Allora
per la dimostrazione di[K] (Cap. 4, Teorema 16) esiste una famiglia ¥
numerabile di funzioni f: K — [0, 1] continue e tali che per ogni B c K,
B chiuso e x € K\ B esista f € F' tale che f(x) ¢ f(B). Allora per [K] (Cap.
4, Lemma 5) la mappa valutazione e: K— [0, 11, e(x) = (f(ac))fe F per
ogni x € K, & continua ed eg . & aperta. D'altra parte e ™' (e(4)) = A
per ogni A € 7. Infatti, se A€t e se x € e71(e(A)), esiste y € A tale che
e(y)=e(x) ese x ¢ A risultache re K\ A ey¢ K\ A, K\ A é chiuso e
pertanto esiste fe F' per cui f(y) ¢ f(K\\A), ma f(y) = f(x) e f(K\\ A).
Quindi, visto che e¢(K) ¢ pseudo-metrizzabile, per [BA 1] (b”) del Teore-
ma 1.7) si conclude.

2.4 TEOREMA. Siano (7, 1), (X, ¢) spazi topologici, £ s-algebra su 7,
£58(7), (K, 7|x) sia regolare e a base numerabile di aperti per ogni K
compatto e chiuso in 7, u: £— [0, + ] misura o-finita, completa e inter-
namente regolare sugli insiemi di misura finita (cfr. Definizione 0.3 b)),
Y spazio di Banach separabile e riflessivo su R, & ={SxXX
XY:8eLul)=0},ae{q,}v{a:pell, ]} (ovesisonousate le no-
tazioni di ii) e di iii) dell’Osservazione 0.8 a)), esistano X, € B(p)
(M eN) tali che: i) X = MlgNXM; ii) (X, plx,, ) sia spazio pseudo-metriz-
zabile tale che esistano P, spazio pseudo-metrico, completo e separabi-
le e py: Py — Xy continua e surgettiva (M € N); iii) per ogni x,,, x € X
(neN) tali che nh_r)r%o %, = in p, esistano M e N e (m; ),y Successione
strettamente crescente di naturali per cui z, x, €X, per ogni
heN.

Sia f:TX (X XY)— [0, + =] integranda normale, ove su X XY si
consideri la topologia ¢ X w(Y) (cfr. Definizione 0.2), sia

2.4.0) (f,¢t,x,y) e TX XX Y |yly € [0, +[) € M(R, T x X X Y, @)

e sia Ty e £ con u(T\\Ty) = 0 relativo a tale appartenenza.
Allora, se Ty € £, T, c T, & tale che u(T\T;) =0 e f{t, ") & s.s.c.i.
su X XY con la topologia ¢ X w(Y) per ogni t € T, si ha che

k= (¢ (@,9) € T X (X X V)= (fit, %, ))** (y) € [0, +])
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¢ un’integranda normale, ove su X XY si considera la topologia
e X w(Y); inoltre (fit,x, ))** & convessa per ogni teT e per ogni
reXe

24.1) (k,(t,x,)) e TxXxYlylyel0, +=[) e MR, Tx X X Y,Q).

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima d=4@,,. Sia Aef£, AcT;, con
@w(A) < + o, Tenendo conto del fatto che per I'interna regolarita di x su-
gli insiemi di misura finita per ogni ¢ >0 esiste A, compatto e chiuso in
7, A, c A tale che u(A\\ A,) <, per il Corollario 4.17 di [BA 1] (cfr. an-
che [BA 1], Osservazioni 4.18 e 4.27, Esempio 4.19 e Definizioni 1.18 a’)
e 3.0) applicato su ogni A, e, (n € Z,, ) si ottiene che per ognin € Z, esi-
ste K, compatto e chiuso in 7, K, c A, tale che u(A\K,)<1/n e
flg,xxxy sia s.s.c.i. rispetto alla topologia (v X o X w(Y))|g, xxxy. Ora
per ogni n € Z, risulta che K,,, con la topologia 7|, , & un compatto re-
golare a base numerabile di aperti ed & quindi pseudo-metrizzabile per
il Lemma 2.3; sia M € N e sia d,, y una pseudo-distanza su K, X Xy, che
induca la topologia (r X p)|k, x x,, = 7|k, X ¢|x,, - Per ogni n € Z, siano ora
K, ;u c K, relativi a K,, Xy, Y e a f|g_«x,xy come nellenunciato del
Teorema 2.2, u(K, \ K, ; u) < 1/(j2¥*1)(j e Z,); allorase n € Z, siha

per ogni (t,,x,) € L; K, ;m| XXy e per ogni joeZ, :
€Ly

(2.4.2) epi(flty, %, "))** = coepif(ty, o,") =
= jiJZ Doa(u {epi £, %, ): (t, %) € Ky j e X Xyt

dn,M ((t9 x)’ (tO » Lo )) = 8}) 2
) DO v {a)-epiﬂt’ €, '): (t’ x) € Kn,jo,M X XM ’ dn,M((ty x), (tOxO)) = s}u)(

ove la prima eguaglianza segue dal Teorema 0.5.

Siano ora n, j€ Z, e siano (t,, %y, ys) € K, j y X Xy XY (h€N) tali
che sia (&, %, Yn)— (b, %0,%) iIn tXpeXw(Y) e che sia
li{g icr.}f( S, @, ))** (y,) < +. Allora, tenendo conto del Teorema 0.5

e della (2.4.2), si ha:

(?/0 ’ liﬂigf(f(th » Lh s '))** (yh )) €

e () U {epi (F(t, @, ))**: (¢, 2) € Ky jou X Xor, o (&, 0), Gy, %)) < 6} 777

c epi (fto, %o, ™,
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da cui
(f(tO » Lo, '))** (yO) = hﬂigf (ﬂth y Lhy '))** (yh ) )

anche se il secondo membro & + «. Allora per ogni n, jeZ, la
funzione

tx,y) € Ky j y X Xy X Y= (fUt, 0, ))** (y) € [0, +]

& s.s.c.i. rispetto alla topologia (v X o X w(Y))lk, ,, xx,xy € se K, ;=
= MﬂNKM, u, allora la funzione
€

¢, x,y) e K, ; x X XY (fit, 2, ))** (y) € [0, +]

& s.s.c.1. rispetto alla topologia (z X o X w(Y))| K,;xXxY, OVe si tenga con-
to della iii) e, poiché K, ; X X} X Sy (0, M) & pseudo-metrizzabile con la
topologia (7 X p X w(Y))lx,,JxxMxm, si ha che per ogni MeN la
funzione

t, x,y) € K, ; X Xy X Sy (0, M) — (fit, 2, ))** (y) € [0, + ]

& s.c.i. rispetto alla topologia (r X o X w(Y))| K, ;x Xy x 570,30 € d’altra par-
te wAN\K, ;) <w(AN\K,)+uE,\K,;)<1/n+1/j. Allora, poiché
@, y) e X XY (f(t,,)** (y) € [0, +0] & s.s.c.i. rispetto alla topo-
logia o X w(Y) per ogni teA, per[BA1] (Corollario 4.17, Osser-
vazioni 4.18 e 4.27, Esempio 4.19 e Definizioni 1.18 a’) e 3.0) si ha
che

@, (@, y) e AXX X Y)— (ft,x,))**(y) € [0, + ]

é un’integranda normale, ove su X X Y si considera la topologia ¢ X w(Y)
e cio vale per ogni A € £, A c T, con u(A) < + », Poiché u & o-finita, si ha
allora che

@, @, y) e Ty x (X XY)—>(f(¢, %, ))**(y) € [0, + =]

¢ ur’integranda normale, ove su X XY si considera la topologia
p X w(Y).

La convessita di (f(t, z, -))** per ogni (¢, x) € T X X segue dalla defi-
nizione di coniugata di Fenchel e (2.4.1) segue da (2.4.0) e da a) del Teo-
rema 1.0 (applicato a TX X, {SX X: Se £, u(S)=0}, Y).

Se d=a, (pell, =), la tesi segue dal teorema relativo ad @,, e da
a) del Teorema 1.0 (applicato a T'x X, {Sx X: Se £, x(S)=0}, Y).
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3. Maggiorazioni funzionali, estremi inferiori e convessificate.

3.0 TEOREMA. Siano T insieme, S c 27, X e W insiemi, ®x = {S X X:
Ses}, Rw={SXW:Ses}, BcXT), Ax(B) [risp. Aw (B)] relative a B
e a X [risp. W] come in (0.8.0) dell’Osservazione 0.8 a), a: T X X —
—[—w,+®], B TXW—[-®,+x], y: D, c T X X— W applicazioni e
3: T x W — 2¥ multiapplicazione; sia

& TXX—[—o, +x] tale che
t, y(t,x se (t,x)e D
sty [OTED s GDED, |
—00 se (f,x) e TxX)\D,
Sia inoltre : T'X W—[— o, + ] tale che
o, w) = inf {«(t, x): ® € Z(t,w)} per ogni (t,w)e T X W.

Allora, se esiste ¢ 27 tale che RuS €S per ogni ReJ, Ses e per il
quale valgono:

(3.0.0) esiste Ty c T con T\T, € J tale che x € X(¢, y(t, x)) per ogni
t,x)e D, Nn(T1xX)

e

(8.0.1) esiste Ty c T con T\ T, € J tale che Z(t,w) c {x € X: (t,x) €
€ D,,A(t, y(t, x)) = B(t,w)} per ogni (t,w) e Ty x W,

si ha che le due seguenti condizioni sono equivalenti fra loro:

(3-0-2) (Sb’ ‘B) € M('-‘R'Wy T'x W, cI’W ($))
3.0.3) (a,8)e M(Rx,TxX,0x(RB))

(si noti che la condizione (8.0.0) si sfrutta solo per provare I'implicazio-
ne da (3.0.2) a (3.0.3) e la (3.0.1) si usa solo per dimostrare che da (3.0.3)
segue (3.0.2)); inoltre da (3.0.0) segue che

(3.0.4)  ¢(t, y(t, x)) < a(t, x) per ogni (t,x) € D, N (T X X).

DIMOSTRAZIONE. Valga la condizione (3.0.0), valga (3.0.2) e sia
TocT con T\ T, € $ relativo allappartenenza di (J,8) a M(Rw, T X
X W, Qw (B)). Allora per ogni ¢>0 esiste b, € B tale che

(3.0.5) Bt, w) < b, (8) + =4(t, w)
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per ogni (t,w) € dom (—f8) ndom¢ N ((domb, " Ty) X W). Quindi
(3.0.6) B, (¢, ) < b.() + (2, v(¢, x))

per ogni (t,4) € D,n((domb,NTy) xX) con (¢, (¢, ) € dom(—p) N
Nndomy e d’altra parte da (3.0.0) segue che

U(t, y(t, @) = inf {a(t, 2): z € Z(¢, y(t, )} < alt, ®)
per ogni (¢,x) € D, N (T, X X)
e pertanto vale (3.0.4) e inoltre
B, y(t, ©)) < b, (t) + ealt, x)

per ogni (t,x) e domanD, N ((domb. NnTynT;)xX) con (¢, y(t, )€
€ dom (—p), per cui vale (3.0.3).

Valga ora la condizione (3.0.1), valga (3.0.3) e sia Syc T con
T\ S, € S relativo all’appartenenza di («, 8) a M(Rx, T X X, Ax (B)). Al-
lora per ogni ¢>0 esiste c, € B tale che

B, v(t, ) < ¢, () + eat, )
per ogni
(t,%) edoman D, n((dome,NSy) X X) con (¢, y(t, ) e dom(—p).
Utilizzando anche (3.0.1) risulta percio che
B(t, w) <inf {8(t, y(t,x)): x € X
per cui (t,x) e D, e At 1(t, %)) = B(t, w)} <
<inf {8, y(t, x)): % € S(t, w)} <
<c (t) + cinf {a(t, x): 2 € 2, w)} = ¢, (t) + 4(t, w)

per ogni (t, w) € dom (=) ndomy¢ N ((dome, NSy N Ty) X W) e quindi
vale (3.0.2).

3.1 CorOLLARIO. Siano T, 8, X, W, &w, B, Aw (B), «, B, y come nel
Teorema 3.0. Allora:

a) se si definisce ¢: T X W— [, + ] tale che
o (t, w) = inf {«(t, x): 2 € X per cui (¢, %) € D,,B(t, v(t, x)) =B, w)}
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per ogni ({,w) e T x W, la (3.0.3) del Teorema 3.0 & equivalente a
3.1.0) (0,8 € MRy, T X W,Aw (B));

inoltre

(B.1.1) ¢o(t, vt ®)) <a(t,x) per ogni (t,x) e D,n (T X X);

b) se (W, <) & parzialmente ordinato, se (¢, -) & debolmente cre-
scente per ogni te T, se si definisce ¢;: T X W— [—x, + ] tale che

¢ (¢, w) =inf {a(t,x): € X
per cui (t,x) e D,,y(t,x) =w} per ogni (t,w)eTXW,
la (3.0.3) del Teorema 3.0 & equivalente a
(3.1.2) 1,8 € M(Ryw, T X W,Aw (B));
inoltre

1 (t, v(t, @) <a(t,x) per ogni (t,2) €D, N(TXX).

DIMOSTRAZIONE. Per provare le due tesi basta mostrare che, nelle
rispettive ipotesi di a) e di b), con opportune scelte di X, e X, valgono
(3.0.0) e (3.0.1) con I = {@} e le due funzioni ¢, e ; coincidono con la fun-
zione  del Teorema 3.0, relativa rispettivamente ad x e aXyead z e a
Z,. Per far cio, basta scegliere

Zo(t,w) = {x € X: (t,x) € D,, B(¢t, v(t, ®)) = A(t, w)}

Z¢tw)={reX:(t,x)eD,,y(t,x) =w} per ogni (t,w)eTXW

e tenere conto che, nel caso b), la validita di (3.0.1) con 5= {@} segue
dalla debole crescenza di g(t, ) (teT).

3.2 COROLLARIO. Siano W chiuso e convesso di uno spazio V vetto-
riale topologico localmente convesso Ty su R, T, S, X, Rw, B, Aw (B), «,
B, v, =, ¢ come nel Teorema 3.0, ¢, e (se (W, <) & parzialmente ordinato)
¢1 come nel Corollario 3.1 e valga la seguente condizione

(3.2.0) esiste S c T tale che dom(—B) =S X W, per ogni t € S esiste
B':V—R affine e continua tale che g'(w)<pg(t,w) per ogni
weW, B{X,-) & convessa e s.c.i. per ogni t € S.
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Allora, utilizzando per ¢, ¢ e ¢; la notazione dell’Osservazione 0.6, ri-
sulta che:

a) se valgono le condizioni (3.0.0) e (3.0.1), la (3.0.3) del Teorema
3.0 & equivalente a )

3.2.1) @, 8 € MRy, T X W,y (B))

(si noti che la condizione (3.0.0) si sfrutta solo per provare Pimplicazio-
ne da (3.2.1) a (3.0.3) e la (3.0.1) si usa solo per dimostrare che da (3.0.3)
segue (3.2.1));

b) la (3.0.3) del teorema 3.0 e equivalente a
3.2.2) (0, B) € M(Ry, T X W, Uy (B));

¢) se (W, <) & parzialmente ordinato, se A(t, -) & debolmente cre-
scente per ogni te T, la (3.0.3) del Teorema 3.0 & equivalente 3

3.2.3) 41,8 € MRy, T X W, Ay (B)).

DIMOSTRAZIONE. Utilizzando la notazione dell’Osservazione 0.6,
dalle ipotesi e dal Teorema 0.5 segue che A(t,-) = A(t,-) per ogni te S (e
la stessa uguaglianza & ovvia se t e T\ S) e quindi 8 = 5. Pertanto dal
Teorema 1.0 a) (applicato su V) si ottiene che da (3.0.2) segue (3.2.1), da
(3.1.0) segue (3.2.2) e da (3.1.2) segue (3.2.3). D’altra parte, poiché
d<¢, do<do, 1 <, si ha subito che (3.2.1) implica (3.0.2), (3.2.2) im-
plica (3.1.0), (3.2.3) implica (3.1.2). Quindi la tesi segue dal Teorema 3.0
e dal Corollario 3.1.

3.3 TEOREMA. Siano T, S, X, Kk, B, Ag(B), «, B, v (relativi a
W =R) come nel Teorema 3.0, ¢, come nel Corollario 3.1, (¢, -) sia de-
bolmente crescente per ognite T, E cR, {5:T X R — [—, + =] sia ta-
le che

L, w) se t,w)eTxE

¢, w) = .
¥m {+oo se (t, w) e TX (R\E)
Allora, utilizzando per Yy la notazione dell’Osservazione 0.6, se
(3.3.0) per ogni t € T esiste k, € R tale che k; <a(t, )|,

si ha che Jz(t, )|z  debolmente crescente per ogni ¢ € T ed inoltre se va-
le (8.2.0) risulta che (8.0.3) del Teorema 3.0 implica

3.3.1) (U5, B) € M(Rg, T X R, g (B));
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viceversa, se y(D,) c E, si ha che (3.3.1) implica (3.0.3) del Teore-
ma 3.0.

DIMOSTRAZIONE. Dalle ipotesi segue che
ki<yy(t,”) perogniteT

e dalla debole crescenza di A(t, -) (t € T') segue the ¢ (¢,+) ¢ debolmente
crescente per ogni teT.

Utilizzando allora [BA 3] (Teorema 0.5 a)) si ottiene che 4»E(t Ne &
debolmente crescente per ogni te T.

Inoltre, se vale (3.2.0), poiché per il Corollario 3.2 b) si ha che (3.0.3)
implica (8.2.2) e visto che ¢z = J (si & sfruttata per ¢, la notazione del-
I'Osservazione 0.6), da (3.0.3) segue (3.3.1).

Sia ora y(D,) c E e valga (3.3.1). Tenendo conto del fatto che

e lrxe <¢glrxE = dolrxe = Urxe,

ove ¢ e relativa alla multiapplicazione X, definita nella dimostrazione
del Corollario 3.1 a), si ha che esiste Toc T con T\T, €S tale che
per ogni ¢>0 esista b, e B per cui valga (3.0.5) per ogni ({,w)e
€ dom(—B) ndom¢ N ((domb,NnTy) X E) e quindi (8.0.6) per ogni
(t,%) € D,n((domb,NTy) xX) con (¢ v(t,x)) e dom(—B)ndomy¢ (e
quest’ultima condizione equivale a dire che (¢, y(¢, 2)) € dom(—8) N
ndomy,, essendo y(D,) c E) e vale (3.1.1), per cui vale (3.0.3).

3.4 TEOREMA. Siano T insieme, £ c-algebra su T, u: £— [0, + =]
misura o-finita e completa, (X, p) spazio topologico susliniano, «, 8, y
(relative a W=R) come nel Teorema 3.0, ¢, come nel Corollario 3.1,
E c R tale che E e R\ E siano unioni numerabili di intervalli (anche de-
generi) di R, ¢z come nel Teorema 3.3, A(t, -) sia strettamente crescente
per ogni teT D, e £XB(p), a sia (.,ex&S(p))-nusurablle, y sia (£X
X B(e))lp -mxsurablle, esista k: T— R funzione £-misurabile tale che

alt,x) = k() per ogni ({,x)eTxX.

Allora, utilizzando per ¢, e g la notazione dell'Osservazione 0.6, risulta
che §, e ¢z sono integrande normali (cfr. Definizione 0.2).

DIMOSTRAZIONE. Basta provare la tesi per ¢z, in quanto J = Jz.
Sia Z: T X R — 2% la multiapplicazione tale che

{{weX: ¢x)eD,,rt,x)=w} se (t,weTXE

(t,w) = )
¢ ) se t,w)e TX(R\E)
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Allora, tenendo conto della stretta crescenza di g(t,-) (teT), si ha
che '

g, w) — k() = inf {a(t, x) — k(t): x € Z(t,w)} per ogni (t,w)e T X R.

D’altra parte per [BA 2] (Osservazione 1.10) e per [CV] (Cap. III, Teo-
rema 23) si ha che a — kopry e X verificano le ipotesi del Teorema 1.9
di[BA 2]. Utilizzando [BA 2] (Teorema 1.9), [CV] (Cap. VII, dimostra-
zione del Corollario 2) e b) del Lemma 1.2 di [BA 2] si ottiene che ¢z =
= (Yg —k oprr) + kopry & un’integranda normale.

3.5 OSSERVAZIONE. Sfruttando alcuni fatti provati in[BA 4], si
possono ottenere risultati analoghi a quelli del Teorema 3.0 e dei Corol-
lari 3.1 e 3.2 relativamente a maggiorazioni funzionali considerate ri-
spetto a classi funzionali piu generali delle Ay (8) e Aw (B) ivi utilizza-
te.

Entrando piu in dettaglio: siano 7, 8, X, W, &x, Kw, «, 8, 1, Z, 8, ¢
come nel Teorema 3.0, ¢, e (se (W, <) & parzialmente ordinato) ¢, come
nel Corollario 3.1, siano @y ¢ X(T X X), Aw c X(T X W), S sia un anello
ed « sia non negativa, allora il Teorema 3.0, i Corollari 3.1 ¢ 3.2 e [BA 4]
(Corollari 1.6 a), 1.6 b) e 1.12) permettono di fornire condizioni suffi-
cienti (che vengono espresse mediante l'esistenza di una classe
B c K(T) verificante opportune ipotesi, insieme alle classi Ax(B) e
AQw (B) considerate nel Teorema 3.0 ed alle applicazioni «, 3, y) perché le
seguenti sette condizioni siano fra esse equivalenti:

(8.5.0) ,8) € MRy, T X W, Aw)
3.5.1) (a,8) e MRy, T X X, Cx)
3.5.2) (o,B) € MRy, TXW,qQw)
(3.5.3) (¢1,B) e MRy, T X W,Ayw)
(3.5.4) &P € MRy, T X W, Cly)
(3.5.5) (o, B) € MRy, T X W,Cy)
(3.5.6) (1, 8) € M@y, T x W,Ayw).

Infatti: se vale (1.6.2) di[BA 4] (ove si sostituiscano a X, d, k rispetti-
vamente W, {@lqoma:@ € Aw }, Blaom(-p ), per il Corollario 1.6 b) di [BA 4]
e tenendo conto del fatto che dalla non negativita di « e da[ET] (Cap. I,
Proposizione 4.1) segue la non negativita di ¢, ¢, ¢1, ¢, Jo, ¢1, risulta
che le condizioni (3.5.0), (3.5.2), (3.5.3), (3.5.4), (3.5.5), (3.5.6) implica-
no rispettivamente le condizioni (3.0.2), (3.1.0), (3.1.2), (3.2.1), (3.2.2),
(3.2.3); se vale (1.6.0) di [BA 4] (ove si sostituiscano a Z, g, d, K, B ri-
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spettivamente Tx X’ aldoma ’ {aldoma: a ely ($)}; Rx, {a‘|doma: ae aX})’
per il Corollario 1.6 a) di [BA 4] risulta che (3.0.3) implica (3.5.1); se va-
le (1.6.2) di[BA4] (ove si sostituiscano ad d, h rispettivamente
{@ldoma: @ € Ax }, &laom(-s), per il Corollario 1.6 b) di [BA 4] risulta che
(8.5.1) implica (8.0.3); se valgono (1.12.0) e (1.12.2) di [BA 4] (ove si so-
stituiscano a Z, d, 8, R, k rispettivamente T X W, {@|4oma: @ € Aw(B)},
{@lgoma: @ € Ay}, Rw, Blaoms), Per il Corollario 1.12 di [BA 4] risulta che
le condizioni (3.0.2), (3.1.0), (3.1.2), (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) implicano ri-
spettivamente le condizioni (3.5.0), (3.5.2), (3.5.3), (3.5.4), (3.5.5),
(3.5.6).

Quindi, se valgono anche le ipotesi del Teorema 3.0 e dei Corollari
3.1 e 3.2, si ottengono le equivalenze volute.

3.6 TEOREMA. Siano T, X, «, 3, v (relativi a W = R) come nel Teore-
ma 3.0, E c R, ¢z come nel Teorema 3.3, 3(t, -) sia strettamente crescen-
te per ogni te T, valga (3.3.0) e sia y(D,) c E. Allora:

a) g (t, w) = Ygt,w) per ogni (t,w)e TXE, ove ¢g: TXE —

—]—oo, +»] g, w) =sup {S(f, w): § verifica (3.6.0)} per ogni
¢t,weTXE,

3.6.0) 9:TXE —]— x, +o],
4(t, -) debolmente crescente per ogni ¢t e T,
3(2, y(t, ) < alt, x) per ogni (t,x) € D,n (T X X);

b) se E & un intervallo chiuso, utilizzando per J5 la notazione del-
I'Osservazione 0.6, si ha che:

Us(t, ) = gg(t,w) per ogni (t,w)e TXE,

ove ;&T}: T X E—]— o, +x], Z—E(t, w) = sup{I(, w): 9 verifica (3.6.0) e
(3.6.1)} per ogni (t,w)eTXE,

3.6.1) 4d(t,): E—]— o, +»] convessa e s.c.i. per ogni teT.

DIMOSTRAZIONE. a) Per quanto visto nella dimostrazione del Teo-
rema 3.3 e per (3.1.1) si ha che g |7« verifica (3.6.0) e quindi per con-
cludere basta provare che ¢z < ¢z |rxg. Se t, w)e TXE esexe X & ta-
le che (¢,x) € D, e y(t, x) =w allora

de(t, w) < Pg(t, v, 1)) < alt, ),

ove si & tenuto conto del fatto che ¢z verifica (3.6.0); pertanto, tenendo
conto che per la stretta crescenza di B(t,-) (teT) risulta g (¢, w) =
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= inf {a(t, x): * € X percui (¢, x) € D,ey(t,x) = w} perogni(t,w) e T X E,
si conclude.

b) Tenendo conto del Teorema 3.3 e del fatto che dgp <{g, si ha
che yg|rxg verifica (3.6.0) e (8.6.1). Pertanto basta provare che

Ve <ip lrx & - Poiché ¢ verifica (3.6.0), risulta che ¢z < ¢z e quindi, vi-
sto che ¢g(t,-) & convessa e s.c.i. per ogni te T, si ha che

_ *xk
Ygt,w) sewek

+ oo se we R\ E

_gl:——;(t,')S weRH{

L =¥t

per ogni t € T (si & tenuto conto del Teorema 0.5 e della a)).

3.7 OSSERVAZIONE. Il Teorema 3.0 ed il Corollario 3.1 hanno utilita
per passare da una condizione del tipo di quella definita (per una funzio-
ne g) nel n. 0.7 a) per funzioni definite su 7' X X ad una condizione ana-
loga per funzioni definite su 7 X W e viceversa.

Avrebbe allora interesse, ad esempio quando si volesse applicare
questo tipo di risultati al calcolo delle variazioni, sapere che, se W &
chiuso e convesso di uno spazio V vettoriale topologico su R localmente
convesso T, la funzione ¢ che si associa ad « & convessa nella seconda
variabile. Ma questo in generale non & vero, neanche se X ¢ anch’esso
uno spazio vettoriale topologico su R localmente convesso T, e a(t,*) &
convessa per ogni ¢t € T, come si pud vedere con il seguente esem-

pio.
Siano S tale che T¢S, W=[0,+x[, X=V=R, X(tw)=
= {x € R:|x| = w} per ogni (t,w) € T x [0, +[,

x se x>0
alt,x) =40 se —1<x<0 perogniteT.
—2xr—2 sex<-1
Allora
0 sel0sws<]1
inf {a(t, x): x € R per cui |x| =w}={2w—-2 sel<ws<2
w se w>2
per ogni t e T.

Si pué comunque ovviare allinconveniente, nel caso in cui esista
S c T tale che dom(—8) =S x W, per ogni t € S esista #': V— R affine e
continua tale che g'(w) < (t,w) per ogni we W e B(t, -) sia convessa a
s.c.i. (t€S8), considerando, in luogo di ¢, la funzione il cui valore in
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C,w)eTxWe

k%

(w),

{inf {at,x): € Z(t,v)} seveW
veVr
+oo se ve V\W

cosl come é stato fatto nel Corollario 3.2.

[BA1]

[BA 2]

[BA 3]
[BA 4]

[BA 5]

[BA 6]
[BA 7]

[BL]

[CS]

[CV]
(ET]

(K]
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