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Proprietà della convessificazione.

ADA BOTTARO ARUFFO (*)

SUMMARY - In this work we examine functional inequality (that we introduced
in [BA 3] and studied also in [BA 4] and in [BA 5]) to search connections with
some operation, as convexification; we give sufficient conditions to obtain
that a couple of double Fenchel conjugates (with respect to the last variable)
verifies a functional inequality if the couple of functions verifies the same
condition; moreover we prove that the double Fenchel conjugate with re-
spect to the last variable of a normal integrand f on T x (X x Y), which ver-
ifies a suitable functional inequality with respect to the norm composed with
the projection on Y, is again a normal integrand which verifies the same
condition.

Introduzione.

Si considera, dati un insieme Z, ~, c 2Z, una Z-

-") [- 00, + 00] funzioni}, la seguente condizione su coppie di funzioni
(g, h), ove g, h: Z - [- 00, + 

esista Zo c Z con e per ogni e &#x3E; 0 esista a,, E Ci per cui

per ogni z E Zo per il quale J

Tale condizione (detta maggiorazione funzionale) rappresenta una
generalizzazione del concetto di «maggiorazione integrale» (cfr. [BL],
[CS]), è stata introdotta (cfr. Osservazione 0.9) in [BA 3] e viene stu-
diata, sotto vari aspetti, in [BA 3], in [BA 4], in [BA 5], in [BA 6] ed
in [BA 7].

In questo lavoro ci si occupa soprattutto dello studio di tali maggio-
razioni funzionali, in rapporto all’operazione di convessificazione sulle

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica dell’Università di Genova,
via L. B. Alberti 4, 16132 Genova.
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due funzioni della coppia che verifica la condizione e di alcuni legami
con le integrande normali.

In particolare, nel § 1, dopo aver fornito condizioni sufficienti affin-
ché dalla verifica della condizione per una coppia (g, h) si possa dedurre
una analoga proprietà per la coppia (g**, h**) formata dalle doppie co-
niugate di Fenchel, rispetto alla seconda variabile, delle funzioni prece-
denti (nel Teorema 1.0), nelle Osservazioni 1.1 si mostra con esempi co-
me le ipotesi del Teorema 1.0 non si possano indebolire in alcune
direzioni.

Nel § 2, tramite risultati relativi agli involucri convessi degli epi-
grafici di funzioni sequenzialmente semicontinue inferiormente definite
su T x E x V che, insieme alla norma composta con la proiezione su V,
formano coppie di funzioni che verificano un’opportuna maggiorazione
funzionale, si dimostra (Teorema 2.4) che se f è un’integranda normale
su T x (X tale che ( f, (t, x, y) E T x X x Y H ~ Iyly E [0, +oo[) verifichi
un’opportuna maggiorazione funzionale allora anche la doppia coniuga-
ta di Fenchel di f rispetto all’ultima variabile è un’integranda normale
che verifica la stessa condizione.

Infine, nei risultati del § 3, si forniscono ipotesi sotto cui, se

( prT , y)) è una coppia di funzioni definite su T x X che verifica la
condizione descritta, si possa ottenere che (~, /3) è una coppia di funzioni
che verifica ancora un’analoga condizione, ove ~: T x W - [ - 00, +00] è
definita in ogni punto come l’estremo inferiore di a su opportuni insiemi
oppure ~ è la doppia coniugata di Fenchel, rispetto alla seconda variabi-
le, di tale estremo inferiore; si prova anche (Teorema 3.4) che tale dop-
pia coniugata di Fenchel è un’integranda normale e si caratterizzano
(Teorema 3.6) anche in altro modo le funzioni o di cui sopra.

Desidero ringraziare il Prof. J. P. Cecconi, che ha discusso con me i
risultati del presente lavoro.

0. Notazioni e preliminari.

0.0 NOTAZIONI. Siano Z, W spazi vettoriali topologici su R in duali-
tà. Allora ~ z, w )zxw = (w, indica il prodotto di dualità tra z E Z e
w E W; Z’ indica il duale continuo di Z, w(Z) indica la topologia debole
su Z indotta dalla dualità con Z’; se Z è uno spazio normato su R allora
lzlz indica la norma in Z di z E Z e Sz (a, r) = f z E Z: Iz - alz  r}
(a E Z, r &#x3E; 0); se T ed S sono insiemi, 2 è una a-algebra su T e è una

a-algebra su S, 2 x M indica la più piccola a-algebra su T x S che contie-
ne la classe {A x B: A E 2, B E ~’r’L~; se E E 2, 21E indica la a-algebra in-
dotta su E da 2. Si abbrevierà s.c.i. per indicare «semicontinua infe-
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riormente», s. s. c. i. per indicare «sequenzialmente semicontinua infe-
riormente», s.c.s. per indicare «semicontinua superiormente». Se E, F
sono insiemi, G c E, D c E x F, allora 2E indica l’insieme delle parti di
E; IG : E - [0, +00] indica la funzione tale che

se f: E - F è un’applicazione, allora f I G indica la restrizione di f a G e,
se allora G - H indica l’applicazione tale 
= f(x) per ogni X E G; è un insieme e 1~: E - K è un’applicazione, allo-
ra (f, k): E - F x K indica l’applicazione tale che ( f, I~)(x) _ ( f(x), 
per ogni x E E; prE : E x F - E indica l’applicazione tale che prE (x, y) =
= x per ogni (x, y) E E x F; Dx = { y E F: (x, y) E D} per ogni

se ~: E--~ [- ~, + ~] è una funzione, 
h(e) % a) indica l’epigrafico di A, dom h = {e E E: A(e)  +00}; x(E) =
= {k: E - [-00, +00] funzioni}. Siano V, U spazi vettoriali topologici su
R, localmente convessi in dualità; se A c V, allora coA indica la chiusu-
ra dell’involucro convesso di A; ~* indica la coniugata di Fenchel (ri-
spetto alla dualità di V con U) di una funzione ~: V -~ [ - 00, + 00] 
indica la coniugata di Fenchel (rispetto alla dualità di U con V) di p* (se
si omette chi è U, si intende che sia U = V’). Se (Z, ~), (W, -8) sono spazi
topologici, E c Z, allora ~ x 9 indica la topologia prodotto di ~ e di 4 su
Z x W, indica la topologia indotta su E da ~, E t indica la chiusura di
E secondo ~ (si omette «~» se non ci sono confusioni), indica la a-al-

gebra di Borel su (Z, t); q indica la topologia euclidea su [ - 00, + 00]. Si
conviene inoltre che sia sup 0 = - - e inf0 = 

O.1 DEFINIZIONE. Siano e a-algebra su T, (X, p) spazio topologico,
f: T --~ X. Allora f si dice 2-misurabile se f -1 (A) E 2 per ogni A E p.

0.2 DEFINIZIONE. Siano 2 a-algebra su T, ,u: 2 -") [0, + 00] misura,
(X, p) spazio topologico, f: T x X - [- 00, + Allora si dice che f è
un’integranda normale se f è (2 x B(p))-misurabile ed f(t, ·) è s. s. c. i. per
q.o. t E T.

0.3 DEFINIZIONI. Siano (T, r) spazio topologico, 2 a-algebra su T,
g: 2 -") [0, + - 1 misura. Allora si dice che:

è internamente regolare se per ogni A E 2 ed e &#x3E; 0 vale la se-
guente condizione

(0.3.0) esiste KA, compatto e chiuso in r, KA tale che KA, ~ c A,
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è internamente regolare sugli insiemi di misura finita se la
condizione (0.3.0) è verificata per ogni A ~ ~ con  + 00 e per ogni
e&#x3E;0.

0.4 DEFINIZIONE. Uno spazio susliniano è uno spazio S topologico
T2 tale che esistano uno spazio P metrico completo e separabile e un’ap-
plicazione p continua e surgettiva, p: P- S.

0.5 TEOREMA. Sia X spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso T2 su R e sia f: X - [- 00, + 00]. Se f ammette una minorante affi-
ne e continua si ha:

DIMOSTRAZIONE [ET] (Cap. I, Proposizioni 3.2 e 4.1).

0.6 OSSERVAZIONE. Siano X insieme, Y spazio vettoriale topologico
localmente convesso T2 su R, C chiuso e convesso di Y,
f : X x C - [- 00, + 00] funzione, f : X x C - [ - oo , +00] tale che

Allora

ove

(e quindi c 7~ c se

(o. 6. o) esiste una funzione Y-R affine e continua tale che
fx (y)  f (x, y) per Ogni y E C,
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Ix = C se non vale (0.6.0) (cfr. Teorema 0.5 ed [ET], Cap. I, Proposizio-
ne 4.1)),

(cfr. [ET], Cap. I, Proposizione 4.1).

0.7 DEFINIZIONI. Siano Z insieme, 8 c ~, ~t c 
a) Si definisce Zo c Z con

per 0 esista at per cui h(z) % a, (z) + sg(z) per
ogni z E dom ( - h) 

b) Se M c Z, si dice che gli elementi di :J1l, equiapparten-
gono Z, ~t) se esiste Zo c Z con tale che per ogni

e per ogni e&#x3E;0 esista cui si abbia h(z) ~
(z) + per ogni z E dom (-h) n dom g n n Zo.

0.8 OSSERVAZIONI. In questo lavoro talvolta ci si riferirà alle Defi-
nizioni 0.7 relativamente a:

a) Z = T x X, (ove T e X sono insiemi, s c 2T )
ed a una classe di funzioni indipendenti dalla seconda variabile, cioè
una classe

(0. 8. 0) ~t(tB) = {a: T x X - [-00~ +00] funzioni: a( ~, x) = a( ~, x’ ) e 1B
per ogni x, 

ove 8 c ~,(T); ad esempio:
i) { b: T -~ R funzioni},
ii) am = ove 1Bm = {b: T - R funzioni £-misurabili) (es-

sendo 2 una a-algebra su T, u: L - [0, +oo] una misura,
8 = {S E 2: = 0} (si noti che, con tale scelta, ~ risulta essere un
anello)),

’iii) a§ (p E [1, ~]) (essendo 2, ~J., S come in

ii));
b) le seguenti classi ~t:

~tc = {a: Z --~ R funzioni costanti} ,

{a: T x X - [O, +00]: per ogni t E T esista Ya, e ;1 per cui a(t, .) =
(ove sono come in a) e T c 2) - 

’

0.9 OSSERVAZIONE. La definizione di maggiorazione funzionale uti-
lizzata in [BA 3], [BA 4], [BA 6] e [BA 7] è formalmente diversa da
quella data qui nella Definizione 0.7 a), ma di fatto è la stessa poiché
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(g, h) E (nel senso della Definizione 0.7 a)) se e solo se
E Z, a (nel senso della definizione

utilizzata nei lavori citati).
Analogie dello stesso tipo sussistono anche tra Definizione 0.7 b) e

Osservazioni 0.8 da un lato e [BA 3] (Definizione 1.0 b) e Osservazioni
1.2 a) e b)) dall’altro.

Pertanto, tenendo conto di queste considerazioni, nel seguito di
questo lavoro si potranno applicare risultati dei lavori sopra citati,
anche se relativi a definizioni for~m~almente diverse da quelle del n. 0.7.

1. Studio delle maggiorazioni funzionali in rapporto alla convessi-
ficazione.

1.0 TEOREMA. Siano T insieme, S c 2T, Y spazio vettoriale topo-
logico localmente convesso T2 su c x i~, ~, = f ,S x Y: S E 8) ,
g, h: T x Y- [- 00, + 00]. Siano j e h relative a g e ad h (e a X = T,
C = Y) come nell’Osservazione 0.6. Allora si ha:

a) se

~l c f a: T x Y - [- 00, + 00]: esiste Sa c T per cui dom a = Sa x Y
e a(t, ~ ) è concava, s.c.s. per ogni t E Sa}

e se ( g, h) E M(~t,, T x Y, risulta ( g, h) T x Y, a);
b) se S è un anello, se g è non negativa, se esiste 8 c ~,(T) tale che

valgano

(1.0.0) esiste T c T con e 8 tale che per ogni a esista ba E 93
e per ogni t E Tl esista Ya, t c Y per cui sup a(t, y) % ba (t) e
sup h(t, y) ~ ba (t) YEY.,T

y E YBYa,t
e

(1.0.1) gli elementi di ~(g, c): c equiappartengono a
M(~,, T x Y, ~l)

(ove ~l(93) è relativa a 1B come in (0.8.0) dell’Osservazione 0.8 a)) e se
( g, h) E T x Y, ~), risulta ( g, h) T x Y, a).

DIMOSTRAZIONE. a) Poiché (g, T x e visto che

h(t, y) ~ h(t, y) ((t, y) E T x Y) per [ET] (Cap. I, Proposizione 4.1), risul-
ta che ( g, h) E M(R, T x Y, a). Sia To c T, con T B To E S, relativo all’ap-
partenenza di ( g, h) a M(R, T x Y, a) e sia e &#x3E; 0. Allora esiste aE e a tale
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che

Sia ora t E Rh n Sat n To (ove Rh è tale che dom
servazione 0.6)); risulta quindi che

e d’altra parte

è convessa e s. c. i. per l’ipotesi fatta su Q e per la definizione di h; per-
ciò, utilizzando [ET] (Cap. I, Proposizioni 3.1 e 4.1) si ottiene che

b) Tenendo conto dell’Osservazione 0.9, utilizzando che (g, h) E
E T x Y, a), che S è un anello, che g è non negativa e che
vale (1.0.0), da [BA 4] (Corollario 1.6 b)) segue che (g, h) E
E M(R, T x Y, (ove è relativa a 8 come in (0.8.0) dell’Osser-
vazione 0.8 a)) e pertanto per la a) si ha che (g, h) E T x Y, a(1B)).
Usando ora che S è un anello e che vale (1.0.1), per [BA 4] (Corollario
1.6 a)) si conclude.

1.1 OSSERVAZIONI. a) Si noti che la a) del Teorema 1.0, nel caso
particolare di 8 = {S E 2: g(S) = 0} (ove C è una a-algebra su T e
g: [0, + - 1 è una misura) e di a = ( ~,, R): b(t) . 0 per ogni
t E T ~ ) (si è usata la notazione di (0.8.0) dell’Osservazione 0.8 a)) e di g
ed h non negative, era stata provata (cfr. anche [BA 3], Osservazione
1.2 c)) in [BL] (Cap. III, § 3, Proposizione 2), ove le ipotesi erano più
restrittive anche riguardo agli spazi.

b) Si noti che, se T, S, Y ed lR sono come nelle ipotesi del Teorema
1.0, possono esistere T x Y --~ [0, 
a(t, .) è continua per ogni t E T ~ e funzioni g, h: T x Y - [0, + ~ [ tali che
( g, h) T x Y, a) e ( g, M(~,, T x Y, ~).

Basta considerare Y = ~, G, H: R --~ [0, + 00[,
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g(t, y) = G(y), h(t, y) = H( y) per ogni (t, y) E T x R, ~l _ { (t, y) E T x
x R H A, (y) E [0, + -0  e  1 }; infatti G, H e A~ (0  ~  1) sono funzio-
ni continue ed H è convessa (si può verificare che H"(y) &#x3E; 0 per ogni
y E R), per cui H = H** (cfr. [ET], Cap. I, Proposizioni 3.1 e 4.1);
inoltre se 0el, risulta che A~ (y) &#x3E; ( 1- ~) H(y) e

pertanto H(y)  A, (y) + eH(y) = A, (y) + E:G(y) e se y E R B [-V§, V§]
si ha che H(y) = Ae (y) ; Ae (y) + eG(y); infine, visto che G** = 0

(cfr. [ET], Cap. I, Proposizione 4.1) e visto che A, (y)  H(y) per ogni
e per la relazione H * * (y) ~ BQ (y) +

+aG**(y) non vale per alcun y E

c) Se nella b) del Teorema 1.0 si sostituisce, alla validità di

(1.0.1), la validità della seguente condizione

(1.1.0) gli elementi di {(~c): equiappartengono a
M(8, T x Y, a)

(ove Q(B) è relativa a 1B come in (0.8.0) dell’Osservazione 0.8 a)) e si la-
sciano invariate tutte le altre ipotesi, allora può cadere la tesi.

Basta considerare un anello 8 tale che T ~ s, Y = R, g(t, y) = 1 +

n E N}, ~ _ B (si sono utilizzate le notazioni delle Osservazioni
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0.8). Risulta allora che ~ = = h (cfr. [ET], Cap. I, Proposizione 4.1)
e quindi per [BA 3] (Osservazioni 1.3 b) e c)) risulta che

e inoltre, tenendo conto di [BA 4] (Osservazione 1.7 ac)), si ottiene anche
(1.1.0), mentre (1.0.0) si può provare utilizzando l’Osservazione 1.7 b)
di [BA 4] (si sfrutti anche l’Osservazione 0.9).

2. Maggiorazioni funzionali ed integrande normali.

2.0 LEMMA. Siano (S, ~) spazio topologico pseudo-metrizzabile, d
pseudo-distanza che induce su S la topologia ~, V uno spazio di Banach
riflessivo su R, k: S x V - [0, + 00] fiunzione s. s. c. i. rispetto alla topolo-
gia o x w(V), so E S tale che per ogni sn E S (n E Z+ ) con Sn - so- si abbia
che

sia relativamente sequenzialmente compatto in w(V) per ogni y E V’,
y E R. Allora si ha che

DIMOSTRAZIONE. È ovvio che il primo membro contenga il secondo.
Sia (xo , co epi .). Allora esistono y E V’, a, re R, a &#x3E; 0 tali che
si abbia

Infatti per [ET] (Cap. I, Corollario 1.2) esistono y E V’, a, y E R tali che
valga (2.0.0).

D’altra parte se co epi .) = 0 si può supporre « ~ 0 e altrimenti è
a * 0, poiché se (x, a) E epi .) anche (x, b) E epi per ogni b ~ a
e quindi a &#x3E; (-r - (x, per ogni b &#x3E; max {a, 0} e facendo tende-
re b a + 00 si conclude.
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Sia ora A: V - R la funzione affine e continua tale che per ogni X E V
sia:

Allora si ha:

per ogni X E V.

Infatti se « &#x3E; 0 è ovvio e se a = 0 si ha che

per ogni X E dom k(so , .) , y

mentre 1~ è a valori non negativi e quindi vale (2.0.1).
Ora esiste so- &#x3E; 0 tale che per ogni s e S per cui d(s, so ) ~ so- si abbia

x) per se infatti per assurdo esistessero

(neZ+) tali che e 

essendo

relativamente sequenzialmente compatto in w(V) per ogni w E V’ ,
esisterebbero un’estratta (Xnh)heN di (x,,).,Z, e x E V tali che

Xnh -") x nella topologia w(V ); allora, essendo s. s. c. i. rispetto alla topo-
logia a x w(V), si avrebbe che:

che contraddice (2.0.1).
Risulta allora che (xo , aco ) ed epi k(s, .) sono separati dall’iperpiano

che è grafico di A per ogni s E S con d(s, so ) ; eo e altrettanto avviene per
(xo , ao ) e u {epi .): s E S, d(s, So ) ~ nonché per (xo , aTo ) e

co (u {epi k(s, .): s E S, d(s, so) ---- co }) e quindi, tenendo conto che (xo , aco )
non appartiene all’iperpiano di cui sopra, si ha che:

2.1 LEMMA. Siano (T, r) spazio topologico pseudo-metrizzabile,
S c 2T. Siano (E, ~) uno spazio topologico pseudo-metrizzabile, d pseudo-
distanza che induca su T x E la topologia r x ~, V uno spazio di Banach
riflessivo su R, k: +00] funzio-
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ne s. s. c. i. rispetto alla topologia r x ~ x w(V),

ove ~lc (relativa come nell’Osservazione 0.8 b); sia
To c T con relativo a tale appartenenza. Allora per ogni
(to , eo ) E To x E si ha che:

DIMOSTRAZIONE. Sia 8 = ~S x E: S E 8) ; allora a = {F x V: F E 8}.
Si può quindi applicare (a T x E, 8, V, g = k, h: (t, e, x) E T x E x
x V H x E V) il Teorema 2. 5 c) di [BA 5] e, tenendo conto dell’Osservazione
2.7 a) di [BA 5], si ottiene che si può applicare il Lemma 2.0 a (S, a) =
(ToxE,,riTo x ~ ), e ad un qualunque punto (to , eo ) E To x E.

2.2 TEOREMA. Siano (T, T) spazio topologico pseudo-metrizzabile, L
a-algebra su T tale che C D ,u: [0, + m] misura completa ed in-
ternamente regolare (cfr. Definizione 0.3 a)). Siano (E, ~ ), d, V come
nel Lemma 2.1, ,u(,S) = 0~, k: T x E xV &#x3E;
-~ [0, + 00] funzione s. s. c. i. rispetto alla topologia r x ~ x w(V),

ove am (relativa a X = E è come in ii) dell’Osservazione 0.8 a). Al-
lora per ogni j E Z+ esiste K~ compatto e chiuso in r per cui sia

e per cui per ogni (
’ si abbia:

DIMOSTRAZIONE. Ovviamente, comunque siano gli insiemi Kj

( j E Z+ ) e qualunque sia i in (2.2.1) il primo mem-

bro contiene il secondo. Basta allora provare l’esistenza di Kj ( j E Z+ )
compatti e chiusi in r che verifichino (2.2.0) e per cui in (2.2.1) il primo

membro sia contenuto nel secondo per ogni i
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Per le ipotesi fatte su k esiste To E cf con = 0 e per ogni
n E Z+ esiste bn : T- R funzione cf-misurabile per cui sia

per ogni

Ora se j E Z+ per il teorema di Lusin (cfr. [BA 1], Corollario 4.28 e Defi-
nizione 1.8 ac)) per ogni n E Z+ esiste un compatto e chiuso Kn,j in r tale
che sia  1 /(2n + 1 j ) e bn sia continua e non è restrittivo

supporre che sia (n, j E Z+ ) (infatti basta considerare
Hn,j compatto e chiuso in r tale che sia  1 /(2n + 12~ ) e con

bn IH . continua i Siano ora j E Z+ , Ko, ;

compatto e chiuso in ~, Ko ; c To ,  11(2j) (un tale insieme
esiste per l’interna regolarità di g), si supponga che sia Ko,j c (il

che è lecito) e sia

compatto e chiuso in r e Kj c per ogni j E Z+ .
Sia ora j E Z+ . Allora ogni funzione bn è limitata su Kj (n E Z+ )

(cfr. [K], Cap. 5, Teorema 8) e pertanto è lecito applicare il Lemma 2.1
su Kj relativamente ad S = ~S c S E ~,,u (S) = 0 ~ e l’insieme To citato in
tale lemma si può considerare coincidente con Si ha allora che

e quindi, se i visto che esiste jto E Z+ tale che se

j allora to E Kj , si ha: 
’

co epi eo , .) :J

ove l’ultima eguaglianza segue dal fatto che per ogni
j E Z+ .

2.3 LEMMA. Sia (K, r) spazio topologico compatto. Allora (K, r) è
pseudo-metrizzabile se e solo se (K, r) è regolare e a base numerabile di
aperti.
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DIMOSTRAZIONE. Sia (K,,r) pseudo-metrizzabile. Allora (K, z) è a
base numerabile di aperti per [K] (Cap. 5, Teorema 5) ed è regolare
per [K] (Cap. 5, Corollario 35 e Cap. 5, definizione di paracompatto
(prima del Teorema 28)).

Viceversa sia (K,,r) regolare e a base numerabile di aperti. Allora
per la dimostrazione di [K] (Cap. 4, Teorema 16) esiste una famiglia F
numerabile di funzioni f : K- [0, 1 ] continue e tali che per ogni B c K,
B chiuso e X E KBB esista f E F Allora per [K] (Cap.
4, Lemma 5) la mappa valutazione e: K- [o,1]~’, per
ogni è continua ed eK,e(K) è aperta. D’altra parte e -1 (e(A) = A
per ogni A E r. Infatti, se A 1 r e se X E (e(A)), esiste y E A tale che
e(y) = e(x) e se x ft A risulta che X E KBA e y ft KBA, KBA è chiuso e
pertanto esiste f E F per ma f(y) = f (x) E f (K B A).
Quindi, visto che e(K) è pseudo-metrizzabile, per [BA 1] (b") del Teore-
ma 1.7) si conclude.

2.4 TEOREMA. Siano (T, r), (X, p) spazi topologici, e a--algebra su T,
(K, sia regolare e a base numerabile di aperti per ogni K

compatto e chiuso in r, g: 2-") [0, + 00] misura a-finita, completa e inter-
namente regolare sugli insiemi di misura finita (cfr. Definizione 0.3 b)),
Y spazio di Banach separabile e riflessivo su R, ~, = f S x X x
x Y: S E L, u(S) = 0) , a E E [1, oo]} (ove si sono usate le no-
tazioni di ii) e di iii) dell’Osservazione 0.8 a)), esistano XM E 
(M E N) tali che: i) X = U XM ; ii) (Xm, p ix.) sia spazio pseudo-metriz-
zabile tale che esistano PM spazio pseudo-metrico, completo e separabi-
le e pM : PM - XM continua e surgettiva (M E N); iii) per ogni xn , x E X
(n E N) tali che lim Xn = x in p, esistano M E N e successione

strettamente crescente di naturali per cui x, xnh E XM per ogni
h E N.

Sia f : T x (X x p - [0, + ~ ] integranda normale, ove su X x Y si
consideri la topologia p x w(Y) (cfr. Definizione 0.2), sia

e sia To E 2 con = 0 relativo a tale appartenenza.
Allora, se T e ~, T 1 c To è tale che = 0 è s. s. c. i.

su X x Y con la topologia p x per ogni t E Tl , si ha che
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è un’integranda normale, ove su X x Y si considera la topologia
inoltre ( f(t, x, ~ ))** è convessa per ogni t E ~’ e per ogni

xeX e

DIMOSTRAZIONE. Sia dapprima Q = Qm. Sia A c Ti, con

fJ.(A)  + 00. Tenendo conto del fatto che per l’interna regolarità di g su-
gli insiemi di misura finita per ogni e &#x3E; 0 esiste A, compatto e chiuso in
r, A, c A tale che  e, per il Corollario 4.17 di [BA 1] (cfr. an-
che [BA 1], Osservazioni 4.18 e 4.27, Esempio 4.19 e Definizioni 1.18 a’)
e 3.0) applicato su ogni A1/(2n) (n E Z+ ) si ottiene che per ogni n E Z+ esi-
ste Kn compatto e chiuso in r, Kn c A, tale che e

sia s. s. c. i. rispetto alla topologia · Ora

per ogni n E Z+ risulta che Kn , con la topologia è un compatto re-
golare a base numerabile di aperti ed è quindi pseudo-metrizzabile per
il Lemma 2.3; sia M E N e sia una pseudo-distanza su Kn x XM che
induca la topologia (r x x Per ogni n E Z+ siano ora

c Kn relativi a Kn , XM , Y e aflKnxxMxY come nell’enunciato del
Teorema 2.2, fJ.(Kn  v 1 /( j2M + 1 ) ( j E Z+ ); allora se n E Z+ si ha
per ogni

ove la prima eguaglianza segue dal Teorema 0.5.

Allora, tenendo conto del Teorema 0.5
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da cui

anche se il secondo membro è +00. Allora per ogni n, j E Z+ la
funzione

è s. s. c. i. rispetto alla topologia
i allora la funzione

è s. s. c. i. rispetto alla topologia (’t" x p x w(Y) x x x Y , ove si tenga con-
to della iii) e, poiché Kn,j x XM x è pseudo-metrizzabile con la

si ha che per ogni M E N la
funzione

è s. c. i. rispetto alla topologia e d’altra par-

. rispetto alla topo-
logia per ogni t E A, per [BA 1] (Corollario 4.17, Osser-
vazioni 4.18 e 4.27, Esempio 4.19 e Definizioni 1.18 a’ ) e 3.0) si ha
che

è un’integranda normale, ove su X x Y si considera la topologia p x w(Y)
e ciò vale per ogni A E £, A c Tl con g(A)  + 00. Poiché g è a-finita, si ha
allora che

è un’integranda normale, ove su X x Y si considera la topologia
p x w(Y).

La convessità di ( f(t, x, ’))** per ogni (t, x) E T x X segue dalla defi-
nizione di coniugata di Fenchel e (2.4.1) segue da (2.4.0) e da a) del Teo-
rema 1.0 (applicato a T x X, ,u(S) = 0}, Y).

Se ~l = ~l; (p E [1, 00]), la tesi segue dal teorema relativo ad e da
a) del Teorema 1.0 (applicato a T x X, = 0}, Y).
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3. Maggiorazioni funzionali, estremi inferiori e convessificate.

3.0 TEOREMA. Siano T insieme, S c 2T, X e W insiemi, = {S x X:

multiapplicazione; sia

Sia inoltre

Allora, se esiste T c 2T tale che R U S E S per ogni R E ~’, S E 8 e per il
quale valgono:

esiste per ogni

si ha che le due seguenti condizioni sono equivalenti fra loro:

(si noti che la condizione (3.0.0) si sfrutta solo per provare l’implicazio-
ne da (3.0.2) a (3.0.3) e la (3.0.1) si usa solo per dimostrare che da (3.0.3)
segue (3.0.2)); inoltre da (3.0.0) segue che

DIMOSTRAZIONE. Valga la condizione (3.0.0), valga (3.0.2) e sia
To c T con relativo all’appartenenza di (0, ~3) a T x
x W, Allora per ogni e &#x3E; 0 esiste be tale che
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per ogni Quindi

per ogni
n dom ~ e d’altra parte da (3.0.0) segue che

e pertanto vale (3.0.4) e inoltre

per ogni con (t, y(t, x)) E
E dom (-P), per cui vale (3.0.3).

Valga ora la condizione (3.0.1), valga (3.0.3) e sia So c T con
T B So E 8 relativo all’appartenenza di (a, 8) a T x X, Al-
lora per ogni e &#x3E; 0 esiste c, tale che

per ogni

Utilizzando anche (3.0.1) risulta perciò che

per ogni (t, w) E dom (- B) n dom Y n n So n T2 ) x W) e quindi
vale (3.0.2).

3.1 COROLLARIO. Siano T, S, X, W, p, r come nel
Teorema 3.0. Allora:

a) se si definisce
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per ogni (t, w) E T x W, la (3.0.3) del Teorema 3.0 è equivalente a

b) se (W, ~) è parzialmente ordinato, se (3(t, .) è debolmente cre-
scente per ogni t E T, se si definisce 01 : T x W- [ - 00, +00] tale che

la (3.0.3) del Teorema 3.0 è equivalente a

inoltre

DIMOSTRAZIONE. Per provare le due tesi basta mostrare che, nelle
rispettive ipotesi di a) e di b), con opportune scelte di zo e valgono
(3.0.0) e (3.0.1) {O} e le due funzioni ~o e ~1 coincidono con la fun-
zione § del Teorema 3.0, relativa rispettivamente ad a e e ad a e a

Per far ciò, basta scegliere

per ogni (t, w) E T x W

e tenere conto che, nel caso b), la validità di (3. 0.1 ) con S= (0) segue
dalla debole crescenza di ,~(t, ~ ) (t E T).

3.2 COROLLARIO. Siano W chiuso e convesso di uno spazio V vetto-
riale topologico localmente convesso T2 su R, T, Sy X, 9 8 (1B), 9 a 9

{3, y, ~, t/J come nel Teorema 3.0, ~o e (se (W, ~) è parzialmente ordinato)
come nel Corollario 3.1 e valga la seguente condizione

(3.2.0) esiste S c T tale che dom (-{3) = S x W, per ogni t E S esiste
f3t: V -+ R affine e continua tale che ,~t (w) ~ (3(t, w) per ogni
w E W, (3(t,.) è convessa e s.c.i. per ogni t E S.
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Allora, utilizzando per ~, 00 e ~1 la notazione dell’Osservazione 0.6, ri-
sulta che:

a) se valgono le condizioni (3.0.0) e (3.0.1), la (3.0.3) del Teorema
3.0 è equivalente a 

’

(si noti che la condizione (3.0.0) si sfrutta solo per provare l’implicazio-
ne da (3.2.1) a (3.0.3) e la (3.0.1) si usa solo per dimostrare che da (3.0.3)
segue (3.2.1));

b) la (3.0.3) del teorema 3.0 è equivalente a

c) se (W, ~) è parzialmente ordinato, se (3(t, .) è debolmente cre-
scente per ogni t E T, la (3.0.3) del Teorema 3.0 è equivalente a

DIMOSTRAZIONE. Utilizzando la notazione dell’Osservazione 0.6,
dalle ipotesi e dal Teorema 0.5 segue che (3(t, .) = .) per ogni t E S (e
la stessa uguaglianza è ovvia se t E T B S) e quindi B = B. Pertanto dal
Teorema 1.0 a) (applicato su V) si ottiene che da (3.0.2) segue (3.2.1), da
(3.1.0) segue (3.2.2) e da (3.1.2) segue (3.2.3). D’altra parte, poiché
~ -:-c 0, ~o  ~o , ~1 ~ ~1, si ha subito che (3.2.1) implica (3.0.2), (3.2.2) im-
plica (3.1.0), (3.2.3) implica (3.1.2). Quindi la tesi segue dal Teorema 3.0
e dal Corollario 3.1.

3.3 TEOREMA. Siano T, s, X, ~,R , 8, (relativi a
W = R) come nel Teorema 3.0, ~o come nel Corollario 3.1, (3(t, .) sia de-
bolmente crescente per ogni t E T, E c R, "pE: T x R - [- m , + 00] sia ta-
le che

Allora, utilizzando per YE la notazione dell’Osservazione 0.6, se

si ha che è debolmente crescente per ogni t E T ed inoltre se va-
le (3.2.0) risulta che (3.0.3) del Teorema 3.0 implica
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viceversa, se si ha che (3.3.1) implica (3.0.3) del Teore-
ma 3.0.

DIMOSTRAZIONE. Dalle ipotesi segue che

e dalla debole crescenza di ~3(t, ~ ) (t E T) segue the ~o (t, ~) è debolmente
crescente per ogni t E T. 

Utilizzando allora [BA 3] (Teorema 0.5 a)) si ottiene che "pE(t, .)IE è
debolmente crescente per ogni t E T.

Inoltre, se vale (3.2.0), poiché per il Corollario 3.2 b) si ha che (3.0.3)
implica (3.2.2) e visto che £l &#x3E; Y0 (si è sfruttata per Y0 la notazione del-
l’Osservazione 0.6), da (3.0.3) segue (3.3.1).

Sia ora y(Dr ) c E e valga (3.3.1). Tenendo conto del fatto che

ove o è relativa alla multiapplicazione ~o definita nella dimostrazione
del Corollario 3.1 a), si ha che esiste To c T con TB To E 8 tale che
per ogni e&#x3E;0 esista be E 83 per cui valga (3.0.5) per ogni (t, w) E

e quindi (3.0.6) per ogni
(t, x) x X) con (t, y(t, x)) E dom (-(3) n dom o (e
quest’ultima condizione equivale a dire che (t, y(t, x)) E dom ( -~3) n
n dom ~o , essendo r(Dr) c E) e vale (3.1.1), per cui vale (3.0.3).

3.4 TEOREMA. Siano T insieme, e a-algebra su T, g: ~ ~ [0, 
misura a-finita e completa, (X, p) spazio topologico susliniano, a, 

(relative a W = R) come nel Teorema 3.0, ~o come nel Corollario 3.1,
E c R tale che E e RBE siano unioni numerabili di intervalli (anche de-
generi) di R, r/JE come nel Teorema 3.3, B(t, ·) sia strettamente crescente
per ogni t E T, a sia (£ X 83(p)-misurabile, r sia (£ x

esista k: T-R funzione ~-misurabile tale che

Allora, utilizzando per ~o e OE la notazione dell’Osservazione 0.6, risulta
che ~o e ~E sono integrande normali (cfr. Definizione 0.2).

DIMOSTRAZIONE. Basta provare la tesi per OE, in quanto c~o = ~R.
Sia 1: T x R - 2x la multiapplicazione tale che
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Allora, tenendo conto della stretta crescenza di (3(t, .) (t E T), si ha
che 

-

YE (t, w) - k(t) = inf {a(t, x) - k(t): x E w)} per ogni (t, w) E T x R.

D’altra parte per [BA 2] (Osservazione 1.10) e per [CV] (Cap. III, Teo-
rema 23) si ha che a - k e E verificano le ipotesi del Teorema 1.9
di [BA 2]. Utilizzando [BA 2] (Teorema 1.9), [CV] (Cap. VII, dimostra-
zione del Corollario 2) e b) del Lemma 1.2 di [BA 2] si ottiene che TE =
_ (~E -k o prT ) è un’integranda normale.

3.5 OSSERVAZIONE. Sfruttando alcuni fatti provati in [BA 4], si

possono ottenere risultati analoghi a quelli del Teorema 3.0 e dei Corol-
lari 3.1 e 3.2 relativamente a maggiorazioni funzionali considerate ri-
spetto a classi funzionali più generali delle e ivi utilizza-
te.

Entrando più in dettaglio: siano T, S, X, W, 9 &#x26;W a, /3, y, 19 ~, ~
come nel Teorema 3.0, 00 e (se (W, ~) è parzialmente ordinato) ~1 come
nel Corollario 3.1, siano ax c ~,(T x AJ, aw c ~,(T x sia un anello
ed « sia non negativa; allora il Teorema 3.0, i Corollari 3.1 e 3.2 e [BA 4]
(Corollari 1.6 a), 1.6 b) e 1.12) permettono di fornire condizioni suffi-
cienti (che vengono espresse mediante l’esistenza di una classe

verificante opportune ipotesi, insieme alle classi e

considerate nel Teorema 3.0 ed alle applicazioni a, (3, y) perché le
seguenti sette condizioni siano fra esse equivalenti:

Infatti: se vale (1.6.2) di [BA 4] (ove si sostituiscano a X, ~l, h rispetti-
vamente W, E per il Corollario 1.6 b) di [BA 4]
e tenendo conto del fatto che dalla non negatività di « e da [ET] (Cap. I,
Proposizione 4.1) segue la non negatività di ~, ~o , ~1, ~, ~o, ~1, risulta
che le condizioni (3.5.0), (3.5.2), (3.5.3), (3.5.4), (3.5.5), (3.5.6) implica-
no rispettivamente le condizioni (3.0.2), (3.1.0), (3.1.2), (3.2.1), (3.2.2),
(3.2.3); se vale (1.6.0) di [BA 4] (ove si sostituiscano a Z, g, ~t, B ri-
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spettivamente T X X, a|dom a, {a|dom a : a E QX(B)}, RX, {a|dom a : a E QX}),
per il Corollario 1.6 a) di [BA 4] risulta che (3.0.3) implica (3.5.1); se va-
le (1.6.2) di [BA 4] (ove si sostituiscano ad a, h rispettivamente

per il Corollario 1.6 b) di [BA 4] risulta che
(3.5.1) implica (3.0.3); se valgono (1.12.0) e (1.12.2) di [BA 4] (ove si so-
stituiscano a Z, a, 1B, lR, k rispettivamente T x W, 

a E per il C orollario 1.12 di [B A 4] risulta che
le condizioni (3.0.2), (3.1. 0), (3.1.2), (3.2.1 ), (3.2.2), (3.2.3) implicano ri-
spettivamente le condizioni (3.5.0), (3.5.2), (3.5.3), (3.5.4), (3.5.5),
(3.5.6).

Quindi, se valgono anche le ipotesi del Teorema 3.0 e dei Corollari
3.1 e 3.2, si ottengono le equivalenze volute.

3.6 TEOREMA. Siano T, X, a, ,8, r (relativi a W = R) come nel Teore-
ma 3. 0, E come nel Teorema 3. 3, ,8(t, .) sia strettamente crescen-
te per ogni t E T, valga (3.3.0) e sia r(Dr) c E. Allora:

%9(t, -) debolmente crescente per ogni t E T,

b) se E è un intervallo chiuso, utilizzando per OE la notazione del-
l’Osservazione 0.6, si ha che:

convessa e s.c.i. per ogni t E T.

DIMOSTRAZIONE. a) Per quanto visto nella dimostrazione del Teo-
rema 3.3 e per (3.1.1 ) si ha che OE verifica (3. 6. 0) e quindi per con-
cludere basta provare che T x E . Se (i, w) E T x E e se X E X è ta-
le che (t, x) E D. e y(t, x) &#x3E; w allora

ove si è tenuto conto del fatto che OE verifica (3.6.0); pertanto, tenendo
conto che per la stretta crescenza di ~3(t, ~ ) (t E T) risulta (t, w) =
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si conclude. 
°

b) Tenendo conto del Teorema 3.3 e del fatto che si ha
verifica (3.6.0) e (3.6.1). Pertanto basta provare che

Poiché verifica (3.6.0), risulta che e quindi, vi-
) è convessa e s. c. i. per ogni t E T, si ha che

per ogni t E T (si è tenuto conto del Teorema 0.5 e della a)).

3.7 OSSERVAZIONE. Il Teorema 3.0 ed il Corollario 3.1 hanno utilità
per passare da una condizione del tipo di quella definita (per una funzio-
ne g) nel n. 0.7 a) per funzioni definite su T x X ad una condizione ana-
loga per funzioni definite su T x W e viceversa.

Avrebbe allora interesse, ad esempio quando si volesse applicare
questo tipo di risultati al calcolo delle variazioni, sapere che, se W è
chiuso e convesso di uno spazio V vettoriale topologico su R localmente
convesso T2 , la funzione § che si associa ad a è convessa nella seconda
variabile. Ma questo in generale non è vero, neanche se X è anch’esso
uno spazio vettoriale topologico su R localmente convesso T2 e a(t, .) è
convessa per ogni t E T, come si può vedere con il seguente esem-
pio.

Allora

per ogni t E T.
Si può comunque ovviare all’inconveniente, nel caso in cui esista

S c T tale che dom ( - ~3) = S x W, per ogni t E S esista ,~ : V - R affine e
continua tale che /3~(~) ~ (3(t, w) per ogni w E W e (3(t, .) sia convessa a
s.c.i. (t E S), considerando, in luogo di ~, la funzione il cui valore in
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cos  come è stato fatto nel Corollario 3.2.
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