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RexD. SEM. Mar. UNIV. PADOVA, Vol. 81 (1989)

Auflésbare Gruppen mit endlichem Exponenten,
deren Untergruppen alle subnormal sind. - II.

WALTER MOHRES (*)

In dieser Arbeit beweisen wir, dafl auflésbare Gruppen von endli-
chem Exponenten, deren Untergruppen alle subnormal sind, nilpo-
tent sind. Die entsprechende Frage wurde von H. Heineken und
I.J. Mohamed, [1], bereits auf einer Konferenz im Jahr 1973 aufge-
worfen, und das Problem wurde von ihnen auf die Untersuchung von
Erweiterungen elementarabelscher p-Gruppen durch elementarabelsche
p-Gruppen reduziert. Daher handelt auch dieser Artikel zum groften
Teil von solchen Erweiterungen.

Wie in der vorherigen Arbeit, auf der diese aufbaut, sei p eine feste
Primzahl, und @ sei die Klasse aller Paare (G, 4), so dal A und G/4
elementarabelsche p-Gruppen sind. Wir wollen also zeigen, daf fiir
(@, A) € ® die Gruppe G nilpotent ist, falls alle Untergruppen von G
subnormal in G sind. Unsere Taktik ist dabei folgende. Sei (G, 4)e @
und sei G' nicht nilpotent. Wir werden dann zwei Untergruppen U
und V von G konstruieren, so dal UNV =1 und [4, .U, V]+*#1
fir alle te N. Da [4, ,U, V] fir alle 1€ N in den ¢-ten normalen
Hiillen von U und V liegt, konnen U und V nicht beide subnormal
gein. U und V werden wir als Vereinigung von aufsteigenden Folgen
(U.)ny bzw. (V;)y endlicher Untergruppen von G erhalten, so daB
[4, U, Vi]#1 und U;,NV,=1 fiir alle i€ N. Wir stehen also
vor dem Problem, gegebene Gruppen U, und V; auf geeignete Weise
zu vergrofern. Dies konnen wir mit Hilfe der folgenden Aussage,
namlich Satz (2.2) 16sen: Ist (G, A) € @ mit geniigend groem G/A,
ist U eine endliche Untergruppe von G und a € 4\U, so gibt es ein

(*) Indirizzo dell’A.: Maroldstr. 24, D-8062 Markt Indersdorf (Germ. Fed.).



270 Walter Mohres

v€ G\UA mit a¢ (U, ). Auf dieses Ergebnis arbeiten wir nun hin.
Ahnliche Sitze wie der eben genannte werden dabei immer wieder
auftreten.

In Abschnitt (1) beweisen wir, daf fiir alle » € N und fiir alle
(G, A) € @ der Durchschnitt aller Untergruppen U mit |UA/A| = p»
trivial ist, falls |G/A| in Abhingigkeit von » grof genug ist. Dabei
miissen wir die Fille groBer und kleiner Nilpotenzklasse von G unter-
scheiden. Der folgende Hilfssatz gibt eine obere Schranke fiir die
Ordnung einer Untergruppe, die von n Elementen erzeugt wird.

(1.1) LEMMA. Sei (G, A)e ®.

(i) Ist U eine endliche Untergruppe von A und K eine Unter-
gruppe von @, so daB KA[A endlich ist, so gilt |U%|<
<IU|IKA/AI-

(ii) Fir alle ne N sei w(n) = 2n + p» (;‘) Ist n e N und sind

Dyy ooy B, € Gy 80 gilt K@y, ooey T, D] <™.

BEWEIS. (i) Seien U< A und K<@, so dal U und KA/A endlich
sind. Sei T eine Transversale von A in KA. Dann gilt

Ut =(U*:xe Ky =KU*: zeT).

Da UZ abelsch ist, folgt |UX|<|U|ITI = |U|lE4/4l,

(ii) Sei n €N und seien @, ..., v,€ G. Weiter sei K = {&;, ..., ¥,»
und U = ([@;, #;]: %, j €1, n)). Dann ist K'= UX und daher

|K'| < |U|1E44] < (p&)yom — o) |

Weiter hat K/K' wie G hochstens Exponenten p2. Also ist |[K/K'| <p?".
Es folgt |K| = |[K'|: |K/K'|<p®™.

Zunichst wollen wir zeigen, dafl der oben erwihnte Durchschnitt
trivial ist, falls die Nilpotenzklasse von G gro8 genug ist. Zur Vor-
bereitung eines Induktionsbeweises betrachten wir Untergruppen der
Form (U, y> N A niher, wobei U eine endliche Untergruppe von @ ist.

(1.2) LEMMA. Sei (G, A)e D, sei neN,, seien zy, ..., %,, y€ G,
so da8 xA, ..., »,4, yA unabhingig sind, und sei U = (&, ..., &,).
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Sei § =<0, p— 1>" und

D= <17p_1>><{(ji’"-7jn):7:e<17”>7 ji) -"9jn€<0,p"‘1>: 7.17‘&1’"‘ 1} .

SchlieBlich sei R = (U N A)®,

8 = {[y?, L1y eoey tZn]t (b1 oeey 1) € 8)

und
D= @i Yy 1,%i5 oee s 3@n)s (ByJiyeeny Jn) € D).
Dann ist (U, y)> N A = RSD.

BEWEIs. R ist ein Normalteiler von <U, y>. Weiter ist [§, #;]<8
fir alle ¢e<1,n) und [8, y] = 1. Also ist auch § ein Normalteiler
von (U, y>. Folglich ist W := RS8D eine Untergruppe von A.

Sei (k) jiy ey Jn) €Dy b= 1[T:1 Yy 1 @iy eeey 5,@n], j = J; und

@: c€EA [0 j, Tiyry ey s8] EA.

Ist k= p— 1, so ist [b, y] = @([®iy x.1a¥, ;2:]) €D. Ist k=p—1, so
gilt [b, y] = @([@:, ¥, @) = @([y? ;1a@)) € 8. Also ist [b, yle W.
Sei se d,7— 1)>. Dann gilt

[by 2] = @([@:y Yy Tay xaYy @:]) = (@25 Yy 1022 [@([21) @45 52:]), Y] -

Der erste Faktor dieses Produkts liegt in D und der zweite in R.
Also ist [b, z,]e W.

Ist j=p—2, so ist [b, &)= (@) Yy 1@ x19]) = [p(a?), wyl€E.
Ist j7=p— 2, so ist [b, x;] = @([@:) +¥, s1.%:]) € D. Also ist [b, x;]e W.
Fiir set+ 1, n) ist [b,x,]e D<W.

Insgesamt folgt, daB W ein Normalteiler von (U, y> ist. Die
Kommutatoren und die p-ten Potenzen der Erzeugenden von <U, y> =
= {W®yy ooy L, Yy liegen in W. Also ist (U, y)>/W eine elementar-
abelsche p-Gruppe. Sei nun ¢e (U, y> N A. Dann gibt es ¢, ..., €51 €
€<0,p— 1> und weW, so daB ¢ = o} ... zi*-y*+-w, also a5 ... x5
cy*+1=1 (mod 4). Da x4, ..,x,4, yA unabhingig sind, folgt
& = . =€y = 0 und damit c=weW. Also ist <U,y> N A<W.
Natiirlich gilt auch W< (U, y> N A.

Fir (G, A) e @, endliches U<G und a€ A\U versuchen wir U
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80 zu vergroflern, da @ auBerhalb bleibt. Das folgende Lemma gibt
ein Kriterium dafiir, wie eine Nebenklasse von A in G beschaffen
sein muB, damit man ein Element aus ihr zu U hinzufiigen kann, ohne
daB @ in dem entstehenden Erzeugnis liegt.

(1.3) LEmmA. Sei n €N, und sei
an) =1+ p*(p + 1) +p(2n +pn (’2"))

Weiter sei (@, A) € B, @y, .., Tny Y € G, |[A, 5_1®1y vy p1®ny »1Y]|>P™™,
U = {®, ..., @,y und a € A\(U N 4). Dann existiert ein ¢ A mit
a ¢ <U, yo).

BeEwErs. X sei die Menge aller Abbildungen von §:=<0,p— 1)"
in (0, p— 1> und A sei die Menge der Abbildungen von

D:=Tq,p—1>x
X{(j:‘y ---yjn): te <17 7">, ji} "'7jne<07p_1>1 ji#p_ 1}

in <0,p—1). Fir ze@, ced, 02 und de 4 sei

»#(z, 0, 8) =

= [, D1y eeey ,-"a;ﬂ]a(il....,in). H [, 2, 1By ey ,,_w,,] 8(ksity..nsin
(Gryeersin)e (i, ine

und

Meyo,8) = [ [0 p-x¥y @1y evy i, @a]"Crmemsin)e

(ig5e0.9tn) €

—8(kydtye.nri
[0y @iy ka¥y 5%y ory 10%n] (eodtyoesdn)
(kydsyee.sin)E

Fir ce 2, el und ue(UN A)Y =: R sei O(o, §, w) die Menge
aller ¢€ A mit x%(ye, o, 6)u = a und B(c, J) sei der Kern des Homo-
morphismus ce A > A(¢, 0,8)€ A. Sei (0, 8, u)e XX AXR. Fir ce 4
ist (ye)? = y*[e, ,1y] und

[@:y wyel = [®:y YOy Y] = [y Y1[Cy @iy e ay]™*
fiir alle 1€ <1, n) und alle ke {1, p—1). Folglich gilt

#(ye, 0, 8) = x(y, 0, 6)* Ale, o, J) .
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Sind nun ¢, d€ C(o, J, u), so gilt

#(Y, 0, 6) Alc, 0, 0)u = x(ye, 0, O)u =
= a = x%(yd, 0, 6)u = x(y, 0, 6)- Md, 0, &) u

und damit ed—* € B(o, §). Ist also C(o, d, u) #~ B, so ist es eine Neben-
klasse von B(a, 9).

@: CEA [0 511y ooy paln, p Y] €A ist ein Endomorphismus
von A. Nach Voraussetzung ist |4: Ker (¢)| = [p(4)|>p™™. Ist
(0, 0) e x4 mit (e, 8) (0, 0), so ist B(c, §)<Ker (p) nach [2],
(1.4) (iii) und daher |[A4: B(o, 8)|>p™™. Wegen a¢ R ist auBerdem
C(0, 0, u) = @ fir alle u e R. Weiter gilt

|2><A XRI <pp" .pzz”“.pp-w(n) — pn(n)—l ,

wobei w(n) = 2n + p» (g) gemiB (1.1) definiert ist. Nach einem Satz

von B. H. Neumann, [3], (4.1) kann A nicht die Vereinigung von we-
niger als p™™ Nebenklassen von Untergruppen sein, deren Index in
A jeweils mindestens p™™ ist. Also gibt es ein ¢ e 4, das in keinem
der O(o, 8, w) liegt, d.h. a = x(ye, o, 8)u fiir alle (o, 6, ) € ZxX A4 X R.
Nach (1.2) folgt a ¢ <U, ye).

Es folgt das oben angekiindigte Lemma.

(1.4) LemmA. Es gibt eine Abbildung {: N, — N, so daB fiir alle
n € N, folgendes gilt:

Ist (G, A)e ® und @ nilpotent der Klasse mindestens ¢(n),
50 ist

N{U<G: |UAJA|=p"} =1.

BEWEIS. Sei w die Abbildung aus (1.1), § die aus [2], (3.5) und =
die aus (1.3). Sei {(0) = 0, sei

{(1) =2+ (p—1) max {#(1,1), 1 4 n(1)}
und fir alle ne N mit n>2 sei

() =2+ (p— 1) max{{(n— 1), n— 1+ B(1, w(n—1)), n + a(n)} .
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Dann gilt die Behauptung des Satzes fiir » = 0. Sei nun » € N, und
gei die Aussage fiir n — 1 richtig. Weiter sei (G, A) € @, G nilpotent
der Klasse mindestens {(n) und a € A\1.

Sei m = max {(1, 1), 1 4 =n(1)}, falls n» =1, und ansonsten sei

m = max{{(n— 1), n— 1+ B(1, w(n— 1)), n + n(n)} .

Da die Klasse von G mindestens 2 4 (p — 1)m ist, ist A € Z,,_1)(G)-
Nach [2], (1.4) gibt es deshalb x,,...,x,€ @ und ein be 4, so daB
[By pa®ry ooy p1®m] = 1. Sei H = A, Ty .y Tm).

Sei zunichst n>2. Da die Klasse von H mindestens (p — 1)m,
also auch mindestens {(n — 1) ist, gibt es nach Induktionsvorausset-
zung ein U< H mit |UA[A|=p**und a¢ U. Sei HA=UA[AXK|A
mit einer geeigneten Untergruppe K. Dann ist |K/A|>pfl-et—D) Es
gibt Y1y .oy Yo € U mit UA = (A, 41y oy Ynxd. Sl V=C_1, ..., Yu_r)-
Nach (1.1) ist |V N A|<|V|<p®®~D. Also existiert nach [2], (3.5) ein
Y. € K\A mit a¢ (VN A)»>, Bs gibt nun 9,4, ..., ¥m € K, so daBl
14, .., y.4 unabhéngig sind. Nach [2], (1.5) gilt dann [b, ,_,¥,, ...
ey pa¥m]#= 1. Fir n =1 setzen wir V=1 und y; = a; fir alle
1 €1, m).

Nach [2], (1.4) (iii) folgt

I[A’ p—1Y1y +eey z:-l?/n]|>
>l<[b7 p-1Y1y vry p—1Yny iy, Yni1s ooy i, Ym]: Tng1y veey Im€ <L, P — 1>>I:

= ppm"n >pm—n >p"(ﬂ) .

Algo gibt es nach (1.3) ein ¢ce 4 mit a¢(V,y,¢) =: W. Dann gilt
|WA[A| = p~.

Damit ist der Fall der Gruppen groBer Klasse erledigt. Wir wenden
uns nun den iibrigen Gruppen zu. Dazu bendtigen wir das folgende
Lemma iiber ganzzahlige Polynome.

(1.5) LEMmMA. Es gibt eine Abbildung «: NXNxN — N, so daB
fir alle ¢, m, n e N folgendes gilt:

Sei t = a(e, my n). Sind fy, ..., fn € Z[®, ..., #;] homogene Poly-
nome vom Grad mindestens 1 und héochstens », so gibt es %y, ..., k;€ Z,
die nicht alle durch p teilbar sind, so daB f(%k, ..., k;) = 0 (mod p°)
fiir alle 7€ <1, m).
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BEWEIS. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion
nach n. Sind f,, ..., fn€ Z[z,, ..., #,,,] homogen vom Grad 1, so
besitzt das lineare Gleichungssystem

fi(wla esey wm+1) =0 9 1€ <1, m>

eine nichttriviale Losung in @7+! und daher auch eine nichttriviale
Losung (g, ..y Wmyq) € 27 Sei k; = n,;/ggT (ny, ..., Npy,) flir alle
1ed,m+ 1).

Dann ist (k, ..., kmy,) € Z™*1, nicht alle %, sind durch p teilbar und
fillyy ooy Bpyy) = 0 fiir alle ¢ € 1, m). Wir kénnen also «(e, m, 1) =
= m + 1 setzen fiir alle ¢, m € V.

Sei nun n e N mit n>2, und sei o|yynx(,q—1y bereits definiert
und habe die gewiinschten Eigenschaften. Seien ¢, m € N. Weiter sei
80) =0, s(1) =1, #(k) = t(k — 1) + s(k) und s(k + 1) = a(e, m-n'®),
n— 1) fiir alle ke N. SchlieBlich sei ¢ = (p*—1)p*" + 1 und t = #(q).

Fiur alle ¢ € (1, m) sei f; € Z[x,, ..., #;] ein homogenes Polynom in
den Variablen x,, ..., #, mit n,:= grad (f;,) € (1, n). Es seien y,, ..., ¥,
weitere Unbekannte. Wir zeigen nun, da8 es fiir alle j e (1, ¢> ein
a(j)e Z, fir alle (3, k)€ <1, m) x<1, ¢> ein b(i, k)€ Z und fir alle
(¢, k) e <1, m) X <0, ¢> ein homogenes Polynom g, , € Z[w,, ..., ] vom
Grad n; gibt, so daB folgendes gilt:

Fiir alle ke (1, ¢> sind nicht alle Eintrige von

o(k) := (a(t(k — 1) + 1), ..., a(i(k)))
durch p teilbar. Fiir alle ke {0, ¢> und alle ¢ e {1, m) gilt

() Fi@ry ooy @uayy €K 4 1) Yryay vy €(Q) Y,) =
= Gi1(@1y ooy Tuw) + 00, k4 1) 934, + o+ (G ¢) Yy (mod p?) .
Setzt man g, ,= f; fiir alle ¢ € <1, m)>, so gilt (%) fir k= ¢. Sei nun

ke, ¢>, und seien a(j) fiir je (k) + 1, ¢, b(3, ) tiir (4,1) <1, m) X
X<k 41, ¢» und g,, fir (i, 1) € <1, m) X<k, ¢> bereits gegeben. Sei

r=1t(k—1) und s = k). Fir v = (v;,...,v,)eN, sei o(v) = > v, und
j=1

fon
fir alle ie <1, m) sei V,= {veNj: o(v)<n;}. Fir alle i€ (1, m) ist

Giw(@1y cony @) = D by o (@riay oeny T) @7 . 2
vEV
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mit geeigneten Polynomen &,, € Z[x,,, ..., #,] fir alle veV,. Dann

ist M:={h,,:1€d,m),veV,, o) el,n,— 1)} eine Menge von

homogenen Polynomen aus Z[z,,,, ..., #,], deren Grade zwischen 1
m

und »— 1 liegen. AuBerdem ist |M|<> |V,/<m-n’. Da nun
i=1

s—r=1tk)—tk—1) = s(k) = x(e, m*n"y,n— 1),

gibt es nach Induktionsvoraussetzung a(r + 1), ..., a(s) € Z, die nicht
alle durch p teilbar sind, so daB k(a(r + 1), ..., a(s)) =0 (mod p°)
fiir alle he M. Fir alle i€ {1, m) sei b(i, k) = h; (o,.. ,0)(a(r + 1), ...
wey a(8)). Fir alle i€ <1, m) und alle v € V,; mit o(v) = n; ist h,, ein
kongtantes Polynom. Sei also

Gipa= > h ol al

1.0
vEVi,0(v) =m0

tir alle ¢ € {1, m)». Weiter sei ¢(k) = (a(r 4 1), ..., a(s)). Es gilt nun
fiir alle i€ 1, m):

Giie(@1y ooy Bry 0(B)Y) = D by o (0(B)Ys) a3 ... ) =

vEV
=Gipa(®y ey @) + hi,(o,...,o)(o(k)?/k) =
= Gix1(@1y ooy @) + b(i, k) -y (mod p°) .

Die Zwischenbehauptung folgt also per Induktion nach k.
Fiir alle 7 € {1, m) ist natiirlich g;, = 0 und daher

fe)yy oy (@)¥,) =b(E, 1) 97" + ... + b5, ) %' (mod p) .
Die Vektoren (b(1, %), ..., b(m, k)) € Z koénnen modulo p* nur p°"

verschiedene Werte annehmen. Da nun ¢ = (p*— 1)p* + 1, gibt es
paarweise verschiedene I(1), ..., I(p°) € <1, ¢), so daB

b(i, 1)) = ... =b(¢, I(p°)) (mod p°)
fir alle 1€ {1, m). Fir alle ke {1, ¢> sei

1 falls & e {I(1), ..., Up*)} ,
w, =
" 0 sonst .
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Dann gilt

file()wy, ..., c(q)w,) = b(é, 1)-wl + ... 4 b(3, ¢)-w)* =
= b(i, I(1)) + ... +b(,(p?) =0 (mod p°)

fir alle ie<l,m). Sei nun (k, ..., k) = (¢(1) w, ..., ¢(q)w,). Da
nicht alle Eintrige von ¢(I(1)) durch p teilbar sind, sind auch nicht
alle k; durch p teilbar. AuBlerdem ist f.(k,, ..., ;) = 0 (mod p*) fiir
alle ¢ e (1, m)». Wir konnen daher o(e, m, n) =t setzen.

(1.6) SATz. Sei ce N mit ¢>2. Sei @ eine nilpotente p-Gruppe
der Klasse hochstens ¢. Der abelsche Normalteiler K, (@) habe Rang 1.
Sei U eine endliche Untergruppe von G mit K, (U) = 1. Sei |U|<p"®
mit einem geeigneten n € IV, und sei ¢ = a(n, (n 4 1)°, ¢). Sei H ein
Normalteiler von @, so dafl G/H eine elementarabelsche p-Gruppe
der Ordnung mindestens p’ ist. Dann existiert ein y € G\H mit
KT, 9)) = 1.

BEwEis. Es gibt 2y, ...,2,€ U, so daB U = <{&y, ..., 2,». Sei

T ={(iy, oy i) €1, m 4 130
W+ 1€ {iyy ey o}y {i1y eory Ge} N L, 0) 5= B}

Da |G/H|>p!, gibt es y,, ..., y. € G, so daB y,H, ..., y.H unabhingig
sind.

Sei ¢ = (i1) .oy %) € L. Sei @;: 2,,€ G 1> [24, ..., 2 ] € K (G). Weiter
sei @ = {jel,0): i, =n-+1}, ¢= Q| und x: <1, ¢> >@ die eindeu-
tig bestimmte monoton wachsende Bijektion. Fiir alle w,, ..., w,€ G
sel pi(wy, ..., W) = [vy, ..., 0], wobei v; = 2z, , falls j¢@Q, und v, = w;
fir alle je<1, ¢>. Dann ist ¢,») = yix, ..., x) fir alle € G. Da
K, ,(G)=1, gilt dann fir alle (s, ..., s,) € Z¢:

YT - YY) = Py Y s YT ) =
t 2 t
=TI « I vy, s 95i) =11 o I 9wy ooy Yo)" @@
=1 ia)=1 i)=1  i@=1
Da K,(@) Rang 1 hat, gibt es ein a € @ mit {a) = {r e K (G): #*" = 1}.

Sei j = (j(1), ..., j(@) € <1, 8>°. Wegen (iy, ..., %) # (n + 1, ..., n + 1)
ist vi(¥swy -y Yi0) €in Kommutator der Linge ¢, an dem ein Ele-
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ment aus U, also ein Element der Ordnung hoéchstens p*, beteiligt
ist, und dessen Ordnung daher ebenfalls hiochstens p= ist. Folglich
gibt es ein «; € Z mit .Yy -y Yi0) = a*. Sei

fi = ;i &j1) «or Lj(q) € Z[.’L‘l, ey a:,] .
i=(i(1),...,i(a)) <1,859

Dann gilt
Py ... Yit) = @ftCrmen) fir alle (s, ..., 8;) € Z¢.

Auflerdem ist f; ein homogenes Polynom vom Grad ¢e€ <1, ¢).

Sei M= {f;: e I}. Dann ist M eine Menge von homogenen Poly-
nomen aus Z[a,,...,x;], deren Grade zwischen 1 und ¢ liegen, und
es ist |M|<|I|<(n+ 1)°. Wegen ¢ = a(n, (n + 1)°, ¢) gibt es nach
(1.5) ein (ky, ..., k;) € Zt, 30 daB nicht alle k, durch p teilbar sind und
fir alle fe M gilt

f(kyy oy k) =0 (mod p»).
Sei y = y¥+ ... yf*. Dann ist y € G\H und
K (U, p) = <Eo(U), guly): 1€ I = (@b fel) = 1.

Der folgende Satz ist ein Analogon zu [2], (3.1).

(1.7) LemMmA. Sei ¥ eine Klasse von Tripeln (G, 4, M), so daB
(@, A)e @ und M eine Menge von Untergruppen von @ ist.

Es existiere eine Abbildung y: N, - N, so daB fir alle ke N
folgendes gilt:

Ist (G, 4, M)e ¥, |G/A|>p"™ und U e M mit |U|<p* so gibt
es ein ye G\UA mit (U, y)>e M.

Dann exigtiert eine Abbildung é: NxIN, — IV, so daB fiir alle
m €N und ke NN, folgendes gilt:

Ist (G, 4, M)eV, |G[A|>p’™"® und Ue M mit |U|<p*, so
gibt es ein Ve M mit U<V und |VA/UA| = p™.
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BEWEIS. o sei die Abbildung aus (1.1). Fir alle k€ N, und alle
meN mit m>2 sei (1, k) = y(k) und

8(m, k) = max {p(k), d(m — 1, o(k + 1))} .

Dann gilt die Behauptung fiir m = 1. Sei nun die Aussage fiir ein
m— 1€ N richtig. Weiter sei ke N,, (@, 4, M)e¥, |G|A|>p’m™®
und Ue M mit |U|<p*.

Da |G/A|>p"™, gibt es ein y € G\UA mit V:=<(U,y>e M. Weil
V von k -+ 1 Elementen erzeugt wird, ist |V|<p®**? nach (1.1).
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein We M mit V< W und
|WA|VA| = pm. BEs folgt U<W und

|WAJUA| = |WA|VA||VA|UA| = pm.

Lemma (1.8) zeigt unseren angestrebten Satz fiir den Fall, da8
die Nilpotenzklassen der Gruppen G beschrinkt sind.

(1.8) LemmA. Es gibt eine Abbildung ¢: NxN — N, so daB fir
alle ¢, n € N folgendes gilt:

Ist (G, A) € @, G nilpotent der Klasse hochstens ¢ und |G/4|>
>peem g0 ist

N{U<G: |UAJA| =p"} =1.

BeWwWEIs. Sei g(1, n) = n + 1 fiir alle ne N. Dann gilt die Aus-
sage fir ¢ = 1. Fir eine ¢c— 1€ N sei g|q,.—1yxn gegeben.
Sei « die Abbildung aus (1.5). Sei p(0) =1 und

y(k) =k 4 a(k, (k + 1)°, ¢) fir alle ke N.

Nach (1.6) gilt dann fiir alle ke IN folgendes:

Ist (G, A) € D, G nilpotent der Klasse hochstens ¢, K (@) zyk-
lisch, |G/A|>p"™ und U<@G mit |U|<p* und K,(U) =1, so gibt es
ein ye G\UA mit K.((U,y)) =1. Fir die Anwendung von (1.6)
setze man H = UA. Nach (1.7) existiert dann eine Abbildung
0: NxN,— N, so daB fiir alle (m, k) e NxN, folgendes gilt:

Ist (G, A) € @, G nilpotent der Klasse hochstens ¢, K (@) zyk-
lisch, |G/A|>p®™® und U< @ mit |U|<p* und K,(U) =1, so gibt
es ein V<@ mit U<V, K (V)=1 und |VAJUA| = p™.
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Sei g(c, n) = d(e(c— 1, n), 0). Weiter sei (G, 4)€ @, G nilpotent
der Klasse hochstens ¢, |G/4|>p%>™ und a e A\l. Sei N ein maxi-
maler Normalteiler von G mit a ¢ N<A4. Dann ist (G/N, A/N)e D,
G/N nilpotent der Klasse hochstens ¢, Z(G/N) N A/N und damit auch
auch K (G/N) zyklisch und |(G/N)/(4/N)|>p¥e—1.m,0)  Algo gibt es
ein V/N<G/N mit K (V/N)=1 und [(V/N:-A|N)/(4|N)| = pec~1m,
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein U/N<V/N mit aN ¢ U/N
und |(U/N-A/N)/(A/N)| = p». Dann ist 2¢ U und |UAJA| = p~.

Satz (1.9), das Hauptergebnis von Abschnitt (1), fat nun die
Resultate von (1.4) und (1.8) zusammen.

(1.9) SaTz. Es gibt eine Abbildung #: IV — N, so daf fiir alle
n € IN folgendes gilt:

Ist (@, 4)e ® mit |G[A|>p™™, so ist
N{U<G: |UAJA| =pr} =1.

BEwEIs. [ sei die Abbildung aus (1.4) und o sei die aus (1.8).
Fiir alle ne N sei n(n) = o({(n), n).

Sei ne N. Weiter sei (G, A)e ® mit |G[A]|>p"™. Wir konnen
annehmen, da G/A endlich und damit @ nilpotent ist. Ist die Klasse
von @ mindestens {(n), so folgt die Behauptung aus (1.4), und anson-
sten aus (1.8).

Unser nichstes Ziel ist es, fir (G, A)€ @ und endliche Unter-
gruppen U, V von G mit UNV =1 und UANVA = A zu zeigen,
dafl man U vergrofern kann durch ein W< @ mit <U, W) NV =1
und (U, W)A N VA = A. Hierfiir ist der Fall |V|=pund UNnAdA=1
wesentlich, den das folgende Lemma behandelt.

(2.1) LemmA. Es gibt eine Abbildung #: N, — N, so daB fir alle
n € N, folgendes gilt:

Ist (G, A)e® mit |G/A]|>p*™ und U<@G mit |U|<p" und
UNA=1, so ist
KU, 2)=1T.

xeG\U4

BEWEIS. (i) § sei die Abbildung aus [2], (3.5) und 7 die aus (1.9).
Setzt man $(0) = (1), so gilt die Aussage fiir n = 0. Sei nun ne IV
im folgenden fest, und sei I = <0, p— 1)>*. Weiter sei () =2,
(M) = B(n(1), n) fiir einelementige Teilmengen M von I und fiir
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mehrelementige Teilmengen M von I sei
©(M) = B(n(max {z(N): N c M, N = M}), n) .

Wir zeigen nun, daf fiir alle M C I folgendes gilt:

Ist (& A)e®, U= <@y, ..,0.><G mit UnAd =1, |§/UA|>
>p™™ und {(4y, ..., %) €I: [A, i@y, ony i,@a]l # 1} = M, s0 ist

U,>=T.

zeG\UA

Ist diese Aussage gezeigt, so folgt die Behauptung des Lemmas fiir »,
wenn wir #(n) = n + max {v(M): M CI} setzen. Wir fithren nun den
Beweis per Induktion nach |M|.

(ii) Ist M = 0, so ist A= 1 und die Aussage ist somit richtig.
Sei M eine einelementige Teilmenge von I und seien G, A, #,, ..., z,, U
wie oben gegeben. Dann ist M = {(O, ..., 0)}, d.h. [4, U] =1. Wegen
UNA =1 ist auBerdem U’'U? =1 und folglich UA ein elementar-
abelscher Normalteiler von G. Also ist (G, U4)e @. Weiter ist
|G/UA|>pP"D:n), Sei ae A\l. Dann ist a€ UA\U. Nach [2], (3.5)
existiert folglich ein H < G mit H> UA, |H/UA|=p" und a¢ U7 =:N.
Da aN 71 und |(H/N)/(UA/N)| = p"™, gibt es nach (1.9) ein xe H\UA
mit aN ¢<{@xN), also a¢ (N, z)>>U, ).

(iii) Sei nun M eine mehrelementige Teilmenge von I, und die
Behauptung sei richtig fiir alle echten Teilmengen von M. Weiter

n
sei (4 ..., 1,) € M, so daBl > ¢, maximal ist. SchlieBlich sei
i=1

r=max {tr(N): Nc M, N+ M} .

Dann ist 7(M) = B(n(r), n). Der Induktionsschritt erfolgt in zwei
Teilen.

(@) Sei
(@, ) e D, U=AL0yy ..., <@
mit UNA =1, |Gg/UA|>p",

{(fil’ eeey jn)EI: [Ay i3 L1y eeey 1,."”"]7& 1} cM ’
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acA und a¢[4,,, .., ;%] =:B Dann ist aBe A[B\1 und
N:={(jry .oy ju)€I: [A/B, ;2. B, ..., ;,2s B] 5~ 1}

ist eine echte Teilmenge von M, da (i, ..., ¢,)¢ N. Weiter ist

(@/B)/((UB|B)(4/B))| = |G| UA|>p">p™®

und

UB/BNA/B= (UBNA)[B=(UNA)B/B=1.

Folglich gibt es ein # € G\UA mit aB ¢ (UB|B, xB) und damit insbe-
sondere a ¢ (U, x).

(b) Sei
(G, A)ed, U={_0y .., @><C

mit UNA=1, |G/UA|>p™™,
{Gor ey i) €T T4, 1815 ooy s 0a] 1} = M und a€A\l.

Ist a¢[4, 2, .., 2] =: B, so gibt es wegen (M) = B(n(r), n) >
>(r)>r nach (a) ein x € G\UA mit a ¢ (U, x>. Sei also ¢ € B. Dann
existiert ein b€ A mit a = [b, ; @, ..., ; @,]. Wegen der Maximalitét

”
von > i, gilt

i=1
[4,z]<{cEA: [0, ;@1 .., ®n] =1} =: C
fir alle <€ <1, n), also [4, U]<C. Sei D = UA. Dann ist D/C ein
elementarabelscher Normalteiler von @/C und deshalb (G/C, D/C)€ .
Weiter is b¢ 0 = C(UNA)= UCN A, also bC¢ UC/C,
(G/C)/(D]0)| = |G/D| = |G| UA| > pPim)

und |UC/C|<p*. Folglich existiert nach [2], (3.5) ein H < @ mit H> D,
|H/D| = p" und b0 ¢ (UC/C)EC, d.h. b¢ (UC)E =: N. Also ist

((H/N)/(D|N)| =p"® und bNeH/N\1.
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Nach (1.9) folgt, daB es L< H gibt mit L >N, |(L/N)(D/N)/(D/N)| = p’
und bN ¢ L/N, d.h. b¢ L. Wegen U<N<L und D = UA folgt

|IL/U(L A 4)| = |L)(L N UA)| = |LD;D| = pr .

Wire ae[LN A, 2, ..., ,2,] =: H, so gibe es ein ec LN A mit
[6y @1y <oy 4 ®a]l = @ = [by 1 @1y ...y 1 @0], also b€ C<N<L und da-
mit b = e(¢-'b) € L im Widerspruch zur Wahl von L. Folglich ist
a ¢ E und daher existiert nach (ii) ein xe€ L\U(L N A) mit a¢ U, x).
Wegen U(LN A)= LN UA ist dann auch z¢ UA.

Estolgt ( 1 <Uy,®)Nn4=1 und somit () <T,0)=T0.

xe@\UA zeG\\U4

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Nun verallgemeinern wir (2.1), indem wir die Voraussetzung
UNA =1 weglassen.

(2.2) SArz. Es gibt eine Abbildung u: N, — N, so dafl fiir alle
n € N, folgendes gilt:

Ist (@, A)e @ mit |G/4A|>p*™ und U<@ mit |T|<p", so ist

N WUz="0.

2eG\U4

BEWEIs. @& sei die Abbildung aus (2.1), g die aus [2], (3.5). Sei
p(0) = 9(0) und p(n) = max {#(n), f(u(n — 1), n)} fir alle n e N. Fiir
n = 0 ist dann die Aussage nach (2.1) richtig. Sei die Behauptung
fir ein » — 1 € N, richtig.

Sei (@, A)e @ mit |G/A|>p*™ und sei U<G mit |U|<pr. Ist
UNnA=1, so gilt wegen |G/4|>p?™ nach (2.1) N U, x> =T.

2@\ U4
Sei also UN A% 1. Wegen (| <U, )< UA konnen wir annehmen,
2eG\U4
daB ein a € A\U existiert. Sei r = u(n — 1). Nach [2], (3.5) existiert

ein H<@ mit H>A, |[H/A|=p" und a¢ (UNA¥ =:N. Dann ist
a¢ N=NUNA)=UNNA, dh. aN¢ UN|N, |UN/N|<p™?, da
UNnAs1, und |(H/N)/(4/N)| = p*®—Y. Nach Induktionsannahme
gibt es folglich ein # € H\UA mit aN ¢ (UN|N, #N) und damit insbe-
sondere a ¢ (U, ).

Nun folgt das angekiindigte Resultat.

(2.3) LemMmA. Es gibt eine Abbildung &: IV, x N, X N — N, so daB
fir alle n, k € N, und m € N folgendes gilt:
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Ist (@, A)e D, sind U, V<G mit |U|<p®, [V|<p*und TNV =1
und ist K<G mit G/A = K[AXUA[AXVA[A und |K[A|>pmEm),
so existiert ein W< K mit |WA/A|=p™ und KU, W)NV =1.

BEwErIs. Wegen (2.2) und (1.7) gibt es eine Abbildung »: N X
XNy — N, so daB fiir alle (m, »n)e N x N, folgendes gilt:

Ist (@, A) € @ mit |G[A|>p’™", U< @ mit |U|<p* und ac A\U,
so existiert ein L<G mit L>U, |LA/UA|=p™ und a¢ L.

Sei &(n, 0, m) =m und &(n, k, m) = »(&(n, k— 1, m), n) fiir alle
(n, k, m) e Nox NXN. Dann gilt die Aussage fiir ¥ = 0. Sei die
Behauptung richtig fiir ein k— 1 € IV,. Weiter gei (G, A) € D, seien
U, V<@ mit |U|<p®, |V|<p*und UNV =1 und es sei K<G mit

QA =EKJ/AXUAJAXVA[A und |K[A]|>pimkm

Dann ist |UK[A|>p*é®¥=1.m:n)  Wir konnen annehmen, daB ein
v€eV\1 existiert. Dann gibt es ein LUK mit L>U, |LAJ/UA| =
= pfmE=Lm ynd p¢ L. Dann ist|V N L|<|V| und daher |V N L|<
<p*1. Weiter ist

L=UKNL=UWLNK)
und

ULNANLNE)<UANINEK)=LN(UANK)=LNA,

also

LIILNA)y=(LNE)/(LNA)YXTLNA)/(LNA).
SchlieBlich ist
(LN E)(LNA)| = LU N 4)| =

= |L/(L N UA)| = |LA|UA| = p*m¥*=1m)
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein W< L N K mit
[WILNA)/LNA)|=p* und (U, W)NnILNV)=1.

Dann ist

|WAJA| = [W[(WN 4)| = |W(LNA) (LN A)|=p"
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und
O, WynV =(U,WynL)NnV=<U,Wyn(LNV)=1.

Das niichste Lemma werden wir in (2.5) dazu benutzen, um in nicht
nilpotenten Gruppen G zwei aufsteigende Folgen (U,)y und (V,)y zu
konstruieren, deren Vereinigungen nicht beide subnormal sein kénnen.

(2.4) LeMmA. Sei (G, A)e @, G nicht nilpotent, me N und U
und V endliche Untergruppen von G mit UNV =1 und UAN
N VA = A. Dann existieren endliche Untergruppen U und ¥ von @,
sodaB U<U, V<V, 0NV =1, 04N VA = 4 und [4,,U, V]1#1.

BEWEIS. Sei G/A = K|AXUA|AXVA/A mit einer geeigneten
Untergruppe K. Sei |U| = p» und |V| = p* mit geeigneten n, ke N,.
Sei w die Abbildung aus (1.1) und £ die aus (2.3). Sei

s = max {m + £(k, w(n + m), m), &(n, k, m)} .

Nach [2], (1.2) sind UA und VA nilpotente Normalteiler von G. Da
G = K -UA -VA nicht nilpotent ist, ist auch K nicht nilpotent. Also gibt
es nach [2], (1.4) Elemente @, ..., z, € K mit [4, , 1%y, ..., ,2%,] 5% 1.
Sei L =<4, 2, ...,2,y. Dann ist |L/A|= p*>p*™*%™ nach [2], (1.4).
Also existiert nach (2.3) ein W< L mit |WA/A|=p™ und U, Wy N
NV =1. Wir konnen W so wihlen, dal es von m Elementen erzeugt
wird. Dann ist nach (1.1) [KU, W)|<p®®+m™, Sei L/A = M|A X WAJA
mit einer geeigneten Untergruppe M. Dann ist |[M/A| = p*~">
> pék-ot+mim)  Algo gibt es nach (2.3) ein X <M mit |[XA/A| = pm
und <U, W) NV, X) =1.

Es existieren %, ..., yn €W und Y., ..., ¥2n € X, so daB y,4, ...
...y Ysmd unabhingig sind. Nach [2], (1.5) folgt [A4, ,_1¥1y .oy p_1¥om] = 1
und damit auch [4, ¥, ..., ¥am] % 1. Folglich sind U := (U, W) und
V:=(V,X> die gewiinschten Untergruppen.

Nun folgt endlich unser angestrebtes Ergebnis liber die Erweite-
rungen elementarabelscher Gruppen durch elementarabelsche Gruppen.

(2.5) LEmmA. Sei (G, A)e @ und jede Untergruppe von G sei
subnormal in G. Dann ist G nilpotent.

BEWEIS. Angenommen, das Lemma ist falsch. Dann existieren
nach (2.4) Folgen (U,)y, und (V,)y,, so daB fir alle n € N, folgendes
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gilt:
Un<Un+1<G, Vn<Vn+1<Gy U.N Vnzl’
U, ANV, A=A4, [4, Uny Val#1.
Dann sind U:= U, und V:=JV, zwei Untergruppen von G mit
n=0 n=0

trivialem Durchschnitt. Sei d eine obere Schranke fiir ihre Defekte
in @ Dann gilt 13[4, .U, Val<[4,.U,:V1<UNV =1. Dieser
Widerspruch zeigt die Behauptung.

Wir konnten nun unseren Satz mit Hilfe eines Resultates von
H. Heineken und I.J. Mohamed, [1] sofort beweisen. Stattdessen
fithren wir hier aber einen eigenen Beweis an. Dafiir bendtigen wir
ein weiteres Lemma, das eine Folgerung aus einem bekannten Satz
von J. E. Roseblade ist.

(2.6) LEmMMA. Sei G eine Torsionsgruppe, deren Untergruppen alle
subnormal sind.

(i) Es existiert ein ce N, so dafl alle p-Komponenten von G
bis auf endlich viele nilpotent der Klasse hochstens ¢ sind.

(ii) Sind alle p-Komponenten von @ nilpotent, so ist auch @
nilpotent.

BeEwrrs. (i) Da alle Untergruppen von G subnormal in G sind,
ist G lokal nilpotent. Als Torsionsgruppe ist G folglich ein direktes
Produkt von p-Gruppen. Sei etwa G = []| @, mit einer p-Gruppe G,
tiir jedes p € P. veP

Angenommen, (i) ist falsch. Fiir ein 7€ N seien paarweise ver-
schiedene p,, ..., p;_, € P und Untergruppen H,, ..., H, , gegeben, so
daf H;<@,, und der Defekt von H,; in G,, grofler als j ist fiir alle
j€<1,7—1>. Nach einem Satz von J.E. Roseblade, [6] gibt es ein
ce N, so daBl alle Gruppen, deren Untergruppen alle subnormal vom
Defekt hochstens ¢ sind, nilpotent der Klasse hochstens ¢ sind. Nach
Annahme existiert ein p,e P\{p,, ..., p;_s}, so daB G, nicht nilpotent
der Klasse hochstens ¢ ist. Folglich gibt es ein H,<@, , so daB der
Defekt von H, in G, grofer als ¢ ist.

Sei H = (H;: 1€ N). Nach Voraussetzung ist H subnormal in G,
etwa vom Defekt d. Sei n: G — G,, die kanonische Projektion beziig-
lich der Zerlegung G = [] &,. Dann ist H; = n(H) subnormal vom

peP

Defekt héchstens d in @,, = n(@) im Widerspruch zur Wahl vom H,.



Auflésbare Gruppen mit endlichem Exponenten, usw. . II 287

(ii) KXlar nach (i).

Jetzt haben wir alle Werkzeuge beisammen, um unseren Satz
beweisen zu konnen.

(2.7) SAtz. Eine auflésbare Gruppe mit endlichem Exponenten,
deren Untergruppen alle subnormal sind, ist nilpotent.

BEWEIS. Sei ¢ eine auflosbare Gruppe mit endlichem Exponenten,
deren Untergruppen alle subnormal sind. Sei H eine p-Komponente
von G. Dann gibt es eine Reihe 1 = Hy<...<H, = H von Normal-
teilern von H, so da8 H, H, , eine elementarabelsche p-Gruppe ist
fir alle 1€ 1, »). Fir ein ¢ e {1, n) sei H, , nilpotent. Nach (2.5)
ist H,/(H,_,H”_,) nilpotent, etwa der Klasse ¢. Per Induktion nach
m zeigt man

[Hi_I’ mcHi]<H£—1Hffl .
Da H, , endlichen Exponenten hat, ist folglich H,/H, , nilpotent.
Nach einem Satz von P. Hall, [4], 5.2.10 ist daher auch H, nilpotent.
Per Induktion folgt, dal H = H, nilpotent ist. Da dies fiir alle
p-Komponenten von @ gilt, ist ¢ nach (2.6) nilpotent.
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