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Epimorfismi V-completi
tra reticoli di sottogruppi normali.

PATRIZIA LONGOBARDI - MERCEDE MAJ (*)

1. Introduzione.

Sia G un gruppo e si denoti con n(G) il reticolo dei sottogruppi
normali di G. Se .H’ è un gruppo e ç un isomorfismo di n(G) in n(H’),
è a volte possibile ottenere informazioni sulla struttura di B’ a partire
da proprietà di G.

In particolare molti autori (cfr. [2], [3], [5], [6], [7]) hanno stu-

diato questo problema quando G è un p-gruppo nilpotente di classe 2 ;
nel 1986 è stato infine dimostrato il teorema seguente (cfr. [8]):

TEOREMA A. Siano G un p-gruppo nilpotente di classe 2 e H un
ç

gruppo con n(G) r-J n(H). Allora:

(i) se Z(G) non è localmente ciclico, H è un p-gruppo nilpotente
di classe c 3 ;

(ii) se Z(G) è localmente ciclico, detto N l’ unico sottogruppo nor-
male minimale di G, è HINP un p-gruppo nilpotente di classe  3.

(*) Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica e Applicazioni
« R. Caccioppoli », Via Mezzocannone 8 - 80134 Napoli, Italy.

Lavoro eseguito col contributo M.P.I.
Questo lavoro ha avuto origine da un soggiorno degli autori presso

l’Università di Warwick in qualità di professori visitatori; essi desiderano rin-

graziare il Dipartimento di Matematica e in particolare il Prof. S. Stonehewer
per la splendida ospitalità ricevuta.
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Inoltre, se H è risolubile, H è un p-gruppo nilpotente di classe c 3 e,
in particolare, di classe 2, se G’ ha esponente infinito.

Sia ora ç un epimorfismo v -completo di n(G) in n(H), ossia un
epimorfismo tale che , per ogni famiglia (Ki)iEI

di elementi di n(G). Nel 1982 è stato dimostrato (cfr. [5]) che se G
è un p-gruppo nilpotente di classe 2, H un gruppo risolubile e 99 un
tale epimorfismo, allora .H~ è un p-gruppo ipercentrale o un gruppo
di ordine primo.

In questo lavoro si prova che se ç non è iniettivo, cioè non un
isomorfismo, è possibile ottenere maggiori informazioni su .g, come
mostrato dal teorema seguente:

TEOREMA B. Siano G un p-gruppo nilpotente di classe 2, H =1= 1
un gruppo e cp : n(G) -~ n(H) un epimorfismo ~/ -completo non iniettivo.
Allora :

(i) se Z(G) non è localmente cielico, H è un p-gruppo abeliano

elementare, G’= Z(G) ha esponente p e per ogni sottogruppo .K normale
in G si ha K &#x3E; G’ o K  G;

(ii) se Z(G) è localmente cielico e N è l’unico sottogruppo normale
minimale di G, è H semplice o n(H) ̂ J N(GIN) con Z(GfN) non local-
mente ciclico,.

Nel caso (i) non ci sono ulteriori restrizioni sulla struttura di H,
come mostrato dagli esempi in 3. Pertanto il Teorema B, insieme con
il succitato Teorema A e il Lemma 6 in [3], y completa lo studio degli
epimorfismi v -completi di n(G) in n(.H’), con G p-gruppo nilpotente
di classe 2.

Notazioni e nomenclatura sono per lo più quelle usuali (cfr. ad
es. [9]); in particolare Z(G) è il centro del gruppo G.

Gli autori desiderano ringraziare il Prof. G. Zacher per aver proposto
loro il problema e per molte stimolanti discussioni.

2. Dimostrazione del Teorema B.

(i) Sia Z(G) non localmente ciclico.

p induce un epimorfismo V-completo qi di in 
e un epimorfismo V-completo qJ2 di nel reticolo LI dei sotto-
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gruppi normali di B’ contenuti in 

Per assurdo si supponga qi ~ 0 e ~p2 ~ 0. non è localmente

ciclico, poichè 6 non è abeliano; pertanto 1.1 di [4] comporta che
~1 e sono isomorfismi. Allora, ragionando come in 2.2 di [12], si
ha che m è iniettivo, contro le ipotesi.

; in ogni caso H è abeliano.

Per (1) si ha = 0 e quindi g~2 ~ 0 è iniettivo, oppure f{Ja == 0
e quindi ~ 0 è iniettivo. Si ha allora, nel primo caso

nel secondo

(cfr. Lemma 6 di [3]).

Per assurdo, sia G’ ~ Z(G). Allora è 1; infatti, se è

f!J2 = 0, si ha = 1  .g; se invece è ~1 = 0 e quindi
f!J2 -=1= 0 è iniettivo, da G’  Z(G), si ottiene (G’)W  = H. Per-

tanto, per 1.1 di [4], qJ induce un isomorfismo e di l(G/G’) in 
contro l’essere
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Per assurdo, esista tale che K 5#G’ e Si ha allora

(5) G’, G/G’ e H sono abeliani elementari.

Per assurdo, sia exp G’ &#x3E; p.
Se a E G ha ordine p mod G’, allora per (4) si ha a~G ~ G’ da cui

con [a~, G] di esponente p. È poi SZ2(G) c G’, altrimenti si avrebbe
G’= [a~, per un opportuno ac di ordine p2, e G’ di esponente p.
Quindi è ciclico e 
ordine primo, sicchè è localmente ciclico o localmente qua-
ternionale.

non è localmente ciclico, altrimenti da 
seguirebbe G abeliano, un assurdo. Allora è localmente qua-
ternionale.

Si ha essendo G di classe 2, e quindi IG’/Q1(G)1 = 2
e expG’=4. Pertanto è G’==(b)xT con Ibl==4 e Da

(b) segue, come prima, che è GIT local-
mente ciclico o GfT ci Q . Ma è [ = = 4 sicchè 
Pertanto è GIT localmente ciclico, e da segue G abeliano,
assurdo. È quindi exp Gl- p.

Sia ora x E G. Si ha 1 = [x, g]p = [xp, g] per ogni g E G, il che

comporta da (3) segue allora e, per (2),
exp H = p.
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(ii) Si supponga ora Z(G) localmente ciclico, e si denoti con N
l’unico sottogruppo normale minimale di induce un epimorfismo
~/ -completo y : e, per il Lemma 3 di [7], è Z(GIN)
non localmente ciclico.

Se Nep = H, H è semplice.
Se Nep -=1= H e G/N è abeliano, y è iniettivo per 1.1 di [3]. Se G/N

non è abeliano, è ancora y iniettivo, altrimenti per (i) (3) si avrebbe
Z(GjN) == G’/Nc Z(G)/N e Z(GIN) = Z(G)jN localmente ci-

clico, un assurdo. Per le ipotesi, ç è non iniettivo; quindi è N9~ = 1
e n(H) -- n(GIN), come volevasi.

In particolare, se GIN è abeliano, si ha H ri per il Lemma 6
di [3].

3. Esempi.

Siano H un p-gruppo abeliano elementare finito di ordine pn (n &#x3E; 1)
e 6 un p-sottogruppo di Sylow di è un gruppo ultra-

speciale (1) (cfr. [1] e anche [10]); pertanto G’ ha ordine pn, G’= Z(G)
ha esponente p e per ogni sottogruppo normale N di G, si ha 
o N&#x3E;G’. Allora 6 soddisfa le ipotesi del Teorema B (i) e, essendo
G’ r-J H, è possibile definire in maniera ovvia un epimorfismo V -com-
pleto non iniettivo 99: n(G) - n(H).

Si supponga ora H un p-gruppo abeliano elementare di cardinalità a.
Sia poi P un p-sottogruppo di Sylow di SL(3, pn) (n &#x3E; 1) e G il prodotto
centrale di a copie di P (con i centri amalgamati).

Ovviamente G soddisfa le ipotesi del Teorema B (i) ed è H.
Pertanto è possibile definire in modo ovvio un epimorfismo V-com-
pleto non iniettivo ç: n(G) -+ n(H).

(1) Un p-gruppo finito G è detto semiextraspeciale se, per ogni sotto-

gruppo massimale M di Z(G), il gruppo G/.M è extraspeciale. Un p-gruppo
ultraspeciale è un gruppo semiextraspeciale G con rang G = 2 rang G’.
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