RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

WALTER STREB

Potenzen von invarianten Untergruppen in
Ringen mit Involution

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 76 (1986), p. 269-284

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1986__76__269 0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1986, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1986__76__269_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

REND. SEM. MaT. UN1v. Papova, Vol. 76 (1986)

Potenzen von Invarianten Untergruppen

in Ringen mit Involution.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

Sei R halbprimer Ring mit Involution *. Abgesehen von den
in [11] Kklassifizierten Ausnahmesituationen ist die Grundstruktur
invarianter Untergruppen U von R wie folgt:

(*) Es gibt *-Ideale X = 05+ Y von R, so daB [Vx, Vx]C U bzw.
[V, Welc U und YcU.

Verallgemeinerungen und Modifikationen des Ergebnisse « ¥ c U »
wurden fiir spezielle Ringklassen angeregt bzw. bewiesen. Her-
stein [4; p. 66] wirft folgende Frage auf:

Gilt 82 = R, falls R einfach, Zs= Z und S,(R)# 0?

Nach [4; Theorem 2.1.11, p. 69] gilt:
8 =K, falls 2R = R und K = R.

Fiir Lieideale U von K mit 3U c U gilt nach [5; Theorem 5.2, p. 164]:
U = K, falls R einfach, char R¢ {2, 3} und Ss(R)+# 0.

Die Literaturvorlagen ordnen sich den im folgenden untersuchten
Fragestellungen unter: Sei2 <n e€Z. Gilt Y c U*, [Y, Y]c U, Vyc U~
Wyc U Vyc®U bzw. Wyc*U fir ein *-Ideal ¥ = 0 von R?

(*) Indirizzo dell’A.: FB 6, Mathematik, Universitiat Essen - GHS, Univer-
sitdtsstraBe 3, D-4300 Essen 1, BRD.
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Anwendbar sind unsere Ergebnisse auf die durch Auswertung von
Polynomen f in nicht vertauschbaren Unbestimmten #,, z¥, 0 < i€ Z,
erzeugten additiven Untergruppen von R (vgl. IV). Diese Unter-
suchung in IV ist exemplarisch, da sich dhnliche Fragen fiir alle Ringe
mit oder ohne Operatorenbereich stellen.

Weiterhin zeichnen sich Anwendungen auf die Theorie der Abbil-
dungssatze ab [4; pp. 154-183] iiber die spiter berichtet werden soll.

Zur Formulierung des Hauptsatzes benotigen wir folgende

Definitionen und Notationen.

Fir 1<n€eZ, a,be R und 4, BC R sei
[a, b] = ab —ba,
aob = ab + ba,
|A| die Méchtigkeit von 4 ,
A+ die von A erzeugte additive Untergruppe von R,
A der von A erzeugte Unterring von R,
[4, B] = {[a, b]: a € A, b€e B}*+,
AoB = {aob:a € A,be B}*,
"A = {a":a€ A},
Vi, ={a—a*:acd}t,
W, ={a+a*:aed}*,
K =KR)={acR:a*=—a},
8 =8(R)={aeR:a*=a},
Z = Z(R) das Zentrum von R,
Zs =Z4Ry=ZnNAK,
Zgy =ZgR)=ZNK.
Fiir additive Untergruppen A und B von R sei U(4, B) rekursiv

definiert wie folgt: A, Be U(4, B); mit C,De U(4, B) ist [C, D],
CoDe U(A, B).
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Ist B *prim und 4 c R, so sei Q(R) = RZ;"' und Q(4) = AQ(Zs).

Fiir Korper F sei F' die algebraische Hiille von F, M,(F) der Ring
der n-n-Matrizen iiber F, s die symplektische Involution auf M, (F),
falls n gerade, und ¢ die gewohnliche Transposition auf M, (F) [8; p. 140].
Sei R *-primer Ring, F := Q(Z;) und i € {s, t}. R heifit i-Ring, wenn R
PI-Ring, Zs = Z und die von * auf Q(R)®sF~ M,(F) induzierte
Involution gleich ¢ ist.

Sei R der Gegenring von R und R die zentrale Hiille von R
[4; pp. 20-22 and Lemma 2.4.1, pp. 88, 89] und [7; p. 2010].

SchlieBlich sei o, die Menge der Permutationen von {1,2,...,n},
8,:= 7 sign (n)z,, ... #,, das n-te Standardpolynom wund T,:=

TECH

=D &y e Wy

TLEC

Die Symbole X, Y, I,J stehen im folgenden stets fiir von null
verschiedene *-Ideale von RE.

Ziunachst einige Vorbemerkungen zum Hauptsatz. Zur Entlastung
der Darstellung beschréinken wir die Untersuchungen auf *-prime
Ringe R. Mit Standardmethoden aus [9,10,11] erhéilt man leicht
die moglichen Verallgemeinerungen auf halbprime Ringe. Weiterhin
sei Sg(R)=~ 0 oder (Zs+ Z und 8,(R) 0). Dann gilt (*) und wir
betrachten o.E. U e€{[Vx, Vxl, [Vx, Wx]}. (Die ausgeschlossenen Ringe
untersucht man wiederum leicht mit Standardmethoden aus [11]). Ist
A +# 0 *-Ideal von X, so ist XAX = 0 *-Ideal von R. O.E. sei deshalb
X = R. Sei 1<n eZ fest gewihlt.

Hauptsatz.

A) Sei p:=char R+ 2, A := [Vg, Vi], B:= [Vg, Wg] und C; e
€ {4, B}, 1<i<n. Dann gibt es Y, so daf gilt:
(1) Wy+[Y,Y]cA2Nn B2.
(2) V¢+[Y,Y]cABN BA.
B) Yc [] O, falls n>3.

1<i<n
(4) YcA N Br, falls n>2, Zs= Z und R PI-Ring.

(6) Vyc?t1A und Wyc?2A N "B, falls n>1 und ((p>n oder
p = 0) oder (p ¥ nund |"Zs| > n) oder (p & n und 8y, ,H(R) # 0)).
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(PrROBLEM. Gibt es Y, so dal Yc AN B, falls n>2, Z; =2
und R kein PI-Ring?)

B) Sei char R =2 und 4 := WzoW,. Dann gibt es Y, so da3
gilt:

1) WycA:2.

(2) YcA», falls n>4.

(3) Wy +YoYcA?, falls Z;5= Z oder R PI-Ring.
(4) YcA, falls n>>3 und (Zs# Z oder R PI-Ring).

(6) WycrA, falls n>3, (Zs# Z oder R t-Ring) und ((2 4 n und
|"Zs| > n) oder (2 ¥ n und Sy, 1(R) # 0)).

(PrROBLEME. Gibt ¢s Y, so daB Yo¥Y c A2 bzw. Y c A», falls n>3,
Zs = Z und R kein PI-Ring? Gilt (8), falls Z; = Z und R kein ¢{-Ring?)

Beweisteil.

In Abschnitt I stellen wir die fiir die Untersuchungen benoétigten
allgemeinen Lemmata zusammen. In Abschnitt IT und III werden
dann schrittweise die Aussagen A(1, 2, 3, 4) bzw. B(1, 2, 3, 4) bewiesen.
In Abschnitt IV beschéftigen wir uns mit der Auswertung von Poly-
nomen in Ringen (4.1-6) und zeigen dann als Anwendung A(5) und
B(5) (4.7-10). Abschnitt V beinhaltet eine Anwendung auf primitive
Ringe. Ein Ausblick VI auf Ringe ohne Involution beschlieft die
Note.

Im folgenden sei stets R *-prim, Ss(R)== 0 oder (Zs* Z und
84(R) # 0)

1. Unmittelbar klar ist folgende Aussage:

1.1. Ist A0 *Ideal von X, so ist XAX 0 *Ideal von R.

Nach [4; Example 3, 4, pp. 66, 67], [3; Theorem 5, p. 570] und
[6; Theorem 13, p. 123] gilt

1.2. Sei char R+# 2 oder R prim. Dann gibt es Y, so daB
[Y, Y]cVin Wi.
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1.3. (1) Bs gibt Y, so daB [Wy, Wy]C [Vg, Vil bzw. [Vy, Vy]C
C [Wka WR]'
(2) Ist char R 2, so gibt es Y, so daB[Y, Y]cC[Vg, Vi] +
+ [Vgr, Wz], insbesonderec [Y, YN K cC[Vg, Vi] und [Y, Y]INScC
C [VR7 WR]'

(3) Sei Zs# Z, x€ Z \Zsund Y := (x —r*)R. Dann gilt Y c
CWy+aWr und YoY C WioWy + aWro W, insbesondere YoY N
NSc WRO WR.

BEWEIS. (1) Sei Ue{V, W} und o.E. char R+ 2. Nach 1.2 gibt
es Y, s0 daB [Y, Y]c 2U; C [Uy, Ug] + UgoUy. Nun erhilt man un-
mittelbar die Behauptung.

(2) erhidlt man unmittelbar mit (1).

(3) Fiir alle a € R gilt: (x — 2*)a = 2(a + a*) — (va* + ax*) und
x* = (¢ + x¥*)x — x*2x. Nun folgt leicht die Behauptung.

1.4. Sei R PI-Ring. Dann gibt es 0% 2€ Z5 und a, € R, 1 <i<n,

so daB zRc + a,Zs.
1<i<n

BEWEIs. Nach [8; Theorem 1.6.27, p. 47] besitzt B PI-Klasse m
und ein Primideal P, so da PN P*= 0. Sei g =g, zentrales Poly-
nom gemif [8; p. 26]. Es gilt g(R)* ¢ PN P*. Wihle ce g(R)"™\
(P U P*). Dann ist d:= ec* € Zg regular in R. Nach [8; Theo-
rem 1.4.21, p. 28] ist dRCc + Zb, mit b,e R, 1<i<n. Fir Zs=27

1<ign

wahlt man z:=d und a, =b,, 1<i<n. O.E. gei Zgy* Z. Wihle
veZ\Zs. Fir alle ye Z gilt (x —a*)y = 2y + y*) — (xy *+ z*y).
Also ist (v —a*)2ZcC (v —a*)wZs + (1 —a*)Zs. Nun wiahlt man
z:=dx—2x*)? a;,:=bix —x*)xr und a,,;:= b(r —a*), 1<i<n.

1.5. Sei R PI-Ring. Dann gibt es ae R, be S, ce Wy und Y,
so daf gilt:
(1) YcZa + (R, R].
(2) YCcZb+ [R,R), VyCZxb + [Vg, Vgl und Wy C Zsb + [Va, Wg],
falls Zss= Z oder char R+ 2.
(3) WycZc + WroWrbzw. Wy C WroWy, falls char R = 2 und R
s-bzw. t-Ring.

BEWEIS. Nach 1.4 reicht es, die Aussagen fiir den *-einfachen
Ring Q(R) zu zeigen. O.E. sei R *-einfach. Wir verwenden 1.3 (2, 3).
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(a) Sei zunichst R einfach und Z die algebraische Hiille von Z.
Durch Betrachtung von R®,Z ~ M,(Z) erhilt man [R, R]# R und
R = Za®[R, R] fiir alle a € R\[R, R], also (1). Ist Zs+* Z, so erhalt
man mit 1.3 (2, 3) zunichst Wy ¢ [R, R] und dann (2). Seinun Z5 = Z.
Durch Betrachtung der auf R®,Z ~ M,(Z) induzierten Involution
s bzw. t und Beachtung von 1.3 (2) erhilt man (2, 3).

(b) Sei R *-einfach, jedoch nicht einfach. Dann ist B = T x T°»
mit einfachem Ring 7' und Austauschinvolution *. Wie bei (a) erhalt
man T = Z(T)a + [T, T], also R = Z(a, a) + [R, R] fiir alle a e I™\
\IZ, T}, demnach (2) mit 1.3 (2, 3).

1.6. Seien 4, BeU(Vz, W), Ac K und BcS. Dann gilt:
(1) Es gibt I, so daB [V, V;]c A und [V, W,]C B.

(2) Ist R PI-Ring, Z; = Z und char R 2 oder R ¢-Ring, so gibt
es I, so dall V,c A.

BEwWEIs. (1) erhédlt man mit [10; Corollary 2 and Theorem 9,
pp. 344, 348]. (2) folgt aus (1) mit 1.5 (2, 3) und 1.1.

1.7. Seien A und B additive Untergruppen von R mit [I, I]c B.
Dann ist I[I, A]A c B + BA.

Bewess. Bsist I[I, A]c[I,IA] + [I,I1Ac B + BA und I[{I, A]Ac
C I[[I, A), A] + IA[I, A]c I(I, A].

1.8. Seien 4 und B additive Untergruppen von R mit [4, A]c 4
und [4, I1c B. Dannist I[A, A]A c B + BA.

BEwrls. Es ist I[4, A]Jc[4,I4]+[4,IlAc B+ BA und
ITA, AJA cI[[4, A], A] + IA[A, A]c I[A, A].

1.9. Fir alle a,b,ce R und d e K gilt:
(1) [a,boc] = [a, bloc + bola, c].
(2) (aob)oc = ao(boc) — [[a, c], b].
(3) [ab, c] = [a, c]b + a[b, ¢] und [a*, d] = [a, d]*.

2. In diesem Abschnitt sei char R 2.
2.1. Es gibt Y, SO daB Wyc [VR7 VR]O[VR, VR] B _A'
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BEwErs. Nach [10; Theorem 9, p. 348] gibt es I und J, so daB
JcI, [V, Wlc Aund [W;, Vic [V [V, Vi]]oV,=: B. Nach [10;
Theorem 20, p. 351] reicht es zu zeigen, dal BoW,c Bc A: Wegen 1.9
ist Bc [V, [V, ViloVi] 4+ [V5, Vilo[Vy, ViC[V:, W/l + AC A baw.
BOWJC [Vly LVH VI]]O(VIOWJ) ’!‘

+ [V V2, Va1, W), Vi < B + (W), Vc B,

2.2. Es gibt Y, so dal Wy C [Vg, Wglo[ Vi, Ws] =: A.

BEwEls. Nach 1.6 (1) gibt es I, so daB [V,, W, Jc A. Sei B,:=
:=[V,, [V, W,]] und B,,,:= B,oW, fir 0<ieZ. Nach [10; Theo-
rem 20, p. 351] reicht es zu zeigen, daB+ B;cA: Esist B,c [V, W,]c A.
Wegen 1.9 ist 0<iez

ByoW,c [V, [V, WJoW,] + [V, Wilo[V,, W C [V, W] +ACA
bzw. mit B,oW,;c A auch
(BoW,)oW,C B;o(W,oW,) + [[B,, W], W,]CB;,oW, + [V,, W,]cA .
2.3. Sei R PI-Ring, Zs; = Z und 2<n€Z. Dann gibt es Y, so
daBl ¥ c [Vg, Vi]* N [Vi, Wg]".

BEwEgrs. Nach 1.6 (1) und 1.1 sei 0.E. n = 2. Mit 2.1, 2.2 und
1.6 (2) erhilt man die Behauptung.

2.4. Bs gibt Y, so daB Wy + [Y, Y] C [V, Val®

BEwEels. Nach 2.1 und 1.6 (1) gibt es Y, so daBl Wy + [Vy, Vy]C
C [Vg, V&]%. Mit 1.3 und 1.1 erhilt man die Behauptung.
Analog zeigt man mit 2.2:

2.5. Es gibt Y, so da Wy + [Y, Y] c [Vzr, Wz]>

2.6. Sei 3<neZ Es gibt Y, so dal Y c [Vg, Vi]™

BEWEIS. Sei A := [Vg, Vi]. Nach 1.6 (1) und 1.1 sei 0.E. n =3
und reicht es zu zeigen: Es gibt Y, so dal Y c A? + A% Nach 2.4

gibt es I, so daB [I,I]c A2 Nach 1.7 ist I[I, A]JA c A2 + As. Mit
[10; Corollary 2, p. 344] erhilt man die Behauptung.
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Mit 2.5 zeigt man analog.
2.7. Sei 3<neZ. Bs gibt ¥, so dall Y c[Vg, W]
2.8. ES glbt’ Y, S0 da:ﬁ Vyc[VR, VR]O[VIU WR]'

BEWEIS. Nach 1.3 (1) gibt es I, so daBl [W;, W,]C [Vg, Vg]. Sei
U:=[V,, W,]. Nach 2.7 und 1.1 gibt es Y, so daB3

VeCAUSN K C[U, UloU + [UoU, Ulc[U, UloUc [V, Valo[Va, Wal.

2.9. Bs gibt Y, so daB Vy + [¥, Y] [Va, Val[Va, Wal.

BEWEIS. Sei A := [Vg, Vil, B:= [Vz, Wi] und B die zentrale
Hiille von R [7].

(a) Nach 2.8, 1.6 (1) und 1.1 gibt es Y, so dafl
Vy +[Y,Y]c[A,B] +~AoBCc AB + BA .

(b) Ist Zy(R)=~ 0, so wihlt man 0« ze Zg(R) und I, so daB
2zl c Rund 22I c R. Dann gilt W,; = 2V,und V,; = 2W,, also [V,,, W,]-
[V, Valc AB. Mit (a) und 1.1 erhilt man dic Behauptung.

(¢) Seinun Zx(R) = 0. Nach [7; Theorem 7, p. 2013] gibt es I,
so daB [V;, V.]c AB oder [V,, W, Jc AB. Seci C:= [V,, V;] und
D:= [VI, Wl].

(d) Sei Dc AB. Dann ist CD + DCc OD + [C,D]c CD +
+ Dc AB. Mit (a) und 1.1 erhilt man die Behauptung.

(e) Sei schliefilich Cc AB. Nach 1.6 (1) gibt es J, so daBl Jc I
und [V,;, W,]c2[4,B]l = Wys. Zu celV,, W,] gibt es ae€ K und
besS, so daB a + b€ 24B und 2b = (a + b) + (@ + b)* = ¢. Dann
ist [[a, V)1, V,]C AB, also [[b, V,], V,]c AB, somit [[e, V,], V,]c AB.
Demnach gilt [[[VJ, W1, Vi, VJ] cAB. Mit 1.6 (1) und 1.1 erhilt
man die Situation (d).

Analog zeigt man
2.10. Bs gibt Y, so daB Vy + [Y, Y] [Ve, Wgl[Va, Vil

2.11. Sci 3<n€Z und U, € {[Vg, Vil, [V, Wrl}, 1<i<n. Dann
gibt es ¥, so daB Yc [] U..

1<i<n
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BEWEIS. Nach 2.4, 2.5, 2.9, 2.10 und 1.1 sei 0.E. n = 3 und reicht
¢s zu zeigen: Bs gibt Y, sodal Yc U, U, + U, U,U; =: U. Nach 2.4,
2.5, 2.9 und 2.10 gibt es I, so daB [I,I]c U,U,. Nach 1.7 ist
I(1, U,)U,c U. Mit [10; Corollary 2, p. 344] erhilt man die Be-
hauptung.

3. In diesem Abschnitt sei char R = 2.
3.1. Es gibt Y, so dal Wy c (Wyo Wy)2.

BEwEIS. Nach 1.6 (1) gibt es I, so daB W,oW,c (Wyo Wy):. Fir
alle a,b,ce W,o W, gilt:

a(boc)a = abaoc + (aoc)ba -+ ab(aoc) =
= abaoc - ((aoc)ob)a + b((acc)oa) + (acb)(acec) e Wio W, +
+ (WROWR)‘: C (WROWR)2 .

Wegen 1.6 (1) und 1.1 reicht es zu zeigen: Bs gibt Y, so daB
Wy C {uvu: u, v e Weo Wit =: U. Fir alle a,be WieoW, und ¢e Wy
gilt: abaoc = (aoc)ba + ab(aoc) + a(boc)a € U. Nach [10; Corollary 2,
p. 344] gibt es I und J, so dal JcI, A:=W,oW,c U und B:=
:=W,oW,c(AdoAd)oAC?40A. Wegen WpBRcC (WyoB)R +BW,Rc BR
gilt (*) WxkBRc BRcC (240A)R.

Fiir alle a,b,ceW,0W, und r e R ist

(a20b)r + r*(a*ob) = ao(ab(r + r*) + (r + r*)ba) +

+ ao(ao(rb + br*)) + bo(a*r + r*a?) + a(bo(ror*))acW oW, +UcU .
Wegen (*) ist nun Wy s C U. Mit [10; Corollary 2, p. 344] erhilt
man die Behauptung.

3.2. Sei Zs+# Z. (Es reicht Zs(R)# Z(R)). Es gibt Y, so daB
Wy + YoX C (Wro Wh).

BEWEIS. (a) Sei zeZ \Z;. Fir alle aeR gilt (z 4+ 2¥)a =
= 2(a + a*) + 2*¥a + a*z.

(b) Sei I:= (2 + 2*)R und 4 :=W,0oW;. Nach 3.1, 1.6 (1) und
1.1 gibt es J, so daBl JcI, W,c A> und B := [W,o0W,]C Ao A =W,..
Zu ce B gibt e¢s a,be Wi, so daB a +2bed* und (z 4 2%)b =
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= (@ -+ 2b) + (a -+ 2b)* = ¢. Dann ist ao W, CW, cA?, also 2(bo W,) C A2,
somit z(coW,) cA2. Demnach gilt 2(BoW,)c A2 Nach 3.1,1.6 (1) und
1.1 gibt es Y, so daB C:=Wy + 2(WyoWy)cA® Nach (a) ist
D:= (z + 2*)YcWy+ 2Wy, also DoD c C CA® wegen 2*= (2 +2*)z22*.

3.3. Sei 3<neZ und Zs# Z. (Bs reicht Zs(R)+ Z(R)). Dann
gibt es Y, so daB XY c (Wgro Wg)"

BEWEIS. Sei A :=WpzoWy. Nach 3.2 und 1.1 sei 0.E. n = 3 und
reicht es zu zeigen: Es gibt Y, so daBl YcA4?-+43. Nach 3.2 gibt es I,
so daB [I, I1cA2. Nach 1.7 ist I(IoA)A c A*+ A% Mit [10; Corollary 2,
p. 344] erhilt man die Behauptung.

3.4. Sei R PI-Ring. Dann gibt es Y, so dall Wy + Yo YC (Wyo Wy)2.

BEWEIS. Wegen 3.2 sei 0.B. Z; = Z.

(a) Sei R t-Ring. Nach 1.5 (3) und 1.1 reicht es zu zcigen:
Es gibt Y, so dal YoYcW3:. Dies gilt nach 1.2.

(b) Sei R s-Ring und F := Zg. Nach 1.4 reicht es die Aussage
fir den *-einfachen Ring Q(R) zu zeigen. O.E. sei R *-einfach. Nun
errechnet man die Behauptung an (R®p F, *)~ (M A (F), $).

3.5. Sei 3<n€Z und R PI-Ring. Dann gibt e¢s Y, so daB
Y C (Wyo Wy

BEWEIS. Sei A :=WpoW;. Wegen 3.3 sei 0.E. Zg = Z. Nach
1.6 (1) und 1.1 sei 0.E. n = 3 und reicht es zu zeigen: Es gibt Y,
50 dafl YcA® 4 43 Nach 3.4 gibt es I, so daB IoI cA? Nach 1.7
ist I(IoA)A c A® -+ A3, Mit [10; Corollary 2, p. 344] erhilt man die
Behauptung.

3.6. Sei 4<neZ. Es gibt Y, so dall Y c (WgoWy)".

BEWEIS. Sei A4 :=WzoW,. Wegen 3.3 sei o.E. Zy=Z. Nach
1.6 (1) und 1.1 sei 0.E. n = 4 und reicht es zu zeigen: Es gibt Y,
so daB Yc A3+ At Nach 3.1 gibt es I, so dal W,c A2

Dann ist Wio Wy W (WioWg) + (W,oWr)W,c A%. Nach 1.2 und
1.1 gibt es J, so daB JoJ cW;. Also ist W,o(Jod) C A3, somit (W,0 W,)o
oJ c A% Nach 1.8 ist J((W,oW,)o(W,oW,))(W,oW,)C A%+ A*. Mit
[10; Corollary 2, p. 344] erhilt man die Behauptung.
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4. Mit den Mengen X := {#,: 0 < i€Z} und X*:= {2]: 0 <iecZ}
von Symbolen bildet man die freie Z- Algebra Z{X, X*}. Scif(w,, ..., 2.) €
eZ{X, X*}. Durch die formalen Substitutionen #,— x, und 'rf — o fiir
v, € R, 1<i<m, erhdlt man f(r,...,r,) €R. Wir setzen f(R):=
i= {f(ry, e, 1n): T ER, 1<i<ml.

Sei 1<ieZ TFir ein Monom h=y,y, ..y, €Z{X, X*} sei

deg' (h) = deg, (h) := |{y,,: v,, € {w;, &7}, L<k<m}|

und
deg® (k) = deg, (h) = m .

Es gilt eindeutig f= Y 2h; mit 0+ 2,€Z und paarweise ver-
1<5<t
schiedenen Monomen k,,1<j <. Sei deg? (f) :=max {degf (h;): 1 <j<l}
fir fe{i,0} und deg, (f) := min {degy (h;): 1<j<l} fiir fe {4, uj.
In diesem Abschnitt sei f = f(#,, ..., #,) € Z[X, X*} mit deg’(f) = n
und f(R)c K oder f(R)c 8. (Ohne die Voraussctzung f(R)c K bzw.
f(R)c S erhilt man idhnliche Ergebnisse bei Verwendung von [7]).
Unsere Anwendungen auf f(R)* bestchen in der Untersuchung des
Zusammenhanges zwischen f(R)™ und invarianten Untergruppen von R.

4.1. Sei Zs+# Z und 8,,,(R)s= 0 oder Zs = Z und S, .n(R)# 0.
Dann gibt es Y, so daBl [Vy, Vy]C f(R)* bzw. [Vy, Wy] C f(R)*.

BEwEeils. O.E. sei f multilinear. Nach [8; Theorem 1.4.5 and
Proposition 2.2.19, pp. 22, 122] bzw. [4; Lemma 5.1.5, p. 195] ist
f(R)* ¢ Z. Nach 1.9 (3) ist [f(R)*, K]c f(R)*. Mit [10; Corollary 2
and Theorem 9, pp. 344, 348] erhilt man die Behauptung.

4.2. Sei char R = p mit p=0 oder n<p und f(R)¢ Z. Dann
gibt es Y, so daB [Vy, Vy]c fH(R) oder [Vy, Wy]C fH(R).

BEWEIS. Im folgenden werden — falls erforderlich — Unbestim-
mte stillschweigend umnumeriert. Es reicht deshalb Operationen ex-
emplarisch an x,, zu crortern. Es gilt:

(*) Zu 1<is j<n gibt es stets 0 < keZ, so daB p 4 k' — k.

(@) Seig:= f(@, ..., Zn—, 0) und h:= f—g. Wegen Z 3 g(R)t U
U h(R) C f(R)* sei 0.B. deg,; (f)>1 fir 1<i<m.

(b) Fir 0 <4, zeZseig,,:= f(®, ..., Tm—r, 2Tp) — 2'f(@, ..., Tp).
Dann gilt g, (R)* c f(R)*. Nach mehrmaliger Durchfiihrung dieser
Operation sei wegen (*) o.B. deg; (f) = deg’ (f) fiir 1<i<m.
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(¢) Sei deg™ (f) = v und gemiB (*) 0 < keZ mit k*#k und

glc = f(mly coey Bin—1y E mm+k) - z f(wly ceey T-1,y mm—Hc) .
0<i<k 0<i<k

Dann gilt g.(%y, ...y To1y Ty oovy L) = (kK — k) f(2y, ..., £n). Nach mehr-
maliger Durchfithrung dieser Operation seci o.E. deg,f =1 = deg'f
fir 1<i<m. Nun schlieBt man weiter wie bei 4.1.

4.3. Sei |"Zs| > n, deg® (f) = deg, (f) und f(R)* ¢ Z. Dann gibt es Y,
so dal [Vy, Vy]c f(R)*t oder [Vy, Wy]C f(R)*.

BEWEIS. Zunichst ist f(R)* ein "Z;-Modul. Wegen |"Z,| > n gilt:

(*) Zu 1<i#j<n gibt es stets z€"Zg, so dall z'£ 2. Wir
verfolgen nun den Beweis von 4.2:

(a) Wie dort sei 0.E. deg, (f)>1 fir 1<i<m.

(b) Wie dort sei bei Verwendung von 0 <i€Z und z€ Z; o.E.
degi (f) = deg’(f), 1<t <m.
(€) Sei g:=f(®y, ..., Tory B + Butr) — > F( @1y eeey By Bags)y
0<ix1

deg™ (fy=v und g= > g¢,,, wobei deg, (g;:) = j= deg™(g;)

1<i, k<r—1
und deg,+1 (9,,x) = b == deg™*! (g,,). Dann gibt es 0+ 2z € "Zs, so daB
2¢,1,(R)* Cc f(R)*. Nach entsprechender Bearbeitung aller Unbestimm-
ten gibt es 0 %~ 2z € "Zg, so dal [f(R)*, 2K] = 2[f(R)*, K] C f(R)* wegen
1.9 (3). Mit [10; Corollary 2 and Theorem 9, pp. 344, 348] erhélt man
die Behauptung.

4.4. Sei Z; Unterring von Zg mit |Zy| > n und f(R)¢ Z. Dann
gibt es Y, so daB [Vy, Vy]C f(R)Z4 oder [Vy, Wy]C f(R)Zy.

BEWEIS. Zunichst ist f(R)Z, ein ZyModul. Nun verfolgt man
den Beweis von 4.3.

4.5. Sei char R = p # 0, Z, := Z[pZ, R PI-Ring, |Zs| > n, f(R) ¢ Z
T:= f(R) und Z' := Z(T). Dann gilt:
1) Z'cz.

(2) Sei c¢eZyZ,transzendent. Dann gibt es Y, so daB
[Vy, V¥]Cf(R)Z,[c] oder [Vy, Wy]C f(R)Z,[c]. Insbesondere gibt es Y,
so dafl Y c f(R)*Z,[c]c T.
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Sei nun Z, Z,-algebraisch, insbesondere T *-einfach. Dann gilt:
(8) Zs ist Z,-algebraisch, insbesonderc R *-einfach.

(4) Wihle 2 € Zs mit |Z,[¢]] > n. Dann gilt [Va. Val C f(R)Z,[¢]
oder [ Vg, Wi] C f(R)Z,[2], B = f(R)'Z,[2], R = T ®, Z'[2], T = {(R)*Z’
und Z = Z'[z]. Ist |Zg > n, so kann man z€ Z; wihlen.

BEwEIs. (1) Nach 4.4 gibt es Y, so daBl Yc TZ;. Also gilt Z'c Z.

(2) folgt unmittelbar mit 4.4.

(3) Angenommen es gibt ¢ € Z; Z,-transzendent. Nach 4.4 gibt
es Y, so daBl Y c TZ,[¢?*].

(@) Sei zuerst T einfach. Dann ist Z' Z,algebraisch, also ¢
Z'-transzendent. Nach [1; Theorem 2 and Corollary, pp. 363, 364] ist
zunichst TZ'[¢] = T ®; Z'[¢] und gibt es dann ein Ideal 0= I
von Z'[c], so daB Y=T R, TcT ®, Z'[c?], also IcC Z'[¢*], Wider-
spruch.

(b) Sei nun 7 = U x U® mit einem e¢infachen Ring U. Fir
Y := {a€ UZ,[c*]|(a, b) € Y} verfahrt man wie bei (a).

(4) gilt wegen (3), 4.4 und [1; Theorem 2 and Corollary, pp. 363,
364].

Mit 4.1, 4.2 und 4.5 erhilt man unmitteltar.

4.6. Sei R *-einfach und |R| = oco. Dann gilt f(R)c Z oder R —
= f(R)* Z'= T. Notationen gemaf 4.5.

4.7. Sei 0 < neZ und A € {[Vg, Vil, [Vz, Wa]}. Dann gilt "4 ¢ Z.

BEwErs. Wir fithren die Annahme "A cZ zum Widerspruch.
Zun#chst ist B PI-Ring. Nach Ubergang zu Q(R) sei 0.E. R *-cinfach.
Ist R nicht einfach, also R = T xT° mit cinfachem Ring 7 und
Austauschinvolution *, so gilt *"T'c Z(T) im Widerspruch zu ([2;
Theorem 3.2.2, p. 79]. Sei nun R einfach. Ist Zg = Z und (R, *) =
~ (M,.(Z), 8) so errechnet man die Behauptung. Anderenfalls gibt
es einen Schiefkérper D mit Involution—und 0+ d, € S(D), 1 <i<n,
so daB (R, *) ~ (M.(D),*) und (e;d)* = ¢;,d;dd]", 1<i, j<n. Fir
Zs+ 7 ist O: 2+ d,Zd* Involution 2. Art auf D. Fir alle a,be D
gilt (6,8 — (€110)*%, €0 F (€1b)*] = eyy[a — ab, b F bU] und [e,, — €,
ey, F €] =6, F efy: Also ist n<2 und 8,(D) = 0 baw. 8y(D) = 0,
falls Zg Z, Widerspruch.
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4.8. Sei char Rfn und (char R+~ 2 oder Zss= Z oder R t-Ring).
Sei weiterhin A € {[Vg, Vil, [Vr, Wgl} und 7,_,(4), T»(A) ¢ Z. Dann
gibt es Y, so da Vyc"A oder WycC "A.

BEwEls. Wegen 7,(4)* c "A reicht es die Behauptung fiir 7,(4)*
zu zeigen. Wir verwenden 1.3 (2, 3) und schliefen exemplarisch fiir
A = [Vg, W;]. Wie im Beweis von 4.1 gibt es I, so daB [V,;, W;]C
cT,(A)*. Nach 1.5(3) sei 0.E. char B 2 oder Z;++ Z.

(@) Sei char R+~ 2 und J := 2I. Fiir alle a;€[V,, W,] =: B,
l<ign, gilt To(ay, ..., @) — T 3(@1y ooy @ny)a, €[J,J]. Bs gibt X
und Y, so daB X cJ, [Vx, WxlCcnT,_(B) und Wy [Vx, Wil

Dann gilt Wy c [Vy, Wxl2c 0T, (B)Bc T.(B)* + [J,J], also Wy C
CT.(B)t +[J,J]N Sc T(B)t + [V, Wi]c T.(4)*.

(b) Sei nun char R =2, z€Z\Zs und J:= (z + 2¥)I. Mit
1.3(3) schlieft man wie bei (a).

4.9. Sei 2<n€Z, char R>mn oder char R = 0. Sei weiterhin
A €{[Vg, V&, [Vk, Wg]}. Dann gibt es ¥, so dal Vyc "4 oder WycC "4

BEWEIS. Wegen T,(A)c"4dcn!T,(A4)" und 4.7 erhdlt man die
Behauptung mit 4.8.

4.10. Sci 2<n € Z, char RYn und (char R+~ 2 oder Zs+# Z oder R
t-Ring). Sei weiterhin |"Zs| > n und A € {[Vg, Vzl, [Vz, Wel}. Dann
gibt es Y, so daBl Vyc "4 oder WycC 4.

BeEwEIs. Wir schliefen exemplarisch fir A = [Vg, Wp]. Sei
I 5= 0 beliebiges *-Ideal von R. Wie im Beweis von 4.3 gibt es 0 £ 2z €
€"Zs, so daB fiir alle a,be[V,, W,] gilt:

c(a, b) := z(a"1b + a"2ba + ... + ba") e[V, W,]

und c¢(a, b) —nza"1b eI, I]. Nun verfahrt man wie im Beweis von
4.8 unter Verwendung von 4.3 und 4.7.

BEMERKUNG. In 4.1, 4.8 und 4.10 kann man die Voraussetzung
Zs+# Z durch Zg(R) > Z(R) ersetzen.

5. In diesem Abschnitt sei B primitiver Ring mit 1 und primitivem
Idempotentem e € S(R). Sei D := eRe und X der Sockel von E.
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5.1. Es gilt:
(1) X =D +[X, X],
(2) Ist char R=2 oder Zg+# Z, so gilt Vy= Vp + [Vy, V]
und Wx - WD + [Vx, Wx].
(3) Ist D PI-Ring,so gibtesae D,sodall X = Z(D)a + [X, X].
(4) Ist char R+ 2, D PI-ring und ZD) = Z(D), so gilt:
Vx = [Vz, Vx], insbesondere [Vy, Vi]? = X = [V, Wi]%

BEWEIS. (1) Sei ¢,:=¢ und ¢,:=1—e. Dann ist

Y:= -+ 6,-X€1X6j¢/0

1<4,i<2
*.Jdeal von R, also ¥ = X.

Wegen e, Xe, Xe; C [e, Xe,, 6, Xe,;] + e, Xe;e; Xe,, 1<, j<2 gilt die
Behauptung.

(2) erhilt man mit 1.3(2, 3).
(3) gilt nach (1) und 1.5(1).
(4) gilt nach (2) und 1.5(2).

6. In diesem Abschnitt sei R primer Ring (nicht notwendig mit
Involution) und S,(R) = 0.

Eine additive Untergruppe 4 von R heifit invariant, wenn es ein
Lieideal L von R gibt, so daB [4, L]c A. Mit [3, 6] erhidlt man ent-
sprechende Ergebnisse fiir invariante Untergruppen 4 von E. Wir
zeigen lediglich zwei Start-Aussagen. Dic Hauptausagen C und D
verifiziert man dann leicht entlang der in dieser Note aufgezeigten
Linie.

6.1. Sei L Lieideal von R mit L ¢ Z. Dann gilt:

(1) 0£Y := R[[L, L), [L, LIr] R c L=
(2) Sei char R+~ 2. Bs gibt Y, so da Y c LolL.

BEwEers. (1) Fiir alle a,be L und r, s € R gilt [a, b]r = [ar, b] —
—a[r,b]e L + L2, also s[a, blr = [a, blrs + [s, [a, b]r]€ L + L=

Bei Anwendung dieser Uberlegungen auf [L, L] erhilt man Y c

clL, L] +[L, L]*c L*. Nach [3; Theorem 5, p. 570] und [6;
Theorem 13, p. 123] ist Y 5= 0.
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(2) Nach [3; Theorem 5, p. 570] und (1) gibt es I und Y, so daB
zunichst [I, I1c LoL und dann Y c2[I, L}*c[I, L] o [I, L] + [[I, L],
[1, L]] c LoL.

C. Seip:= char R+ 2 und 4 := [R, R]. Weiterhin sei M folgende
rekursiv definierte Menge: A€ M; mit B,Ce M ist BoCe M. Sei
A€ M. Dann gibt es Y, so daf gilt:

(1) YcA.

(2) Ycr4, falls n>>2 und (p > n oder p = 0) oder (p 4 n und
|"Z| > n) oder (p 4 n und S,.,(R) +# 0).

D. Sei char R = 2 und 4 := RoR. Dann gibt es Y, so daB gilt:

(1) YcAdnr falls n>2.
(2) Y cA, falls 3<n ungerade und (|"Z| > n oder 8,.,(R) # 0).
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