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Zentralisatoren von p-Elementen

in Lokal Endlichen Gruppen.

VOLKER TURAU (¥*)

1. Einleitung.

In lokal endlichen Gruppen haben die Eigenschaften von Elementen
von Primzahlordnung, bzw. deren Zentralisatoren, einen entscheiden-
den Einfluf auf die Gruppenstruktur. In[1] hat Asar gezeigt, daB
jede lokal endliche Gruppe, in der der Zentralisator einer Involution
eine Cernikovgruppe ist, fast auflésbar ist. Ist in einer lokal endlich-
auflosbaren Gruppe G der Zentralisator eines Elementes von Prim-
zahlordnung eine Cernikovgruppe, so ist auch G/R(G) eine Cernikov-
gruppe (vgl. Hartley [4], Theorem A). Hierbei bezeichnet R(G) das
Hirsch-Plotkin-Radikal von G. Mit Hilfe der Klassifikation der end-
lichen, einfachen Gruppen werden in dieser Arbeit diese Resultate
verfeinert. Unter Verwendung dieser Klassifikation haben Hartley und
Shute ([5], Theorem B) gezeigt, daBl jede unendliche, einfache, lokal
endliche Gruppe, welche Min-p fiir eine Primzahl p erfiillt, eine Gruppe
vom Chevalley-Typ (getwisted oder nicht getwisted) iiber einem unend-
lichen, lokal endlichen Kérper ist. In[10] wurden die Eigenschaften
der Zentralisatoren von Elementen von Primzahlordnung in lokal
endlichen Gruppen vom Chevalley-Typ untersucht. Mit Hilfe dieser
Resultate kann der Satz von Asar verallgemeinert werden.

SATZ A. Es sei G eine lokal endliche Gruppe mit einer Involution i,
deren Zentralisator fast lokal-auflosbar ist und Min-2 erfillt. Dann ist G

(*) Indirizzo dell’A.: Fachbereich Mathematik der Universitit Mainz,
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fast lokal-auflosbar oder G besitzt eine Normalreihe

OGEZE=ZM=ZG
mit folgenden Eigenschaften
(1) G| M ist fast auflosbar,

(2) M|E ~ @ PSL(2, F,), wobei die F'; unendliche, lokal endliche

t=1

Korper ungerader Charakteristik sind,

(3) E|OG ist eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung kleiner
gleich 2" und E[OQ ist gleich dem Zentrum von M|OG.

Aus Satz A ergibt sich unmittelbar Folgerung A, welche eine
Frage von Belyaev beantwortet (vgl. Belyaev [2], Conjecture A).

FOLGERUNG A. Es sei @ eine lokal endliche Gruppe, in der der Zen-
tralisator jeder Involution fast lokal-auflosbar ist und Min-2 erfillt.
Dann ist G fast lokal-auflosbar oder es gibt eine Gruppe L isomorph zu
PSL(2, F) iiber einem lokal endlichen, unendlichen Korper F ungerader
Charakteristik mit L < GOG < Aut (L), so dap jeder Korperauto-
morphismus von L, welcher von einem Element aus G induziert wird,
ungerade Ordnung hat.

In Satz B wird das Resultat von Hartley auf beliebige lokal end-
liche Gruppen iibertragen.

SATZ B. Ist G eine lokal endliche Gruppe und x ein Element aus G
von Primzahlordnung, so dap Co(x) eine Cernikovgruppe ist, so ist G/R(G)
eine Cernikovgruppe.

Ist der Zentralisator C4(x) sogar endlich, so kann Satz B noch
verschirft werden (vgl. auch Hartley und Meixner [3], Korollar).

FoLGERUNG B. Ist, G eine lokal endliche Gruppe und x ein Element
aus G von Primzahlordnung, so daf Ce(x) endlich ist, dann ist G fast
auflosbar.

Es ist zu vermuten, dal auch im Falle von Satz B die Gruppe G
fast auflosbar ist. Um diese Aussage zu beweisen, miilte man zuerst
den Fall, daB G eine p-Gruppe und x ein ¢-Automorphismus (¢ #%p
Primzahlen) von @ ist, untersuchen.
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Alle betrachteten Gruppen sind lokal endlich. Es sei G eine Gruppe.
Dann bezeichnet OG den maximalen 2'-Normalieiler von G. Ist p
eine Primzahl, so bezeichnet S,G den groBten lokal p-auflésbaren
Normalteiler von G. Die Gruppe G erfiillt Min, falls G die Minimal-
bedingung fiir Untergruppen erfiillt und G erfillt Min-p fiir eine
Primzahl p, falls die p-Untergruppen von G Min erfiillen. Der maximale,
teilbare, abelsche Normalteiler von G wird mit G° bezeichnet. Die
Gruppe G heiBt Cernikovgruppe, falls |G: G°| endlich und G° das direkte
Produkt von endlich vielen Priifergruppen ist. Die Anzahl dieser
Priifergruppen wird mit Rang (G°) bezeichnet. Eine lokal endliche
Gruppe ist genau dann eine Cernikovgruppe, wenn sie Min erfiillt
(vgl. [9], Ch. 5). In diesem Falle heift das geordnete Paar (Rang (G°),
|G: G°|) der size von G und wird mit size () bezeichnet (vgl. [9], S. 92).
Ist K ein Normalteiler von G und h € G, so ist

Cgx(h) =<x€@: [x,h]le K)
der Zentralisator von k in G/K. Ist o ein Automorphismus von @, so ist

Oo(x) = {g € G: a(g) = g}

der Zentralisator von « in G.

2. Hilfssiitze.

Im folgenden werden einige Resultate iiber lokal endliche Gruppen
zusammengestellt. Diese werden fiir die Beweise der Sitze benétigt.
Unter Verwendung der Klassifikation der endlichen, einfachen Gruppen
kann man die Struktur von lokal endlichen Gruppen, welche Min-p
fiir eine Primzahl p erfiillen, genau angeben (vgl. Kegel [8], Theorem 2).

LeMMA 1. HEs sei G eine lokal endliche Gruppe mit Min-p fir
eine Primzahl p und G 5= 8,G. Dann besitzt G[S,G einen Normalteiler
N|[8,G, welcher das Produkt von endlich vielen, unendlichen, einfachen
Gruppen vom Chevalley-Typ ist. Ferner besitzt G|N einen abelschen
Normalteiler von endlichem Rang und endlichem Index.

Unter Verwendung der Klassifikation ergeben sich aus [10] fol-
gende Resultate, welche fiir den Beweis von Satz A und Satz B wesent-
lich sind.



230 ' Volker Turau

LeMMA 2 (vgl.[10], Satz A, Lemma 2.6, 2.8, 2.10 und 3.2). Es
sei p eine Primzahl, G eine lokal endliche, einfache Gruppe mit Min-p
und oc";ein Automorphismus von G mit o(a) = p.

(@) Ist Cy(x) eine Cernikovgruppe, so ist G endlich.

(b) Ist G unendlich, p = 2 und Cq(e) fast lokal-auflosbar, so ist
G isomorph zu PSL(2, F) fir einen lokal endlichen Korper F
ungerader Charakteristik.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas koénnen Satz A und Satz B auf
den Fall 0,.(G@) = 1 reduziert werden.

LemMmA 3 (vgl. Hartley [4], Lemma 3.6). Hs sei G eine lokal endliche
Gruppe und o € Aut (@), wobei die Ordnung von o eine Primzahl p ist.
Ist N ein a-invarianter Normalteiler von G, so daff N[O, (N) eine Cernikov-
gruppe ist, so ist |Cgy(a): Co(a) N|N| endlich.

Bekanntlich sind Erweiterungen von lokal endlich-auflosbaren
Gruppen durch lokal endlich-auflosbare Gruppen wieder lokal endlich-
auflésbar. Im folgenden wird nun gezeigt, dal sich auch die Eigen-
schaft, fast lokal-endlich-auflésbare Gruppe zu sein, auf Erweiterungen
vererbt.

LEMMA 4. Erweiterungen von fast lokal-endlich-auflosbaren Grup-
pen durch fast lokal-endlich-auflosbare Gruppen sind fast lokal-endlich-
auflosbar.

BEWEIS. Es sei N ein fast lokal-endlich-auflésbarer Normalteiler
der Gruppe @, so daBl G/N fast lokal-endlich-auflésbar ist. Da sich
die Eigenschaft, lokal endliche Gruppe zu sein, auf Erweiterungen
vererbt, ist G lokal endlich. Dann besitzt N einen lokal auflésbaren
Normalteiler M von endlichem Index und G/N besitzt einen lokal
auflosbaren Normalteiler L/N von endlichem Index. Da N/M endlich
ist, besitzt N genau einen maximalen lokal auflésbaren Normalteiler,
welcher o.B.d.A. gleich' M ist. Somit ist M eine charakteristische
Untergruppe von N. Ferner folgt aus der Endlichkeit von N/M, daB
auch |L/M: C,u(N|M)| endlich ist. Ferner ist

Copn(N|M)|Z(N| M) = N[ MCon(N|M)/N|M < LI M|N|M ~ LN .

Somit ist Cpu(N /M) ein lokal auflosbarer Normalteiler von endlichem
Index in G/M. Da M lokal auflésbar ist, ist Lemma 4 damit bewiesen.
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Ein analoger Beweis zeigt, daB sich die Eigenschaft, fast auflosbare
Gruppe zu sein, ebenfalls auf Erweiterungen vererbt. Im néchsten
Lemma wird unter Verwendung von Lemma 2 der Spezialfall von
Satz A bewiesen, dal G eine p-'Gruppe ist.

LeEMMA 5. EBs sei p eine Primzahl, G eine lokal endliche p'-Gruppe,
und o ein Automorphismus der Ordnung p von G. Ist Cya) eine Cerni-
kovgruppe, so ist G fast lokal-auflosbar.

BEwEIS. Angenommen die Behauptung von Lemma 5 ist falsch.
Es sei @ ein Gegenbeispiel, so daB size (Cg(«)) minimal ist. Dann
ist G unendlich und somit nach Lemma 2 (a) nicht einfach. Nach
Lemma 3 kann man 0.B.d.A. annehmen, dal G keinen lokal aufiésbaren
Normalteiler besitzt und dafl kein epimorphes Bild von G lokal auflos-
bar ist.

Angenommen @ besitzt keinen echten a-invarianten Normalteiler.
Da @ nicht einfach ist, besitzt G einen echten Normalteiler N. Da G
keinen echten w«-invarianten Normalteiler besitzt, ist dann

NNnNen..NNE"=1,

Setze nun Ny= N und N,= N, ,NN;, fir alle i€ N. Dann ist
N,_,=1. Sei j€ N minimal mit der Eigenschaft, dal L = N,s1
und N4, = 1. ist. Dann ist L ein echter Normalteiler von G mit
LN Lr=1. Mit dem gleichen Verfahren, jedoch mit I und «? anstelle
von N und «, erhilt man so einen echten Normalteiler K von G mit
ENnKr=KnNK"=1. Auf diese Weise erhilt man einen echten
Normalteiler M von G mit M N M= =1 fiir alle ie{l,..,p— 1}.
Da @ keinen echten a-invarianten Normalteiler besitzt, ist dann

G=MM*.. M~

Setze D = {mm=*...m*": me M} und sei ¥ die natiirliche Einbet-
tung von M in D. Ist I ein Element aus dem Kern von ¥, so ist
I-1=12...12"". Nun folgt aus M N M*' =1 fiir alle ¢ aus {1, ..., p — 1},
daB "' im Zentrum von M liegt. Da G keinen lokal auflésbaren
Normalteiler besitzt, ist Z(M) = 1. Somit ist ¥ ein Isomorphismus
und M ist isomorph zu D. Wegen D < O4(x) ist M bzw. @ eine Cer-
nikovgruppe. Dieser Widerspruch zeigt, dal G einen echten a-inva-
rianten Normalteiler N besitzt.

Angenommen C4(x) liegt in N. Nach Lemma 3 ist dann Cgy(a) = 1
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und nach [6] ist G/N nilpotent. Da G jedoch kein echtes, lokal auf-
16sbares epimorphes Bild besitzt, liegt Cq(e) nicht in N.

Wegen Cy(a) < Colx) ist der size von Cy(x) eicht kleiner als size
(Ce(@)). Nach Wahl des Gegenbeispiels ist somit N fast lokal-
auflosbar. Hieraus folgt, da N endlich und N N Cyx(N) =1 ist.
Wegen Cy(x) =1 ist size (Cpm(x)) eicht kleiner als size (Cglx)).
Nach Wahl des Gegenbeispiels ist somit Cy(N) fast lokal-auflosbar.
Da N endlich ist, ist auch G fast lokal-auflosbar. Dieser Widerspruch
zeigt die Behauptung.

3. Beweis der Siitze A und B.

BEWEIS VON 8ATZ A. Es sei G nicht fast lokal-auflosbar. Wegen
Lemma 3 kann 0.B.d.A. OG = 1 angenommen werden. Nach [9], Ko-
rollar 3.2, erfiillt G Min-2. Es sei H der maximale lokal auflésbare
Normalteiler von G. Wegen OG = 1 folgt aus [9], Theorem 3.17, daBl H
eine Cernikovgruppe ist. Nach Lemma 1 besitzt G/H einen Normal-
teiler N/H, welcher das direkte Produkt von endlich vielen unendlichen,
einfachen Gruppen ist, so daB G/N fast abelsch ist. Da H eine Cernikov-
gruppe ist, ist COyy(?) nach Lemma 3 fast lokal-auflésbar. Somit ist
jeder einfache Normalteiler von N/H unter ¢ invariant. Mit Hilfe
von Lemma 2 (b) folgt nun, daB jeder einfache Normalteiler von N/H
von Typ PSL(2, F) ist, wobei F' ein unendlicher, lokal endlicher Kor-
per ungerader Charakteristik ist.

Setze D = Cy(H); es ist D N H < Z(D) und nach [9], Lemma 1.F.3
ist N/D eine Cernikovgruppe. Da H Min erfiillt, gibt es eine natiir-
liche Zahl j, so daBl D" H = DY N H fiir alle ¢ = j ist. Setze M = DY
und B = MN H. Dann ist N/M fast auflosbar und F liegt in M.
Da N/HM ein fast auflosbares epimorphes Bild von N/H ist, ist
HM = N. Hieraus ergibt sich, daB N/H isomorph zu M/E ist und
daBl M perfekt ist. Wegen

E=HnM<ZD) N M =< Z(M)

folgt aus [9], Lemma 3.15, daB ¥ endlich ist. Somit existiert eine end-
liche Untergruppe U von M mit E < Z(U) N U’ und U|E ist isomorph

zu ) PSL(2, q,), wobei die ¢, Potenzen ungerader Primzahlen sind

=1
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und » die Anzahl der einfachen Faktoren von N/H ist. Nach [7],
Satz V.25.10 und Satz V.25.7, ist somit F eine elementarabelsche
2-Gruppe der Ordnung kleiner gleich 27. Da N|M fast auflosbar ist,
ist auch G/M fast auflosbar. Damit ist Satz A bewiesen.

BEWEIS VON SATZ B. Wegen [4], Theorem A, geniigt es zu zeigen,
daB3 G fast lokal-auflésbar ist. Nach [9], Korollar 3.2, erfiillt G Min-p,
wobei p die Ordnung von « ist. Nach Lemma 1 und [9], Theorem 3.17,
besitzt G eine Reihe von Normalteilern

1
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D

IA

E

IA

7

I\

G

derart, dafl D eine p’-gruppe, E/D eine Cernikovgruppe, F|E das
direkte Produkt von endlich vielen, unendlichen, einfachen Gruppen
vom Chevalley-Typ und G/F fast abelsch ist. Nach Lemma 4 und
Lemma 5 ist F fast lokal-auflosbar. Da Cgz(2) nach Lemma 3 eine
Cernikovgruppe ist und die Ordnung von x eine Primzahl ist, ist
jeder einfache Normalteiler von F[E unter x invariant. Nach Lem-
ma 2(a) ist somit F/E = 1. Nun folgt aus Lemma 4, dal & fast lokal-
auflosbar ist. Damit ist Satz B bewiesen.

BEWEIS vON FOLGERUNG B. Nach Satz B ist @ fast lokal-auflésbar.
Ist p = o(w), so folgt aus [9], Theorem 3.17, daB G/0,. (@) eine Cernikov-
gruppe ist. Es geniigt also zu zeigen, daB H = 0,.(G) auflosbar ist.
Nach [6], Theorem 3 und 4, gibt es eine Zahl k, so dafl die Ableitungs-
lange jedes endlichen Faktors von H auf dem & fixpunktfrei operiert
kleiner gleich kist. Ist ¥ eine x-invariante endliche Untergruppe von H,
so zeigt man durch Induktion nach der Ordnung von Cg(x), dal die
Ableitungslinge von E kleiner gleich k|Cgz(x)| ist. Es seil = E,, E,, ...
..., B,= E die Kommutatorreihe von E. Ferner sei j € N so gewihlt,
daB Cg(z) =1 und O, (v) 71 ist. Dann ist jg k und |Cgg,,,(2)| <
s |Ce(x)]. Per Induktion folgt nun fiir die Ableitungslinge d von E:

d=k -+ k|OE/E,“(97)| = k|Cg(x)| .

Somit ist die Ableitungslinge einer beliebigen endlichen Untergruppe
von H kleiner gleich k|Cy(x)|. Hieraus folgt, daB H auflosbar ist.
Damit ist Folgerung B bewiesen.
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