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REND. SEM. MAT. UN1v. PADOVA, Vol. 74 (1985)

Sui monoidi di ordine quattro di P* singolari

in codimensione uno.

M. CRISTINA RONCONT (*)

SuMMARY - In this paper it is proved that on every monoidal surface A of
degree four, singular in codimension one, in P& (C complex field) there
is a curve which is not set theoretic complete intersection of M itself
with another surface G.

Introduzione.

Una superficie 5 di P} si dice a curve sottoinsieme intersezione
completa quando per ogni sua curva algebrica c, esiste una opportuna
superficie G tale che ¥ NG = c. Lo studio dei monoidi di ordine
quattro di P} (k¥ campo algebricamente chiuso) che godono della pro-
prieta di essere a curve sottoinsieme intersezione completa & stato
iniziato in una precedente nota [4] nella quale sono stati classificati,
a meno di isomorfismi lineari, quelli non singolari in codimensione
uno, nell’ipotesi che k fosse di caratteristica = 2,3. Per quanto con-
cerne lo studio di quelli singolari in codimensione uno, ¢ noto che il
« generico » monoide di ordine quattro con una retta luogo di punti
doppi contiene due rette sghembe ([1], libro I, cap. VII) e pertanto
non verifica la proprietd in esame ([3], p. 246). Tuttavia una analisi
dettagliata dei monoidi singolari in codim. 1 mostra esistenza di
superficie di questo tipo che non contengono rette sghembe. Per
stabilire se esse godono o no della proprieta in oggetto, non & possi-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata, via Belzoni 7,
35100 Padova (Italy).
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bile applicare gli strumenti che sono risultati essenziali nella classifica-
zione di quelli non singolari in codim. 1; si deve ricorrere pertanto
a metodologie diverse.

In questa nota viene affrontato lo studio di tali monoidi in rela-
zione alla proprieta suddetta. Innanzi tutto si dimostra una limita-
zione sul numero delle rette (distinte) uscenti dal punto triplo, che deve
essere rispettata dai monoidi a curve sottoinsieme intersezione com-
pleta. Le superficie che verificano tale limitazione vengono distri-
buite, a meno di isomorfismi lineari, in un numero finito di famiglie
che sono successivamente analizzate studiandone l’equazione. Sfrut-
tando criteri che non richiedono limitazioni sul campo (alg. chiuso) k,
si dimostra che non verificano la proprietd le superficie A che conten-
gono due rette sghembe e quelle che rientrano nelle famiglie contras-
segnate con (o) e (*); supponendo k di caratteristica zero o, se di
caratteristica positiva non assolutamente algebrico (cioé non algebrico
sul suo campo primo), si ottiene analogo risultato per le superficie
contrassegnate con (%%*). Si forniscono per ciascuna di esse le equa-
zioni di una curva che non é sottoinsieme intersezione completa su AG.
Si dimostra inoltre che anche le rimanenti non verificano le proprieta,
ma vengono per esse applicati criteri che, fancendo riferimento alla
proposizione 11 di [6], richiedono che k sia di caratteristica zero e piu
che numerabile; si tratta delle superficie contrassegnate con (1), ..., (11),
le superficie con tre rette (distinte) luogo di punti doppi e i coni con
una retta luogo di punti tripli.

Si puo cosi concludere che, nell’ipotesi che % gia di caratteristica zero
e pilt che numerabile, non esistono monoidi di ordine quattro singolari
in codim. 1 a curve sottoinsieme intersezione completa. Tale risultato
non pud tuttavia essere esteso al caso di campi algebricamente chiusi
arbitrari perché esistono, in questo caso, esempi di monoidi che invece
verificano la proprietd. Ad esempio il monoide M: {xix, + o + «}z; =
= 0} (ottenuto da (7) ponendo a =b =¢ = 0) ¢, in caratteristica 2,
a curve sottoinsieme intersezione completa. Tale esempio mi é stato
comunicato da P.C. Craighero.

Notazioni.

Le superficie di P, intese sempre come superficie algebriche ri-
dotte, saranno indicate con #, B, .... Con la scrittura 4= {4 = 0},
B={B= 0}, ... si intendera che 4, B, ... sono generatori degli ideali
principali associati ad #£, 3B....
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I monoidi trattati in questa nota vanno sempre intesi come super-
ficie irriducibili.
Le curve di P} (equidimensionali), verranno indicate con a, b, ....

Sia AL una superficie di P} e ¢ una sua curva algebrica. Si dira
che c & sottoinsieme intersezione completa su M se esiste una superficie §
di P tale che M N G = ¢ (per brevita si scriverd che ¢ & s.i.c. su Ab).
Se ogni curva algebrica di A6 & s.i.c. su A si dird che M & a curve
sottoinsieme intersezione completa.

Siano A e B due superficie irriducibili di P} e ¢,, ..., ¢, le compo-
nenti irriducibili di £ N B. Con la scrittura

AP = HU1Cy + oee + MmrCsy

interpretata in un opportuno aperto affine di P, si intende che
& la molteplicita di intersezione di £ ¢ $ lungo c;.

1. Su alcune condizioni necessarie perché un monoide di P2 sia a curve
pe k

sottoinsieme intersezione completa.

In P, k& campo algebricamente chiuso di caratteristica arbitraria,
8i considerino le superficie M di ordine n con un punto P, (n — 1)-plo.
Tali superficie, a meno di isomorfismi lineari, qualora si supponga P,
coincidente con 0O(1, 0,0, 0), possono essere rappresentate da equa-
zioni del tipo:

Ay + B =0

con A e B forme di k[x,,x,,x;] di ordine n-1 e n rispettivamente.

I monoidi di P} di ordine n con un punto P, (n-1)-plo sono singolari
in codimensione uno se e solo se sono singolari lungo rette uscenti dal
punto P,. In particolare un monoide di ordine quattro & singolare
in codimensione uno se una delle rette uscenti da P, & luogo di punti
tripli oppure se il luogo dei punti doppi & costituito da una, due o tre
rette doppie uscenti da P,.

PropPosIZIONE 1.1. Sia A6 un monoide di ordine n»>2 (singolare
o no in codimensione uno) di P}, M = {4z, + B = 0}. Detta r una
retta di A per il punto (n-1)-plo 0(1,0,0,0) e § = {G = 0} una
superficie di P2 tale che 4N G =r, allora @, immagine di G nella



26 M. Cristina Roneconi

proiezione canonica: k[%,, @, %y, ¥3] = ko, 21, %2, X;]/(A%, + B), & pro-
dotto di potenze ad esponente intero delle proiezioni canoniche di
fattori irriducibili di A.

Per 1a dimostrazione si veda [5] p. 140. Nell’enunciato della propo-
sizione 2 di [5] il monoide risulta non singolare in codimensione uno;
tuttavia nella prima parte della dimostrazione, che riguarda il fatto
in esame, tale ipotesi non viene utilizzata.

PROPOSIZIONE 1.2. Sia M = {4z, + B = 0} un monoide di ordine
quattro di P2, singolare o no in codimensione uno. Indicati con
Ay, ..., A, i fattori irriducibili di 4, A= A4%... A%, e con ry,..., 1, le
rette (distinte) di A per O(1,0,0,0), condizione necessaria perché
tali rette siano s.i.c. su A6 (e quindi condizione necessaria perché Al

sia a curve s.i.c.) & che h<s.

D1M0OSTRAZIONE. Nel caso in cui s =1, cioé 4 = A3, detta r una
retta di A per O, sia G = {¢ = 0} una superficie di P tale che § N
N M = r. Dalla proposizione 1.1 si deduce che G = A™(m,>0);
pertanto 6N {4, =0} = r. Ricordando che le rette di M per O
sono le componenti di # N {4, = 0}, si deduce che su - ¢’¢ una sola
retta per il punto triplo.

Nel caso in cui i fattori siano piu di uno, indicate con #; le super-
ficie {4; = 0} e con ry, ..., 1, le rette (distinte) di G per 0, sia ;- M =
= @y;r, + ... + ap;rx. Se le rette sono s.i.c. su M, esiste una super-
ficie § = {G =0} tale che SN A, =r,. Dalla proposizione 1.1 si
deduce che G= 47:... A™, con m,; interi opportuni non tutti nulli,

e quindi che G- M = (z al,»mj) rn+..-+ (z a,,,m,) r,. Pertanto
1 1

Apy oen Qg m, 0
Poiché per ipotesi tale sistema ammette una soluzione non nulla,

il rango deve essere minore di s. Analoghe considerazioni valgono per
le rette r,,...,r,. Pertanto tutte le sottomatrici di
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ottenute cancellandone una riga, devono avere rango minore di s.
Se per assurdo h > s, il rango di quest’ultima matrice sarebbe minore
di s e quindi una colonna sarebbe combinazione lineare delle rimanenti.
Tenendo presente che le forme A; sono in questo caso o lineari o di
secondo grado, se ne dedurrebbe che o due piani hanno in comune
piu di una retta o che un piano e una quadrica ne hanno in comune
pit di due e cid e assurdo.

PROPOSIZIONE 1.3. Sia M = {4x, 4+ B =0} un monoide di P}
(singolare o no in codim. 1) e sia ¢ una sua curva algebrica (irriducibile
e ridotta) distinta da una delle rette uscenti dal punto (n — 1)-plo O
di . Se esiste § = {@ = 0} di ordine m tale che M N G = ¢, indicati
con {I"= 0} il cono che da O proietta c, con A4, ..., A, i fattori irridu-
cibili di A4, A = A}... A%, e con @, I, ecc. le proiezioni canoniche

di @, I, ecc. nell’anello delle coordinate omogenee di M, deve risultare:

G = I=46 .. 45,

dove o e f; sono interi, &« > 0 e i §; negativi soddisfano la condizione:
0 <—B.<vi(m— 1), con 1 molteplicita di O per S.
Per la dimostrazione si veda il lemma 1 di [7].

2. Monoidi di ordine quattro con una retta luogo di punti tripli.

Un monoide A di ordine quattro di P} con una retta luogo di punti
tripli & una superficie rigata e, come tale, contiene due rette sghembe
oppure & un cono. Nel primo caso, come si deduce da una osservazione
di D. Gallarati, [3] p. 246, che non richiede alcuna limitazione sul
campo k, nessuna delle due rette & s.i.c. su M e quindi tale superficie
non & a curve sottoinsieme intersezione completa. Ad analogo risul-
tato si perviene anche se A ¢ un cono, ma il criterio usato richiede
che & sia di caratteristica zero e piu che numerabile. Sotto tali ipotesi
8i consideri infatti un piano =z, non passante per il vertice V, che inter-
sechi A lungo una quartica irriducibile ¢. Detto P un punto di c e t
la retta di A passante per P, se A fosse a curve s.i.c. esisterebbe una
superficie G c P? tale che A NS = t e quindi § N ¢ = P. La quartica
piana c, razionale e singolare, risulterebbe dunque a punti s.i.c., ma
cid sarebbe in contrasto con la proposizione 11 e corollario 1 di [6].
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Ogni monoide di P2, k¥ campo algebricamente chiuso di caratteri-
Stica zero e pitt che numerabile, con retta tripla non & dunque a curve
8.i.c..

Nora. Ogni monoide di ordine quattro che sia anche cono contiene
necessariamente una retta luogo di punti tripli. Tutti i monidi trat-
tati successivamente non potranno dunque contenere un punto mul-
tiplo di molteplicita quattro.

3. Monoidi di ordine quattro con tre rette (distinte) luogo di punti
doppi.

Le superficie qui trattate sono superficie di Steiner con tre rette
doppie distinte, proiezioni (generiche) della superficie di Veronese di
P5. Le superficie di Steiner con due o tre rette doppie infinitamente
vicine rientrano tra quelle analizzate nei paragrafi 4 e 5. B noto che
le superficie in esame sono linearmente isomorfe alla M = {x,z, 2z, +
+ @iy + 4iw; + @30}, Qualora k sia di caratteristica zero e pill che
numerabile tale superficie non & a curve s.i.c. Si consideri infatti la
parte affine M, = {@, 2,7, + 45 + 25 + 2iw5 = 0} = M N {w, = 0}. Ta-
le superficie affine & isomorfa tramite (x,, &,, Z;) = (Lo + 2,25, Ty, 25)
alla superficie cubica affine ¥, = {w,x,2, + @; + 2; = 0} che, essendo
singolare in codimensione uno, non & a curve s.i.c. come dimostrato
nella proposizione 6.1 di [2]. Pertanto nessun monoide con tre rette

luogo di punti doppi & a curve sottoinsieme intersezione completa
(su campi di caratteristica zero e piti che numerabili).

4. Monoidi di ordine quattro con due rette (distinte) luogo di punti
doppi.

Sia k un campo algebricamente chiuso di caratteristica arbitraria.
Un monoide M di ordine quattro di P} con due rette r e s luogo di
punti doppi, qualora si supponga, come possibile a meno di isomor-
fismi lineari, che il punto triplo di A coincida con O(1, 0, 0, 0) e che
le rette r e s siano rispettivamente {#, = x, = 0} e {®, = x; = 0},
pud essere rappresentato dall’equazione

(’) Axo+B:0,
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dove B = aziw;, + (b, + by@,) 40,05 + (6,&F + Cu0,@, + 033) @5 +-
4 (A, + domy)al + exs 6 A = (a/myx, + b ayx, + ¢ wywy + &)y,
Si distinguano due casi: su AL ¢’é una terza retta uscente da 0; su AG
non ci sono altre rette, oltre a r e s, uscenti da 0.

4.1. Nel caso in cui su A ci sia una terza retta uscente da 0 (che
non pud ovviamente essere complanare con r e s), si pud supporre,
a meno di isomorfismi lineari, che questa sia la t = {®, = z, = 0}.
In questo caso M é rappresentato dall’equazione (') in cui d'= ¢ = 0.

Qualora (b,¢') = (0,0) su M & possibile individuare due rette
sghembe. Come gia osservato nel § 2, una tale superficie non é a curve
s.i.c..

Qualora b’ = ¢’ = 0, deve risultare a’' =0 (altrimenti A sarebbe
un cono). Nell’ipotesi che t non sia luogo di punti doppi per M (per
non riottenere le superficie gia assegnate nel § 3), le superficie in esame
o contengono altre rette uscenti da O oltre alle r, s e t (in questo caso
non sono a curve s.i.c. per la proposizione 1.2), oppure sono linear-
mente isomorfe ad una tra le:

(1) X, Xy Xy @y -+ axi @y + (b2, + ew)ay =0, abe£0
(2) 2,2, %% + axixl + baiawy + cxyay =0, abe#£0.

Con lo stesso procedimento adottato per le superficie del §3, &
possibile dimostrare, qualora il campo k sia di caratteristica zero e
pit che numerabile, che le (1) e (2) non sono a curve s.i.c.

4.2. Nel caso in cui su M = {Ax, + B = 0} non ci siano altre rette
uscenti da O oltre a r e s, secondo i vari casi che gi presentano in real-
zione ad A, A risulta linearmente isomorfo ad una tra le seguenti
superficie:

@y(wy @y + x3) @ + 2,0 =0,
(dove C & una conveniente forma di grado 3 di k[wy, 2, 2,]);
@y, + To[axiw, + (b, 4+ bo®,) 0,35 + (6,2, + C@) 73] = 0, @ #0;

(3) @, @3 % + axiwy + (b 4 byw,) v @y, - exs = 0; ¢+ 0;

(4) T 0,83y + 32 - a5 = 0.
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Infatti A= x,4'. Qualora A’ sia una forma di secondo grado
irriducibile, la conica {4'= 0} del piano =:{x,= 0} deve contenere
i punti B e § intersezione di r e s con z. Quindi, a meno di isomor-
fismi lineari, A'= x,2, -+ #;. Tenendo presente che le componenti
dell’intersezione delle due superficie luogo degli zeri di A’ e B sono
r e s e che M & singolare lungo r e s, si deduce che B= tB'+ (v 2, -+
+ @5) (@122, @y + W12 T5 + Ay @y + Ag375), tEK, t £ 0, con B’ = xiw;
oppure B’ = ziz,, B'= x}xi. B pertanto & del tipo: B= Cz,|
+ @y(0y 5+ X2) (@13 + Aga Ty + A3325), cioé i monoidi in esame sono 1.i.
& {(#,2; + 03) 3@+ O+ T3(2, @, + @3) (W13 @1 + Aoy, + 55@5) = 0}, Si
vede ora facilmente che essi sono l.i. a superficie della prima famiglia.
Qualora A’ sia riducibile, con un procedimento analogo, si dimostra
che i monoidi sono linearmente isomorfi a superficie delle rimanenti
famiglie.

Le prime due non sono a curve s.i.c. perche contengono le due rette
sghembe {z,= v,= 0} e {x,= ,= 0}; anche la (3) e la (4) non lo
sono qualora k sia di caratteristica zero e piti che numerabile; infatti
per la (3) si pud sfruttare lo stesso procedimento adottato per le super-
ficie del §3. Per la (4) si consideri la parte affine M,= {&}2;+ 23+
+ @, @,4= 0} = M6 N {2, 0} e si indichino con =z il piano {z,= 1}
e con R il punto intersezione di = con r. Si osservi innanzi tutto che
se su G, esistono due curve ¢ e d le cui proiezioni da O, ¢’ e d’, su =
hanno, oltre a R, un unico punto P’ di intersezione, tenuto conto
della corrispondenza birazionale che intercorre tra A, e 7, allora
c e d hanno in comune, oltre ad eventuali punti lungo r, il solo punto P
di AG, la cui proiezione su = & P’. Si consideri ora la curva razionale
singolare ¢ = {#; + #} + ,#, = ¥, —1 = 0} intersezione di M, e 7
e si indichi con P un suo punto. La conica d; c = del fascio {, — w3 =
= ®,—1 = 0} e che passa per P ha in comune con c, oltre a R, il
solo punto P. Pertanto la curva d,, la cui proiezione su z & d;, cioé
la d, = {t*oja; + @; + tw, = 2, —to; = 0}, ha in comune con C,
oltre ad eventuali punti lungo r, il solo punto P. D’altra parte se ¢ # 0,
cNr=Red,Nr=0.8et= 0, P coicide con R ed inoltrec N r = R
e dy N ¢ = R. Pertanto ¢ N d, = P. Se per assurdo A0, e quindi AG,,
fosse a curve s.i.c., per ogni d, c A, esisterebbe una superficie G, c 43
tale che G, N M, = d,. Allora G, N ¢ = P, cioé c sarebbe una curva
affine razionale singolare a punti s.i.c.; ma cid sarebbe in contrasto
con quanto affermato in [6] p. 173, secondo cui le sole curve di A}
a punti s.i.c. (cioé quelle che verificano C,FD) sono quelle razionali
non singolari. Pertanto d;, per qualche ¢, non & s..c. su ..
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5. Monoidi di ordine quattro con una sola retta luogo di punti doppi.

Sia A6 un monoide di ordine quattro di P} con una sola retta r luogo
di punti doppi. A meno di isomorfismi lineari, ¢ sempre possibile sup-
porre che il punto triplo di A coincida con O(1, 0, 0, 0) {cosicché M
pud essere rappresentato dall’equazione Az, + B = 0), e che la retta r
sia la {#, = x, = 0}. La discussione viene condotta distinguendo i
vari casi che 8i presentano in relazione al numero delle rette di M
per O, e ricordando che, se esso supera quello dei fattori irriducibili
di 4, A non & a curve s.i.c. (proposizione 1.2).

5.1. Su JG ei sia una sola retta per O: quella doppia.

Qualora A sia irriducibile, A = 0 rappresenta, sul piano n = {r, =
= 0}, una cubica a singolare nel punto R(0,0,1,0) intersezione di
r e w. Nel caso in cui a ¢ nodata & sempre possibile supporre A =
= 2,%,%, — &} — 2. Ricordando che A & singolare lungo r e che 1’in-
tersezione delle curve luogo degli zeri di A e B é R, non & difficile
riconoscere che B = iB’ - L(w, x5, — «} — 3), dove t€k, t#0, L
forma lineare di k[, x,, ;] ¢ B' = x; — 222 4 223x,, oppure B’ =
= 2}(0, 2, —x3), B' = af, B' = aix,, B’ = xix;. I monoidi in questo
caso sono dunque l.i. ad uno dei seguenti:

(012,005 — ./L':; - wg)wo + w; - 992{402 + 2“"?“‘2 =03

(0, @y 203 — X5 — @3) By + 23(2, 03— T) = 0;

() (v, 2,005 — af'i — w:)wo + .’I?: = 0;
(%) (X205 — .’I):: - wg)wo + wga& = 0;
(%) (wlmzws—wg‘_xg)wo‘miw: =0;

Con procedimento analogo, qualora a sia cuspidata, si ottengono
superficie linearmente isomorfe alla:

(5) (w — @y @)@ + 27 =0 .
La prima contiene le due curve sghembe {r, —x, = ,(w, — @;) -+

+ @y(3, — 2,) = 0} e {w, = 2, = 0}; la seconda contiene le due rette
sghembe {®, = x, = 0} e {x, = &, — x, = 0}. Per dimostrare che la (5)
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non & a curve s.i.c. si pud procedere, qualora k sia di caratteristica
zero e piu che numerabile, come per le superficie del § 3. Per le super-
ficie contrassegnate con (%) & possibile adottare uno stesso criterio;
esso viene illlustrato applicandolo alla prima delle due.

Si consideri la superficie M = {M = 0} = {(#, 2,2, — &} — 23)x, +
+ a4} = 0} ¢ la conica di M: ¢ = {#, — &, = w2, — 22,2, + o} = 0}.
Se per assurdo esistesse una superficie § = {G = 0} di ordine m di P}
tale che § N M = ¢, indicato con @ la proiezione canonica di G in
k[AM], dovrebbe risultare (proposizione 1.3):

G= (13 @y — &] — &03) (0, — 21) 2" .

Mo {, @2, — 0} — 2y =0} =121, M {0, —2, = 0} =C + 2re MG =
= 2m ¢, da cui 12« 4 4m = 0. Dunque o < 0; posto f = — o, m =
= 3f. Pertanto

(1 X223 —x;’_wg)ﬁé = (X, —x,)%6 .
Dalle relazioni valide in k[A(G], si otterrebbe quindi:
(— 1P @ = of(w,— 2,)% + pM

con i polinomio omogeneo opportuno di k[z,,x,,%,,®;]. Comunque
fissato un polinomio P € k[, &, , @;, 2,], sia P il polinomio ottenuto
da P ponendo z, = hx,, hek. Dall’ultima relazione si otterrebbe
allora:

(— 124G = 2fatf(h —1)% + §M .

Essendo Jf, per ogni k=0, divisibile per a3, si dedurrebbe che %,
per gli stessi valori di k, & divisibile per 2%~2. D’altra parte, per b = 0,
M & divisibile per 2? e cid implicherebbe che G, per h = 0, fosse divi-
sibile per z,. Pertanto le superficie § e {w, = 0} avrebbero r in comune,
cioé G conterrebbe r contro l’ipotesi assunta. ¢ non & dunque sotto-
ingieme intersezione completa su JG.

Per dimostrare che la superficie M'= {M' =0}, dove M' =
= (&, 2y, — &} — 23) ®, — a3, contrassegnata con (%), non & a curve
8.i.c., qualora k sia di caratteristica zero o, se di caratteristica posi-
tiva, non sia assolutamente algebrico (cio¢ algebrico sul suo campo
primo), ¢ sufficiente verificare che non esiste alcuna superficie § =
={G =0}c P tale che ' NG =c, con c = {, — ax, = aw, &, —
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— (a® + 1)@, — a*x; = 0}. Infatti se per assurdo esistesse, indicato
con m il suo ordine e con @ la proiezione canonica di @ in k[A'], anello
delle coordinate omogenee di M, dovrebbe risultare, per la proposi-
zione 1.3,

G = (012,03 — 27 — 23)%(#;, — axy)*™.

Tenendo presente che Mo-{z,2,0,— 2} —a}=0}=12r, f-{2,—
—ax, =0} = ¢ + 2r e che M NG = ¢, si deduce che 3a | m = 0;
pertanto « <<0. Posto —o = f, si ha m = 3f e quindi

(") (xlwzwa_x:{_xg)ﬁg = (@, — ax,)®.

Tenuto conto delle relazioni valide in k[AM'], 'ultima uguaglianza &
equivalente a:

2LBC = (10,2300 — B0y — X3 2,)28(2, — alr,) %8 .
Esiste pertanto un polinomio P € k[z,, ,, «,, ;] tale che
TP EBQ = (0,00, — T2y — X3,)%F (0, — ax,) + OM' .

Si esegua la sostituzione, come gia si é fatto per la (x), , = ha,, h ek,
ottenendo:

2 abG = 2B (w00 — W22, @y — hat)?? (1— ha)® 4 ou

(15'71’{’ & divisibile per #% quando k= 0, mentre & divisibile almeno
per %% quando h = 0. Affinché cid¢ sia possibile & necessario che
G = (@ix,)f + 2, L, + x,L,, con L, e L, polinomi opportuni. D’altra
parte la ('') & equivalente anche alla:

w3Pah G = (w0350 — T30, — 2, 25) (T, — aX,)%F ;
pertanto esiste un polinomio v € k[x,, x,, x,, ;] tale che
T 2 G = (B, 2,0, — 230, — @, @)% (2, — ax,)* 4 y M’ .

Anche in questa relazione, effettuata la sostituzione z, = hx,, hek,

\

si vede che yM’' & divisibile per 2% quando h 5 0 e almeno per a3
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quando k& = 0. Cid, per @ tale che a*® 1, la cui esistenza & assicu-
rata dalle ipotesi su k, ¢ in contrasto con l’espressione di G sopra
determinata. Non esiste dunque alcuna superficie § = {G = 0} tale
che /NS =c e quindi M non & a curve s.i.c.

Nel caso in cui 4 = 4,4,, con A, forma lineare e 4, forma irri-
ducibile del secondo ordine di k[z,, #,, #;], procedendo con un metodo
analogo a quello usato nei casi precedenti, si ottengono monoidi linear-
mente isomorfi ad uno dei sequenti:

(6) (2, %5 + a’z)-’”o + .’B: + 22 25 + 9«”2) =0;
(%) (2,25 + $i)$0 + x; =0;

Per dimostrare che tali superficie non sono a curve s.i.c. si pud proce-
dere, per quanto concerne la (6), nell’ipotesi che %k sia di caratteri-
stica zero e pill che numerabile, come per la (4); mentre per la seconda
delle due come per le precedenti ().

Qualora A si spezzi nel prodotto di forme lineari, poiché su AG
¢’é una sola retta per O, i piani #; = {4, = 0} appartengono ad uno
stesso fascio di sostegno r ed inoltre #£; N M = r. Pertanto deve
risultare ¢« <3 altrimenti r sarebbe tripla per (. I monoidi singolari
lungo la retta r che rientrano in questo caso sono linearmente isomorfi
ad uno dei seguenti:

(%) Bi@y o + ¥F + 7§ + By 2,07+t 2 =0,
2wy + x4 + aala) + ba, @) + exiw, vy + doywyws + exiwy + ¥y 225 =0,

(7) viw, + o + axial + ba,a + ew,wiw, + 2l = 0.

Tali superficie non sono a curve s.i.c.: per la prima si pud procedere
come per la precedente (%*) sotto le stesse ipotesi su k; la seconda
contiene due curve sghembe; per la (7) si pud procedere come per la (4),
nell’ipotesi che % sia di caratteristica zero e pill che numerabile.

5.2. Su M = {Ax, + B = 0} oltre alla retta doppia ci sia una
seconda retta per O che si pud supporre essere la s = {#, = 2, = 0}.
Dalla proposizione 1.2 si deduce che A deve essere riducibile in almeno
due fattori (distinti).
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Sia A = A, A,, con A, forma lineare e A4, forma irriducibile del
secondo ordine. Se il piano #, = {4, = 0}, che deve contenere r,
non passa per s, allora £, N M = r. Detto {L = 0} un piano per r,
che individua su AL una conica irriducibile ¢, dalla proposizione 1.3
si deduce che per ogni superficie §= {G = 0} di ordine m tale che
SN M = c, deve valere:

G = A; 4L .

D’altra parte, poiché M N{4,=0}=rUs, deve essere f = 0.
Inoltre deve risultare nulla anche la molteplicitd di intersezione di
S e M lungo r; pertanto 4o + 4m = 0. « risulta allora negativo. Do-
vendo § contenere il punto triplo 0 di A, dalla proposizione 1.3 si
deduce che —a<m —1, ma cid & in contrasto con quanto sopra
seritto. Non vi ¢ dunque alcuna superficie G tale che NG = e
quindi i monoidi singolari lungo r di questo tipo, tali cioé¢ che #,
non contenga s, non sono a curve s.i.c..

Nel caso in cui 4, sia il piano individuato da r e da s, i monoidi
singolari lungo la sola retta r e che non contengono rette sghembe
sono linearmente isomorfi ad una delle seguenti superficie:

(%) @y (03 25 + @3) @ + tw; + Ty@y(wy 2y + 23) =0, 1£0;
(o) 0y(, 005 + 7) @y + t@@; + (@, + A7) =0, t£0.

Per dimostrare che sulla prima delle due ¢’¢ una conica che non és.i.c.,
si pud procedere come per le precedenti superficie contrassegnate
con (%). Per la seconda si consideri la conica ¢ individuata su 4G dal
piano {x; —x, = 0}. Dalla proposizione 1.3 si deduce che per ogni
superficie § = {@ = 0} di ordine m tale che M N G = ¢, deve risultare:

G = T (@205 + 22)B(2y — x,) 2™ .

Da Mo-{2, =0} =3r+ s, M-{®2;, + ] =0} =2r + 65 e M-{x;,—
—x, =0} = ¢ + 2r, segue 3o + 2f + 4m = « + 6§ = 0, cioé m —
—4f = o 4 68 = 0. o risulta dunque negativo e quindi, per la pro-
posizione 1.3, — x<m — 1, ma ¢id & in contrasto con le relazioni sopra
seritte. ¢ non & dunque s.i.c. su .

Sia A = A4, 4,4,, con A; forme lineari a due a due non propor-
zionali. Si ottengono monoidi linearmenti isomorfi ad uno dei se-
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guenti:

(%) By @o( + @) T + T, 75 + (@, + @) (2,25 — wi) =0, a#0;
(%) @y By By 0y + T35 + @3 = 0 ;

(%) D18y @3 Ty + (X1 1 X5)2 =0 .

Si verifica che tali superficie non sono a curve s.i.c. procedendo come
per le rimanenti superficie contrassegnate con lo stesso simbolo e
sotto le stesse ipotesi su k.

Sia A = A,4;, con 4, e A, forme lineari non proporzionali. Si
ottengono monoidi linearmente isomorfi ad uno dei seguenti:
(o) @imym, + w:‘”g + a’lwz(amg + bz, 25 + cw:) + dil): =0, ad+#0;
(o) @ia,ao + o, + @y 2,(aw; + bxy @y 4 ox3) 4 dai =0,  ed 7~ 0;
()] Ty B + Ty + T Bo&4(a2y 4 b)) 4 €27 =0,  ¢7#0;

N '7/': + @@, 5(a2, + @5) = 0;
(o) i@ %y + 27 + w2y = 05
(9) 2i2,% + 24 = 0;
T Ty @0 + T30 + B 2y(ax] + b2y + cx3) + da; =0, ed #~0;

(10) @ 8,0, + Ty @y + @, @5(ax; + bwy @) + oy =0, ¢#0;
(%) Xy BBy + XXy + Xy X @y (ay - by) + 02t =0, be#0.
Per le superficie contrassegnate con (%) e (o) si procede come per quelle
con la stessa notazione; per la (8) come per la superficie del § 3; per
la (9) e la (10) come per la (4). (I criteri adottati per le (8), (9), (10)
richiedono, come la (4) e le superficie del § 3, che k sia di caratteristica

zero e pid che numerabile). Le rimanenti contengono due curve
sghembe.

5.3. Su A, oltre a r, ci siano due rette s e t. Le tre rette possono
essere complanari o no. Si ottengono superficie che o contengono
coppie di rette sghembe oppure sono linearmente isomorfe ad una
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tra le:

(o) Xy By B3 + w:(wz + @) @5 + a'w: =0, a#0;
(o) &y o (%, + B,) o + w:wz + w3(a, + ;) (ax; + bx,) = 0, ab # 0;
(0) @y @y(2y + ) @y + i, -+ @5(2, + @,)(ax] + bayw) = 0,  ab =+~ 0;

(o) Xy By B3 Ty -+ X5(®y + @) + @300, = 0

(o) %, 8%y + Xax; + axyx; + baiw, = 0; ab#£0;
(o) By @y B Xy + XY@y + X3) + 2, = 0

(o) By By By &y + X3%5 + 0,75 + axiwy = 0, @~ 0;

(11) 2,8 + T3x; + xi@; + axlz, =0, az£0.

Per dimostrare che la (11) non é a curve s.i.c. si procede come per
le superficie del § 3, per le altre come per le precedenti superficie con-
trassegnate con (o).
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