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ReEND. SEM. MaT. UN1v. Papova, Vol. 74 (1985)

Sulla risoluzione asintotica dell’equazione y' = A(?)y,
con A(t) matrice 2 X2, nel caso oscillante.

ANNA MARIA BRESQUAR (*)

SUMMARY - A linear homogeneous system of two ordinary scalar differential
equations, in the case of oscillatory solutions, is asymptotically solved in
two ways, using two different systems asymptotically equivalent to a
convenient canonical form of the given system. For both the propoused
solutions strict numerical bounds of the error are given and compared.

1. Imntroduzione.

Molti lavori sono stati dedicati al problema dell’equivalenza asin-
totica di sistemi di equazioni differenziali ordinarie e anche qualche
trattato ne parla (si veda ad esempio [3], [5], [9], [16]). In accordo
con alcuni autori diciamo asintoticamente equivalenti due sistemi se
esiste una corrispondenza biunivoca fra le loro soluzioni tale che 1la
differenza di soluzioni corrispondenti tenda a zero quando la variabile
mdipendente ¢t — -+ oo.

Nel paragrafo 3 di questo lavoro (per completezza poiché viene
successivamente utilizzato) un risultato noto relativo all’equivalenza
asintotica di sistemi di equazioni differenziali lineari di ordine n a
coefficienti continui (in presenza di una perturbazione continua e
sommabile) viene esteso al caso di sistemi a coefficienti localmente
sommabili (con perturbazione sommabile).

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata, via Belzoni 7.
Universita, 35131 Padova (Italy).
Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. del C.N.R.
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Argomento di questa ricerca & il comportamento asintotico del
sistema
dy

(1.1) = = 4y

dove A(t) = (a;;(t)) & una matrice 2X2, a;;(f) sono funzioni reali di
variabile reale ¢ appartenenti a ILy,([0, 4 o0)). Il sistema viene
studiato nel caso oscillante. Con cid si intende che, detta y(f) = (¥.(t)),
i =1, 2, una qualunque soluzione non identicamente nulla di (1.1),
le funzioni ,(f), ¥.(!) posseggono sulla semitetta [0, |+ oo) infiniti
zeri isolati che si separano mutuamente (si veda W.T. Reid [18]).

Lo studio asintotico di (1.1) si effettua sulla sua forma canonica

(1.2) Ft Cx)z Clx) = ( . w(gp))

ricavata nel paragrafo 2 nelle ipotesi I,, I,, I,. La variabile # ¢ defi-
nita da (2.6), la funzione w(x) da (2.8).

Vengono proposti due sistemi agintoticamente equivalenti al si-
stema (1.2), rispettivamente nei paragrafi 4 e 5. I risultati principali
sono contenuti nel teorema 1 (paragrafo 4) e nel teorema 2 (paragrafo 5).
In entrambi i teoremi il maggiore interesse delle soluzioni agintotiche
proposte, e nel caso del primo teorema I’unica novita, consiste nell’aver
ottenuto le maggiorazioni esplicite dei resti (formule (4.6), (5.7)). Cid
& stato possibile riconoscendo che i resti verificano un sistema di equa-
zioni integrali non lineari (tali sono ad esempio (4.23), (4.24)).

Nei paragrafi 6 e 7 si confrontano le dette maggiorazioni dei resti,
si ritorna alle soluzioni del sistema (1.1) e si discutono alcuni esempi.

2. Riduzione del sistema a forma canonica.

2.4 8Si congidera il sistema

dy
(2.1) %—Amy

nelle ipotesi seguenti che saranno giustificate nella sezione 2.C.
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I,) La matrice A(t) = (a;(t)) appartiene a L ([0, + 20)) ¢ le
funzioni a,(t), @,(f) appartengono ad AC([0, + o0)).

I,) Valgono le disuguaglianze
(2.2) a(1) >0, ay(t) <0 Viel[0, + oo)

e l'uguaglianza
(2.3) @15(0) + a5, (0) = 0.
I,) Si ha

+ oo
(2.4) f\/:&m(t)azl(t) dt = + 0.
0

In queste ipotesi, mediante ’applicazione successiva di una trasfor.
mazione lineare T',(t), di un cambio di variabile indipendente & = ¢(¢)
e di una seconda trasformazione lineare T,(x), il sistema (2.1) si muta
nel sistema

—ofr) 1
(2.1M) dz = C(x)z O(x) = N
dw —1 o

che dipende dall’unica funzione w(x) definita in (2.8).

2.B Posto
exp [ fall(r) dz] 0
(2.5) T, (t) = 0 ‘
0 exp [ fazz(r) dt]

0

la trasformazione y = T,(¢)% muta il sistema (2.1) nel sistema (°)
(2.1 — = A@t)§

(°) La trasformazione T,(t) & nota; si veda ad esempio, in altre ipotesi,
Los’ [13].



178 Anna Maria Bresquar

dove

t
0 1s(t) €xP [[as(v) — a(x)] dv
A@t) = ' 0
a(t) exp [[an(1) — ()] d 0
0

Introduco ora la variabile

¢
(2.6) r = @(t) :f\/— a1,(7) a5y (7) dT
* 0

che per la (2.4) muta la semiretta [0, + co) in s&. Detta p linversa
di ¢ e posto F(y(x)) = (=) il sistema (2.1') si muta in

(2.1") g:; =C(x)2
dove
0 exp [wa(s) ds]
é(x) = 3 0
— exp [— 2;!60(8) ds] 0

avendo posto

* ) ¢
(2.7) exp [2fw(s) ds] = {(— Z:—E:;) ‘exp [f(azz(z') — ay,(7)) dr]} oy
0

0

e quindi q.0. in [0, 4 o0)

i
d 12 ¥
@8 o) = 7 1os (< 220 + flotr) — au(enan] o).
0

Dalle ipotesi I,, I,, I, risulta w € Ly,([0, + co)).
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Eseguo finalmente la trasformazione lineare

exp | |w(s)ds 0
(2.9) Z="Tyx)z Tyx)= [6[ ] P
0 exp [——fw(.s) ds]

questa conduce dal sistema (2.1") alla forma canonica desiderata

— o(x) 1
(2.1") B _ 0wz Cl)— ( )

ax -1 o

2.0 Avendo scelto di studiare sistemi oscillanti conviene sup-
porre a,,(f)-ay,(t) %= 0 Vie[0, + co); questa ipotesi garantisce in-
fatti DPapplicabilitd al sistema (2.1') del teorema (2.1) pag. 31 di
W.T. Reid [18] concernente il carattere oscillante delle soluzioni.
In realtd la condizione a,,(?)-a,(t) # 0, tenuto conto di I,, non basta:
va sostituita con a,,(f)-a.(f) < 0 da cui segue, per fissare le idee, la
prima delle ipotesi I,. Infatti se fosse a,,(?)-a,(t) >0 Vie[0, + co)
il sistema non potrebbe essere oscillante perche, considerata una solu-
zione non banale y(t) = (y.(t)) (¢ =1,2) di (2.1) e la funzione

i
alt) = exp |— [lan(®) + anmldr| 30 9.0,
to
si avrebbe q.o. in [0, - o0)

t

d

G = exp [ [0 (0) + a0 7] L9304+ atyziie]
to

e ne discenderebbe la monotonia di «(?) e I’impossibilita che y,(t) - ¥,(?)
si annulli piti di una volta in [0, 4+ o). Infine la seconda delle ipotesi I,,
che & comoda perché evita l’introduzione di una costante opportuna
nella (2.7), non ¢ per nulla restrittiva. Infatti, se il sistema (2.1) non
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la verificasse, Paffinitd
. _ V aZI(O)
Yr= rs(0) 7

lo trasformerebbe in un sistema che la verifica.

3. Equivalenza asintotica per una classe di sistemi lineari.

Riportiamo il seguente classico teorema in una versione legger-
mente modificata. Esso verra utilizzato marginalmente nella dimo-
strazione del teorema 1 del paragrafo 4 e completamente in quella
del teorema 2 del paragrafo 5. In questo paragrafo non & necessario
scegliere particolari norme per matrici e vettori; essenziale & soltanto
che la norma del loro prodotto non superi il prodotto delle loro norme.

TEOREMA. Considerati i due sistemi lineari
(3.1) u' = D(x)u

(3.2) ¢ = [D(@) + B@)k,

dove B(x), D(x) sono matrici » Xn appartenenti a I, [0, + oo), se
tutte le soluzioni del sistema (3.1) sono limitate, e se

@

(3.3) min lim |tr D(s)ds > —o0,
&—>+ oo
+ oo
(3.3) [1B@ldaz< + oo,

0

allora i due sistemi (3.1), (3.2) sono asintoticamente equivalenti.

Nelle stesse ipotesi la corrispondenza biunivoca S esistente tra le
soluzioni dei sistemi (3.1), (3.2) ¢ un omeomorfismo per la topologia
della convergenza uniforme in [0, 4 oo0).

OSSERVAZIONE. La prima parte dell’enunciato ora riportato si
trova in F. Brauer [3] pag. 35, pill completo & ’enunciato che si legge
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in A. Wintner [19] pag. 200; entrambi gli autori suppongono perod
che le matrici B(x), D(x) siano continue in [0, 4 oco).

Vista la modifica delle ipotesi e la pil precisa formulazione della
tesi, riportiamo qui una dimostrazione del teorcma. Essa é diversa
da quelle degli autori sopra citati, ma si ispira a metodi largamente
usati (peraltro sempre in ipotesi di continuita) in teoremi strettamente
simili; si veda [9], [16].

DIMOSTRAZIONE. Verifichiamo dapprima che tutte le soluzioni
di (3.2) sono limitate in [0, 4+ oo). Sia U(x) una matrice fondamentale
di soluzioni di (3.1). L’ipotesi |U(x)| limitata e la (3.3) equivalgono
all’esistenza di una costante k > 0 tale che

(3.4) 1U@)Us)|<k V(2 s5)€[0, + 00)X[0, 4 o0).

Dalla formula di Lagrange segue che ogni soluzione z(x) di (3.2) veri-
fica ’equazione integrale

2(@) = U(x) U1(0)2(0) + J U(@) U~(s) B(s)z(s)ds ,
0

dalla quale equazione si ottiene

(@) < k[=2(0)| + & [ 1B(s)] - |=(s)] ds,

e quindi, per il lemma di Gronwall, si ha (%) in [0, 4 oco)
@) < kle(0)] -exp[k [ B(s) | ds] < k12(0) | -exp[i[ | Bs) | ds] -
0 0

() Per dimostrare che tutte le soluzioni del sistema (3.2) sono limitate
sarebbe sufficiente sapere la (3.4) valida per x >s >0, ferma restando natu-
ralmente la (3.3'). 8Si veda per es R. Conti [7], teor. 7' pag. 28, dove queste
ipotesi assicurano che i sistemi (3.1), (3.2) siano uniformemente stabili. La
validita della (3.4) per s>z >0 sard utilizzata per stabilire 1’equivalenza
asintotica fra le soluzioni dei due sistemi. Per il lemma di Gronwall si ¢ seguito
L. Cesari [6], pag. 35 (3.2.0).
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Dimostriamo ora l’equivalenza asintotica dei sistemi (3.1) e (3.2).
Sia a>0 e risulti

+ oo

(3.5) o = kjuB(s) lds < 1;

dimostriamo dapprima la tesi su [a, + o0). Sia X lo spazio di Banach
delle funzioni continue e limitate di [a, + co) in R*, con la norma

|2l = sup |2(x)] z2eX.

z=a

Sia u(x) una soluzione di (3.1); le ipotesi (3.3'), (3.4) ci permettono
di definire la corrispondenza 7,: X — X ponendo

T2(@) = u(w) — f U(x) U-1(s) B(s)2(s)ds .

x

Dimostriamo che 7T, & una contrazione in X. Se 2,, 2,€ X si ottiene
infatti

+ oo

| T,(@) — Tits@)| < kley— 2. [ | B®)| ds,
quindi, ricordando la (3.5),
1wz, — Tu2s] <021 — 23] -

Pertanto 7', ha un unico punto fisso z,(z) che risulta soluzione di (3.2),
in quanto
+ oo

(3.6) eu(@) = u(z) — f U(@) U-1(s) B(s)2u(s)ds -

Definiamo allora la corrispondenza 8§ ponendo Su = z,. Viceversa
sia Z(x) una soluzione di (3.2) e poniamo

+ oo .
(3.7 (x) = Z(x) + f U(x) U-1(s)B(s)Z(s)ds .



Sulla risoluzione asintotica dell’equazione y' = A(f)y ecc. 183

Si ottiene che # € X ed e soluzione di (3.1). Inoltre dalla (3.7) segue

Z = T.Z = 8. Si conclude con ovvie considerazioni che la corrispon-

denza 8 fra le soluzioni di (3.1) e (3.2) & biunivoca e che lim |u(x)—
&>+ oo

— Su(x)| = 0; resta cosi stabilita in [a, + oo) Vequivalenza asinto-
tica di (3.1) e (3.2).

Vediamo ora che S ¢ un omeomorfismo per la topologia della con-
vergenza uniforme in [a, 4 co). Sia 2z = Su, 2, = Su,; tenuto conto
della (3.7), si ottiene

+ o

(@) — up(@)| < 2(@) — 20(@)] + [ KIB(s)]- 2(s) — 20(5) s
+ oo

<lle = 2ola + 2 — ol k | |B(s)]ds

<@+ )z — 2o

da cui discende
e — %ol <1+ 0) ]2 — 2] -
Analogamente, tenuto conto della (3.6), si ottiene

[2(2) — 2o(®) | < % — o] oo + O]2 — 20]
e quindi
Iz — 200 <X — )M — o] -
Dalla relazione
(3.8) A+ 0w — |l <[z — 20| < (L — O) 7w — 2y o,
segue finalmente che § ¢ un omeomorfismo per la topologia della
convergenza uniforme su [a, + oo0). Poiché nelle ipotesi considerate

le soluzioni di (3.1), (3.2) sono definite in [0, 4 co), univocamente
determinate dai dati iniziali nel punto @ e dipendono con continuita (2)

(2) In questo caso la dipendenza continua dai dati si riconduce sostan-
zialmente all’applicazione del lemma di Gronwall nell’intervallo [z, a], appli-
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da questi nell’intervallo [0, a], si pud concludere che Pequivalenza
asintotica e l’omeomorfismo § valgono in [0, 4 oo).

4. Prima rappresentazione asintotica con maggiorazione dell’errore.

4.4 Nel teorema 1 diamo una prima risposta al problema di asse-
gnare una soluzione asintotica con maggiorazione dell’errore al sistema
(2.1"), ottenuto nel paragrafo 2 come forma canonica del sistema (2.1).
Allo scopo useremo un sistema approssimante a coefficienti costanti.

TreorREMA 1. Considerata w(x), introdotta al paragrafo 2 mediante
la formula (2.8) ed appartenente a Ly([0, + o0)), supponiamo che
esista una costante w, tale che

+ oo

(4.1) f[w(a:) — W |dx < + co, |we| < 1.
0

Allora i due sistemi

— w(x) 1
(4.2) Z=0x)z Cr)= ( )
—1 w(x)
— oo 1
(4.3) v = v F = ( )
—1 Woeo,

sono asintoticamente equivalenti, e la corrispondenza biunivoca §

tra le soluzioni dei due sistemi ¢ un omeomorfismo per la topologia
della convergenza uniforme in [0, -+ o).

cazione che porta alle disuguaglianze
«€[0,a]

sup ([(a) — 2(@)]) < Js(a) — 2(@)]-exp [ 1D(s) + Bs) |ds
0

z€[0,a]

sup (Ju(e) — uy(@)]) < (@) — uy(a)] - exp [ | D(s)|ds
0
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Vale per z(r) la rappresentazione asintotica

(4.4) 2(x) = 2(x, y, h) = h[v(x, ) + n(w, y)]
cioe
w5) (zl(x, 7, h)) h(sin (V1— iz +y) + mla,y) ) heR
b =
2y (xy vy b) cos (\/1 — Wi x4y —aresin we) + 7, (2, y)) yER

dove, sulla semiretta x> a sotto definita, si ha

(4.6) max [n:(@, )| = [n(xy 7)< pol@)
con uy(x) data da

2k(x)
4.7 = S
(1) (@) 1—24/2k(2) + V1— 44/2k(x)
e

+ oo
(4.8) k(z) = ;/T‘_/E'a:‘ !Iw(s) — ool ds .

Ovviamente y,(x) & definita sulla semiretta > dove

1

4.B OssERVAZIONI. L’asintotica equivalenza dei due sistemi,
il connesso omeomorfismo e quindi la (4.4) dove lim |x(w, )| =0
2—> + oo

sono una immediata conseguenza del teorema riportato nel paragrafo 3.
Nel caso particolare di un sistema approssimante a coefficienti costanti,
come il sistema (4.3), e di una perturbazione sommabile come quella
che presenta il sistema (4.2) I’equivalenza asintotica & affermata da
L. Cesari [6] pag. 41; per la dimostrazione L. Cesari rinvia a N. Levin-
son [12] che tuttavia suppone la perturbazione continua.

Mentre nella dimostrazione della prima parte dell’enunciato (appli-
cazione del teorema del paragrafo 3) si pué pensare di usare una norma
euclidea per matrici e vettori, per la dimostrazione della seconda
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parte dell’enunciato (maggiorazione dell’errore) conviene introdurre
norme opportune. Precisamente per i vettori introdurremo le norme

(4.10) lz@) = 2 li(@)],  [2(@)]. = max |z(z)]

e per le matrici del tipo 2 X2 la norma

(4.11) |4 (2) . = max |a;(z)].

Queste norme risultano compatibili, nel senso che
(4.12) |4 (@)z(@) < [|A(@)]2* [2(0) ], -

Sempre per la dimostrazione della seconda parte dell’enunciato
si sfruttera nella (4.16) il fatto che la differenza di soluzioni corrispon-
denti mediante §

n(@, y) = 2(x, y, 1) — v(», p)
¢ soluzione del sistema
(4.13) 7' = O(@)7] + (C(x) — F)v(z, y),

mentre nella dimostrazione del teorema del paragrafo 3 ci si & implici-
tamente serviti del sistema

(4.14) 7' = Fij 4+ (C(x) — F)z(x, y,1),

come 8i vede ad esempio da (3.7).

Soltanto la scelta di (4.13), che conduce ad un sistema di equazioni
integrali non lineari in opportuni vettori #(x,y,), n(®, y. + =/2) ci
permette di ottenere, con il metodo qui usato, la maggiorazione (4.6)

di ”77('777 ») ”2 .

4.0 DIMOSTRAZIONE DELLA (4.6). Consideriamo v(z, y) e 2(x, y, 1)
soluzioni corrispondenti mediante S dei sistemi (4.3), (4.2). Ricordiamo
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che z(x, y, 1) si ottiene ponendo k = 1 nella (4.5) e di conseguenza che

sin (V1— oz + )
’D(d/‘, 7) =

cos (V1 — wi @ + y — arcsin ww)

n(z,y) = 2(x,y,1) — v(x,y), lim n(x,y)=0.

&—>+ 00

Sostituendo 2 = 5 + v nel sistema (4.2) otteniamo che 7(x, y) & I'unica
goluzione infinitesima del sistema (4.13)

ij'= C(x)q] + b, ),
avendo posto
(4.15) b(z,y) = (C(x) — F)o(x,y) =
B ((—— (%) + we) sin (V1— iz + y) )
(0(#) — wo) cOS (V1— wi, & + y — arcsin o) .

B ovvio che b(x, ) € L([0, + o0)). Considerata allora una qualunque
matrice fondamentale Z(x) di soluzioni del sistema (4.2) si ha

+ oo

(4.16) (@, y) = — f Z(w) Z-2(s)b(s, y)ds ,

dove il prodotto Z(x)Z-(s) = ¢(x, s) = (pi;(x, s)) & notoriamente in-
variante rispetto ad un cambiamento di matrice fondamentale. Sce-
gliamo

Zu(®)  Zn(2)
(4.17) Z(x) = Z(2yy1,1) = ( )
Za(®)  Zy(®)

dove si & posto per semplicitd di scrittura

(211(“')) 7 Z12(2)
2(w, y1,1) = z(x,yl—l— 5,1): .
Zo1 () - Z22(0)
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In corrispondenza, mediante 8, otteniamo la matrice fondamentale
del sistema (4.3)

(4.18) Ve, y1) =

( sin (V1— wiz + 1) cos (V1— i @ + 1) )

cos (\/1 — 0% T 4y —aresin w,)  —sin (\/1 — W% & + Y1 — aresin we)
e la matrice differenza
(@) T12()
(4.19) Z(xy y1,1) — V2, y1) = H(zy 1) =
T21() T2a()

dove si & posto

(@) 7 Tha(@)
(4.20) n(@y y1) = n (x, Y1+ 5) = .
ja1() Naa()

Poiché det[V(z,9,)] = —V1—wk, V(2,y,) & limitata in [0, + co),
lim H(xz,y,) = 0, tr C(x) = 0, si conclude che

Z—>+ co

det[Z(z, y,,1)] = —V1— ol .
E ora necessario ottenere la maggiorazione di
(@, 8) |2 = | Z(w, 1y 1)Z7(3, 1, 1) s

in funzione di opportune maggiorazioni di |5(x, y,)[ls, [79(®, Y1+ 7/2)].-
Posto (3)

77(3’ Y+ g)

pa(®) = max|n(s, y1)[., pe(¢) = max
(4.2] ) 8=z 8=z

w(@) = max p,(w)

2

(3) Ovviamente nelle ipotesi poste u;(x), uy(x), u(x) esistono e dipendono
anche da y,.
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si ha

— V1= 0% pu(®y 8) = Z12(®) Zaa(8) — Z1a(#) Zar(8) =

=[sin (\/T———w'é.;m + 1) + ful@)]-

[—sin (V1— 0 8 + ¥, —aresin wew) + faa(8)] —

— [eos (V1— 0%« + 1) + ()]

+[cos (\/ 1— ok s+ y1— aresin we) + 7.1(8)] =

= — co8 (\/i———w?:(x — 8) + aresin we) — (@)

-sin (\/1——(»3.: 8 -+ p1— arcsin we) + 7(8) sin (\/i——_wﬁow )

— Ta() €08 (V1 — w2 8 + 1 — aresin wew) — 7a(8) cos (Vi—okz+9)+
+ 711(2) 722 (8) — T1a(®) 7 ()

e quindi per s> si ha

VI— 0% |pu(@, )| <14 V(@) + @) + Viis(s) + 75(s) +
+ V(@) + 72a(@) ViRa(8) + F3.(8) <
1+ 24/2p(@) 4 2u(@) = (1+v2u(@))*.

Analogamente si trova la stessa maggiorazione per le altre |p.(, s)l,
di modo che

(4.22) Vi—ob|g@, 8)|.< (14 vV2p@)* s>a.

Cerchiamo ora di ottenere la (4.6). Ponendo nella (4.16) y = y, e suc-
cessivamente y = y, 4 7/2 otteniamo

(4.23) (@, y1) = — f Bz, 8)b(s, y,)ds

+ oo
(4.2 4) 77(% Y1+ g) = *‘J‘¢(x7 s)b(sy "+ g) ds.
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Sia ora & un punto in cui [#(s, ,)[. & massima sulla semiretta s>u,
sia eioé [n(&, y,) |, = w(®). Dalla (4.23), fattovi « = &, si ha

+ oo
(4.25) ”77(5’ .= H f¢(§7 8)b(s, y1) ds
&

da cui segue, ricordando la (4.12) e la (4.22),

(4.26) (@, 1) | <pu(@) <f||¢(5, 8) [l [B(8, 1) [ ds <

1 2
it lmt) f 1065, 1)l

Poiché &>2 e quindi u(§) <u(r) si ha ancora

(4.27) llﬂ(w, Y1) "2 <) < g#ﬂ

f[]b(s, Y1) |1 ds .

Analogamente si ottiene

(4.28) ||n(wy+§)” <) < LT VU f “ s+,

ds .
Vl——wm

Poiché (%)
(4.29)  [b(s, ) |1 = |0(s) — weo| { sin (VI— 0 s 4+ y)| +
+ Jeos (V1—wl s + y — arcsin o) [} <|o(s) — 0xlv2*V1+ |ow) ,
dalle (4.27), (4.28) segue che
(4.30) u(@) < (1 + V2 p(@)) k(@)

(4) Siha infatti [sin (0 — 0)| + |cos (6 + )] <V'2-V1 + |sin 25]. Nella (4.29)
y indica indifferentemente y,, y, + 7/2.
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con k(x) indipendente da y, e data da

_ + oo
k(x) = \/—1;‘_/—2#@ f |2(8) — woo| s

in accordo con (4.8).
Ricordando che u(x) ¢ continua ed infinitesima si trova, su una
opportuna semiretta x>« nella quale sia k(z)<1/44/2,

(@) < pho(@)

dove py(x) = 0 per x>, se Iz, tale che k(»,) = 0; in caso contrario
Ho(2) € la minima radice positiva dell’equazione in ¢

t = (14 /2t)2k(@) .

In ogni caso y,(x) € fornita da (4.7).

I importante osservare che la maggiorazione trovata di u(z),
e quindi di |n(s, 1) 2y |7(8y ¥+ + ®/2)]s, non dipende da y,, contraria-
mente a quanto avviene per u,(x), u,(x), p(x); la maggiorazione dell’er-
rore che si commette sostituendo a z(x, y, 1) la sua espressione asinto-
tica o(x, y) & uniforme rispetto a y. Segue pertanto la (4.6).

5. Seconda rappresentazione asintotica con maggiorazione dell’errore.

5.4 A differenza di quanto si ¢ fatto nel teorema 1, confron-
tiamo ora il sistema (2.1”) con un gistema approssimante a coeffi-
cienti non costanti. Sviluppando una tecnica analoga, otteniamo nel
teorema 2 una diversa soluzione asintotica di (2.1"), sempre accompa-
gnata da maggiorazione dell’errore. I simboli || ||;, | |, Verranno usati
in accordo con le (4.10), (4.11), mentre | | indichera (ad esempio)
una norma euclidea.

TEOREMA 2. Considerata w(x), introdotta al paragrafo 2 mediante
la formula (2.8) ed appartenente a Ly([0, + o0)), supponiamo ancora
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che esista una costante w, tale che
(5.1) J.Iw(a:) —Wuldr < 4+ 00 |u,|<1

e supponiamo inoltre che riesca
(5.2) lo@)|<1 €0, + o).

Allora i due sistemi

— w(x) 1
(5.3) 7=0@zs CO)= ( )
=1 o)
— e 1
(5.4) w'=D(@)u D)= Vl_—w__@( )
1—0% \ —1 o,

sono asintoticamente equivalenti, e la corrlspondenza biunivoca 8,
esistente tra le soluzioni dei due sistemi & un omeomorfismo per la
topologia della convergenza uniforme in [0, 4 co). Vale per z(z) la
rappresentazione asintotica

(6.6) 2(x) = ?(z, Vg h) = h[u(w7 Y) -+ £($7 7’)] )
cioé
(zl(a% Vs h)) (Sin [B(x) 4+ y] + ez, p) ) heR
(5.6) =h
Za(xy y, h) cos [B(x) + y — aresin we] + &(, y)) veR,

dove si & posto

(5.6") B(z) = f VI—ois)ds,
0

e vale sulla semiretta #>a, sotto definita la seguente maggiorazione

(8.7) le@, P) < Ao(@)
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con Ay(z) data da

. 2J (x)
(5.8) Aotm) = 1—24/2J(2) + V1—4+/2J(z)
e
(5.9) J(@) =
+ oo
_ 2v2 f |2(8) — weo| VI + [0 (8)] is .
V1i— ok ¢ V(I — o)1+ o)) + V(14 ww)(1— ols))

Ovviamente A,(x) € definita sulla semiretta z>«, dove

(5.10) I@) <75 \/2

5.B DIMOSTRAZIONE DELLA 12 PARTE. L’asintotica equivalenza dei
due sistemi (5.3), (5.4), il connesso-omeomorfismo e la (5.5), dove
lim |e(w,y)| = 0, sono una immediata conseguenza del teorema
2—> + oo

del paragrafo 3; basta verificare che |C(x)— D(x)] & sommabile in
[0, + o0), che &r D(x) = 0 e che tutte le soluzioni del sistema (5.4)
sono limitate. La I condizione si verifica osservando che gli elementi
di C(x) — D(w) sono maggiorabili in valore assoluto con (2/(1 — w3,))-
‘|lo(®) — w,|. La III condizione si verifica osservando che una matrice
fondamentale di soluzioni del sistema (5.4) ¢ data da

(5.11) Ux, y,) =

( sin [B(x) + 1] sin [f(x) + 1 + 7/2] )

cos [B(x) 4+ y1— aresin we] €08 [B(w) 4+ y1 -+ 7/2 — arcsin ww)

con f(x) definita da (5.6').
Notiamo infine che le ipotesi(5.1), (5.2) assicurano che hm Blx) =
= - oo, Tale conclusione segue infatti da

V1—0¥(8)>1— w(s)



194 Anna Maria Bresquar

e dalle
+ o0 + oo

(5.12) ja — o) ds =+ oo, flwf,o — w¥(s) |ds < - oo.
0 0

5.0 DIMOSTRAZIONE DELLA (5.7). Consideriamo u(x,y) e z(x, p, 1)
soluzioni corrispondenti mediante S, dei sistemi (5.4), (5.3). Ricor-
diamo che 2(x, y, 1) si ottiene ponendo » = 1 nella (5.6), che

sin (B(x) + ») )
cos (B(x) + y — aresin wo)

w(@, y) = (

e di conseguenza che

&(w, y) = 2(x, y,1) —u(x, y) , lil‘il ex,y) =0.

Ne segue che &(x,y) ¢ 'unica soluzione infinitesima del sistema

(5.13) §'= O(x)& 4 b(x, )
dove si & posto (%)

(5.14)  b(x,y) = [O(x) — D(@)]u(x, y) =
( cos [B(x) + y — aresin weo] — cos [f(x) 4 y — aresin w(x)] )

—sin[f(x) + ] + sin[B(x) 4+ y -+ arcsin w(x) — aresin we]

Dimostrando la sommability di d(z,y), si ottiene che
+ oo
(5.15) e(@,y) = — f Z(w) Z-1(s) B(s, y) ds

dove Z(x) ¢ una matrice fondamentale di soluzioni del sistema (5.3).

(52 Come & ovvio il sistema (5.13) a cui soddisfa e(x, ) ha un termine
noto b(x, y) diverso da quello b(x, y), dato da (4.15), relativo al sistema (4.13)
goddisfatto da #(x, y) = 2(x, y, 1) — v(=, p).
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Di modo che per giungere alla conclusione con metodo strettamente
analogo a quello del teor. 1, rimane solo da far vedere che

(5.16)

= f [B(s, ) s < @)

con J(z) data da (5.9); infatti nelle considerazioni necessarie per
dimostrare la (5.16) & contenuta la verifica della sommabilita di b(z, 7).
Verifichiamo ora la (5.16). Si ha

in aresin w(s) — aresin we
9

“

188, ) |1 = 1Ba(s, P)| + [Balsy 7)| = 2|8

{ sin (p(s) ty— arcsin we %:2 aresin w(s)) n
+ | cos (,3(8) +yt aresin o(s) ; aresin ww) }

e valgono l’identita (%)

l <in aresin w(s) — aresin we
2

lw $) — Woo

T V= 0) 1+ o) + VI 0o)(1—os))

e la disuguaglianza (7)

+

sin (ﬂ(s) +y—

aresin we -+ aresin co(s))
2

+ <\/§'\/1+ l(s)],

9

]

aresin w(s) — aresin wm)

cos (ﬂ(S) +y+

di modo che la (5.16) & dimostrata.

(®) Se |a| <m/2, |B]<=/2, si ha
«— B |sin & — sin B

2 | V(I—sinB)(1+ sin @) + V(1 + sin f)(1— sin «) '

sin

(?) Si veda la nota n. 4.
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6. Confronto fra le maggiorazioni di |7(x,y)|. e |e(,p)].-

6.4 Osserviamo innanzitutto che u,(x) e A,(x) fornite rispettiva-
mente da (4.7) e (5.8) sono o contemporaneamente nulle o contempo-
raneamente positive. In quest’ultimo caso esse sono rispettivamente
la minima radice positiva delle equazioni (8)

(6.1) t= 1 +V2)2k(x) t=1-+/2t)2J(x)
con k(z) e J(x) date da (4.8), (5.9). Poiché si verifica immediatamente

che la minima radice positiva #, dell’equazione t = (1 + 4/2¢)%a,
esistente per 0 < a<1/(44/2), é funzione crescente di a si conclude che

(6.2) (0 < fol) < Ao()) <= (0 < () < J () .

Procediamo percid al confronto di k(x) con J(x). Dalle considerazioni
che svolgeremo apparird chiaro che la risposta dipende dal comporta-
mento di o e dal valore di w,,.

I caso: w,+# 0. Posto

(6.3) k(z) = Vl—lwml f [e0(8) — ol d8 = ff(s)ds,

6.4) J(x) =

22 J‘ [0(8) — weo| V1 + 0(3)]
CVi—ol V(1 — wo)(1+ o(8)) + V(1 + ww) (1— w(s))

+ 0o
=fg(s) ds

(®) Ricordiamo che (%), 4,(x) sono definite soltanto quando k(z) < 1/(44/2),
J(x) <1/(44/2) ciod sulle semirette indicate rispettivamente con [«, -4 co),
[als + OO).
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e tenuto conto che |w.| <1, |w(s)|<1, si ha per Vs e [0, 4 o)

(6.5) Y}:_ﬂgj <1/1_"*_§__._Iw°°l

g 96)<f(s) (V1— 0w + V1 + 0u) 9(8)

da cui segue, integrando in [z, 4 o0),

(6.6) ‘Llj—“’?"’ J(x) <k(x) <‘—/135—|—“-’14 (V1 — 0w+ V1+ 0w) I (@) .
Poiché
\/1—:5°i°—<}—), 3/~1—J;—'—°9—°i|(1/1—wm+\/1+ww)>1,

“

il rapporto k(z)/J(x) pud essere maggiore o minore di 1.
II caso: w, = 0. Segue dalla (6.6), valida anche per w_, = 0, che
(6.7) 1 I (@) <k(@)<J (@) .

Se inoltre lim w(r) = wew =0 e J(2)5%0 si ha

>+ oo
(6.8) J(@)~ k(@) (#—>-+ o).
Infatti da w(s) - o, segue

2VZ|w(s)|V1+ [ofs)]
V1+ w(s) + V1— w(s)

(6.9) = VZ|0()| + o(v2l0(s)]) (s + o)

da cui, integrando in [z, 4 oo), si ottiene (°) la (6.8).

6.B Esempio I. Sia w(s)~w,5 0 (s — -+ 00). Ne segue, poiché
f(s), g(s) date da (6.3), (6.4) si possono annullare soltanto contempo-

'

(?) 11 fatto che la (6.9) implichi la (6.8) & di immediata verifica; si veda
per esempio L. SIROVICH, Techniques of Asymplotic Analysis, Springer, 1971,
proposizione B, pag. 20, dove I'ipotesi di continuitd a tratti delle funzioni
integrande pud essere sostituita con quella di locale sommabilita.
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raneamente, che

(6.10) f(s) = V1— ok g(s) 4 o(g(s)) (s >+ 00);
se ne deduce che

(6.11) k(z) = V1— 0% J(@) + o(J(x)) (#—>+ oo).
Se ora supponiamo k(z)+ 0, J(x) = 0 otteniamo

k(x) —

e quindi k(z) < J(x) su una opportuna semiretta.

EsEmpio II. Sia (1)

00 5€[0, + oo\ UJ ["’”—l—?%;]
(6.12) w(s) = n=1
e 1
0 SenL:Jl ["7'”/*‘@]
Si ha allora se p<a<p +1/p* p=1,2,...
+ 00 )
f"‘"s’““’w'ds— 'wml{(f’+—z—w)+ > }
n=p+1 M

se p +1lpP<e<p+1 p=23,..

+ oo
1
W(8) — We|d8 = |Weo —,
fl () l I |”=§+17L2
@

In ogni caso ne segue immediatamente %(x) > J(z); pill precisamente

(1%) Ovviamente in accordo con le ipotesi dei teoremi 1, 2 si suppone
|weo| < 1.
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si ottiene

k@) V14 |ow
J(x) 2

(V1— 0+ V1+ 00g) >1

Ricordando (6.6), si pud osservare che Fk(x)/J(x) assume il massimo
valore possibile.

7. Applicazioni dei teoremi asintotici 1,2 al sistema dy/di = A(t)y

7.A Le due rappresentazioni asintotiche (4.4), (5.5) delle solu-
zioni z(x) del sistema in forma canonica (2.1")

dz
i C(x)z

permettono di risalire alle corrispondenti rappresentazioni delle solu-
zioni del sistema di partenza (2.1)

ay

o~ A0y

Ovviamente, oltre alle ipotesi I,, I,, I, enunciate nella sezione 2.4
per il sistema (2.1), occorre che siano verificate le ipotesi (5.1), (5.2)
relative alla funzione w. Le soluzioni dei due sistemi (2.1), (2.1")
sono infatti legate dalla formula

11
) = (—520) -exp {5 [[on(r) + an(enae] (ot0)
(7.1) °

t
Yo(t) = (— gﬁ%)—" exp {% f[“ll(f) + a55(7)] dT} zz((P(t))

con @(t) data da (2.6).
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7.B EsEmpio. Consideriamo il sistema dy/dt = A(t)y dove
a,(t) exp [2(1—e¢7)]
(7.2) A(t) =
— exp [2(e*—1)] an(t)

ed a,; € Li([0, + ©0)). Si ha

t
(7.3) v =gplt) = fv~ 13(7) e (7) dv = 1
0

e, applicando la (2.8)
(7.4) w(r) =e¢* 2e€[0,+ co0).

Si giunge quindi alla forma canonica, in questo esempio indipendente
da ay,(?),

—e 1
(7.5) % _ o)z Oa) = ( )

dx -1 e—*

Poiché w(z) >0 (x— -+ o), sono applicabili le formule (6.7), (6.8)
ed & quindi leggermente migliore la maggiorazione del resto fornita
dal teorema 1. Si trova

(7.6) k(x) = +/2¢72,
(7.7) J(@) = /2 [e-’——\/l—e*"-{— logw+1]~k(x) ,
24/ 26
o\v) = — e 1 ’
(7.8) ol ) 1— 462+ V1—8e* w>log8
(7.8') (@) ~v2¢2(1446°) (v >+ 00),
(zl(a:)) (sin (z + 9) + nla, y))
(7.9) 2(x) = =h ,
2s() cos (@ 4 y) + na(x, p)

(7.9) [m(w, p) 2 <#o(@)



Sulla risoluzione asintotica dell’equazione y’' = A(t)y ecec. 201

e tornando alla soluzione del sistema di partenza

¢ 5
exp [1 — et [ay(7) d-r] 2(t)
(?h(t)) 0
o ‘
%alé) exp [6—‘—1 -+ au(r)dr] 2,(1)

0

7.C APPLICAZIONE ALL’EQUAZIONE DI WHITTAKER. Il sistema (7.5)
& facilmente collegabile all’equazione di Whittaker. Poiché le soluzioni
di quest’ultima sono note, possiamo scrivere esplicitamente gli svi-
luppi in serie delle soluzioni di (7.5), confrontandoli cosi con le rispet-
tive soluzioni asintotiche. Dal confronto risulterd che y,(z), data
da (7.8), fornisce una maggiorazione piuttosto soddisfacente dell’errore.
Dal sistema (7.5) seguono le equazioni

da

(7.11) dm: +(1—e*—e2)2,=0,
dz

(7.11) a;z; (14 e—e)g=0.

Con il cambio di variabili

(7.12) i=1,2

l adw) = EMw(E)
&= 2e"

otteniamo che w(£) soddisfa all’equazione di Whittaker

(7.13) d§2+[ +§+z’;5m]w:0

dove per ottenere 1’equazione trasformata di (7.11) si devono assu-
mere k = — %, m = i e per 1a (7.11') k = %, m = i. Usando per le solu-
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zioni della (7.13) la classica serie (1)

F+m—=k

0= M) = gt [14 FrER

&+

(%+m~k)(%+m—k)§2+ ]_
21(2m + 1)(2m + 2) T

bk t+m—%k 1 G+m—k)E+m—k)
=& +i){1+[ am + 1 _2]£+[ 2(2m + 1)(2m + 2)

t+m—k 1],
T 2(2m 1) +§]‘5 +}

+

possiamo esprimere le generiche soluzioni di (7.11), (7.11') sotto la
forma

gy(@) = (2675 o M_34(267°) + .M _3,_(2¢7%)},
2a(@) = (267°)7F {61 My ((2¢77) 4 ca My, _4(2¢77)} .

Accoppiando z,(z), 2,(x) in modo da ottenere delle soluzioni del siste-
ma (7.5) e scegliendo opportuni valori delle costanti otteniamo una
matrice fondamentale di soluzioni (z,-,-(x)) del sistema (7.5) dove

2u(x) = sinz 4 % e~*(2 cos x + sin ) 4 %6‘2”(2 cos ¥ - sinx) + ...
1 . 1 .
Zn(x) = cos o + 5@*“(2 sinxz—cosz) + 10 e~*(—2sinx +cosx) 4 ...

1 . 1 .
21(%) = cosx — 5 ¢%(2 sinx — cos &) — 10 ¢~2%(2 sinw — cos &) + ...

. 1 . 1 .
Zy(®) = —sina + 5 ¢=%(2 cos « + sin x) 10 e~22(2cosw 4 sinzx) + ... .

Confrontandole con (7.9) otteniamo h = 1, e y = 0 per la prima solu-
zione, y = m/2 per la seconda. Valutando asintoticamente gli errori

(1) Si veda E. T. WHITTAKER - G. N. WatsoNn, A Course of Modern Ana-
lysis, Cambridge University Press, cap. XVI.
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per mezzo del massimo valore assoluto del I termine trascurato otte-
niamo ¢%+/5; come sappiamo dalla (7.8) una maggiorazione rigo-
rosa & data da po() il cui valore asintotico & 4/2e¢—=.

(1]
(2]
(31
[4]
(5]

16]
[7]
[8]
[9]

[10]

[11]

[12]

(13]

[14]

[15]

[16]
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