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Il sottogruppo generato dalle involuzioni regolari
di un B-ovale 2-transitivo.

GIORGIO FAINA - GABOR KORCHMAROS (*)

SUuMMARY - Let B = (M, F) be a Buekenhout oval (B-oval) of even order with
the automorphism group G doubly transitive. Let R be the set of regular
involutions of B and let (B> denote the subgroup of G generated by R.
The purpose of the present paper is to prove that one of the following
holds:

(i) |M| = p*, where p is odd prime, and (R) is a soluble group,

(i) |M| =294 1, (R) is a 2-transitive simple group on M and either
(R> =~ PSL(2, 2%) or (R) =~ 82(2%), with 2a = d, or (B> = PSU(3, 2%),
with 26 = 3d.

Furthermore, we prove that if (B> is a regular normal subgroup of G

then either (iii) | M| = p, p prime, and G acts on M as AG(2, p) on GF(p),

or (iv) |M| = 9 and G acts on M as 32-SL(2, 3) in its usual doubly tran-
gitive representation.

1. Introduzione.

Un B-ovale (od ovale astratto nel senso di Buekenhout) B = (M, F)
¢ un insieme M di oggetti, | M|>3, detti punti, dotato di una famiglia
di permutazioni di ordine <2, dette involuzioni, quasi strettamente

(*) Indirizzo degli AA.: G. Faina: Dipartimento di Matematica, Univer-
sitd degli Studi, Via Vanvitelli 1, 06100 Perugia; G. KorcHMAROS: Diparti-
mento di Matematica, Universitd della Basilicata, Via Nazario Sauro 85,
85100 Potenza.
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2-transitiva, su M, nel senso che per ogni due coppie (a,, a,), (b,, b,) €
€ M XM, con a;# b, (i,j = 1,2), esiste una ed una sola involuzione
f € F tale che f(a,) =a, e f(b,) = b,.

Se |M| = n + 1, P’ovale si dice (finito) di ordine n. Se B = (M, F)
e B'= (M', F') sono due B-ovali, un isomorfismo tra B e B’ & una
applicazione biunivoca k: M — M’ tale che, per ogni f € F, hofoh—1 e F'.
Un automorfismo di un B-ovale B & un isomorfismo di B su sé stesso;
una involuzione feF si dice regolare se & anche un automorfismo
di B.

Denotiamo con R l'insieme delle involuzioni regolari di B e con
(R) il gruppo da esso generato. Un B-ovale B = (M, F) si dice
2-transitivo se il suo gruppo degli automorfismi G & 2-transitivo
su M.

Scopo del presente lavoro & di determinare (B> per i B-ovali
2-transitivi di ordine pari provando i seguenti Teoremi 1 e 2.

TEOREMA 1. Se B = (M, F) & un B-ovale 2-transitivo di ordine
pari, allora (R) & di uno dei seguenti tipi:

(i) |M| = p*, con p primo dispari, ed (R) & risolubile;

(ii) |M| = 2%+ 1, {R) & semplice, 2-transitivo su M ed iso-
morfo ad uno dei seguenti gruppi: (j) PSL(2,2%), (jj) S2(2%), con
2a = d, (jjj) PSU(3,2%), con 2b = 3d.

TEOREMA 2. Se B = (M, F) é un B-ovale 2-transitivo di ordine
pari ed (R) & di tipo (i), allora

(i) |M| = p, con p primo, e G opera su M allo stesso modo
di AG(2, p) su GF(p), oppure

(i;) |[M|=9 e G opera su M allo stesso modo di 32-8L(2, 3)
nella sua usuale rappresentazione 2-transitiva.

Si conoscono esempi riguardanti i casi (j), (jj) ed (i,); per la rela-
tiva descrizione rimandiamo al successivo n. 2. Non si conoscono,
invece, esempi riguardanti i casi (i;) e (jjj)-

2. Premesse ed esempi.

Sia B = (M, F) un B-ovale di ordine n. Allora (cfr. [2]):
1) |F| = n*;
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(2) m» & dispari se, e soltanto se, ogni involuzione fissa 0 zero o
2 punti;

(3) » & pari se, e soltanto se, la permutazione identica & di M
appartiene ad F ed ogni altra involuzione possiede uno, ed
un solo, punto fisso.

a) B-ovali associati al gruppo lineare PGL(2,K) o B-coniche.

Dato un campo K si consideri il gruppo proiettivo lineare PGL(2, K)
nella sua usuale rappresentazione 3-transitiva su K U {oo}. Gli ele-
menti di ordine 2 di PGL(2, K), con I’eventuale aggiunta dell’identita
se K & di caratteristica pari, costituiscono una famiglia ' quasi stretta-
mente 2-transitiva su K U {oo}. Il relativo gruppo {R) coincide con
PGL(2, K). Tale B-ovale fornisce un esempio per il caso (i) del Teo-
rema 1, anzi (cfr. [6]) esso ¢ I'unico esempio al riguardo.

b) B-ovale di ordine 8 associato al gruppo delle trasvezioni dello
spazio vettoriale V di dimensione 2 sopra GF(3).

Tale B-ovale & stato fornito dal primo autore in [4] (cfr. anche [5]).

Si denoti con H il gruppo di tutte le trasvezioni (shears) f,, di V,
ove f,(x): = v + t(z), veV e t€ SL(2, V). Per ogni biiezione involu-
toria ¢ di V tale che:

(1) @(v,) = v,, per il vettore nullo v,e V;
(2) @(v) ¢ {Av]d € GF(3)},

si definisce una famiglia @ = {hgh-'|h € H} di involuzioni su V. Deno-
tata con &' ’applicazione di V in sé che trasforma ogni v €V nel suo
opposto — v, la famiglia

F=0uU{f veV}uieg

¢ quasi strettamente 2-transitiva su V. Il gruppo @ degli automorfismi
di tale B-ovale (V, F') coincide con H e pertanto G & 2-transitivo su V
e risulta essere il prodotto semidiretto di SL(2, 3) per un gruppo abe-
liano elementare di ordine 9: G ~ 32-SL(2,3). Infine, R si riduce
allinsieme {f,|v€e V}.

¢) B-ovali associati ad ovali proiettivi.

Un sottoinsieme di punti £ di un piano proiettivo =, 2|>3, si
dice ovale proiettivo in x se una qualsiasi retta di z interseca 2 in al piltt
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due punti e se per ogni punto z di £ passa una, ed una sola, retta di »
che interseca £ solo in z. Un ovale proiettivo 2 di un piano proiettivo =
possiede una struttura naturale di B-ovale (2, F) le cui involuzioni
possono essere identificate in modo canonico con i punti di #\ 2 nel
modo seguente: se p € n\L2 e a,be 2, I'involuzione j, associata al
punto p permuta a con b se, e soltanto se, p appartiene alla retta
per a e b (se a = b, allora j, muta « in sé se, e soltanto se, p appartiene
alla tangente ad 2 in a).

Una B-conica & il B-ovale associato ad una conica irriducibile
di un piano proiettivo PG(2, K) sopra un campo K. Le B-coniche
sono esattamente i B-ovali introdotti in a). Si conoscono ovali proiet-
tivi che non sono coniche e tra essi si trovano quelli introdotti in [7]
sul duale del piano di Liineburg L(2?) di ordine 2°. Ognuno di questi
ultimi ovali, £, ammette un gruppo di automorfismi che opera su £
allo stesso modo di Sz(2%) nella sua usuale rappresentazione 2-transi-
tiva. Il B-ovale associato ad £ fornisce un esempio per il caso (jj)
del Teorema 1 ed esso & 1'unico esempio finora noto al riguardo.

3. Richiami sui gruppi 2-transitivi.

Adotteremo la terminologia usuale e quindi rimandiamo il lettore
a [12].

TEOREMA DI BENDER [1]. Sia G un gruppo di permutazioni 2-tran-
sitivo su un insieme finito M tale che ogni elemento di ordine 2 di G
abbia un unico punto fisso su M stesso. Se N ¢é il sottogruppo nor-
male generato da tutti gli elementi di ordine 2 di @, allora si presenta
uno dei seguenti casi:

(i) |M| = p*, con p primo, N risolubile;

(ii) [M|= 2441, N & semplice e 2-transitivo su M ed inoltre, &
isomorfo con uno dei seguenti tre gruppi: PSL(2, 2¢), 82(2°) con 2a = d,
PSU(3,2%) con 2b = 3d.

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice fortemente immerso (strongly
embedded subgroup) in G se:

(1) il normalizzante di H in G ¢é lo stesso H;

(2) H contiene il centralizzante di ogni suo elemento di ordine 2.
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Un insieme I di involuzioni di un gruppo G si dice triangolare (o
T-set) se i suoi elementi sono invarianti (per coniugazione) in @ e con-
tiene il prodotto di due qualsiasi suoi elementi che commutano tra
loro.

TEOREMA DI SHULT [11]. Sia G un gruppo di permutazioni di
un insieme M transitivo ed I un T-set di G. Se ogni elemento di I ha
un solo punto fisso, allora G, N <{I) & fortemente immerso in <{I),
per ogni ae€ M.

4. Dimeostrazioni dei Teoremi.

LEMMA 1. Se B = (M, F) ¢ un B-ovale di ordine »>4 pari, dotato
di un gruppo G di automorfismi 2-transitivo, allora R == 0.

Dim. Per a€ M, si denoti con 8,(@,) il 2-sottogruppo di Sylow
dello stabilizzatore G, di @ in G. Poiché 2||G,|, essendo |M| dispari,
si ha che §,(G,) & non banale. Proviamo che gli elementi di ordine 2
del centro Z(8,(G,)) sono involuzioni regolari. A tale scopo ricordiamo
(cfr. [2]) che gli automorfismi di ordine 2 di un B-ovale di ordine pari
possono avere 1 oppure 4/n + 1 punti uniti su M. Poiché G, ¢ transi-
tivo su M, dal Lemma 15.4 di [10] discende che nessun elemento
di ordine 2 appartenente a Z(S8,(@,)) pud avere /7 4 1 punti uniti
su M. Ne segue che gli automorfismi di ordine 2 appartenentia Z(8,(@,))
hanno un solo punto fisso a. Tale proprieta caratterizza le involuzioni
regolari, come provato in [2]. Ne segue I’asserto.

LemMA 2. Se B = (M, F') ¢ un B-ovale di ordine n>4 pari con un
gruppo di automorfismi G 2-transitivo su M, allora G contiene un 7-set
formato da involuzioni dotate di un solo punto fisso su M.

DiM. Proviamo che R'= G N R ¢é un T-set. In virtu del Lemma 1,
R’ & non vuoto. Chiaramente R’ ¢ un insieme invariante in @, pertanto
¢ sufficiente provare che se r,0r, = 7,07, con r,, v, € R e r, 5= r,, allora
707, € R.

Tenendo conto dei due risultati di Buekenhout gia citati nella dimo-
strazione del Lemma 1, basta, a tale scopo, verificare che 7,07, non pud
avere 4/n + 1 punti fissi su M. Tale verifica ¢ immediata, considerato
che RC F ed F & quasi strettamente 2-transitiva su M.
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DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. Per il Lemma 2, si pud applicare
il Teorema di Shult riportato nel precedente n. 3. Risulta, allora che,
per ogni ae M, G, N R & un sottogruppo fortemente immerso in
{R"y. Proviamo che ’unica involuzione di {(R')> con piu di un punto
fisso su M & l'idenditd di M. A tale scopo si consideri g € (R’ tale
che g2=c¢e gel@, NG, con a,be M e a5~ b. Sia §,(G,) un 2-sotto-
gruppo di Sylow di @, contenente g. Come abbiamo visto nella dimo-
strazione del Lemma 1, esiste una involuzione r € Z(8,(G,)) N R'.
Risulta, inoltre, gor = rog. Poiché ge G, N<R'> e G,N(R"> ¢ un
sottogruppo fortemente immerso in (R’), ne segue che anche r€ G, N
N {R'Y, a meno che g sia I'identitd di M. L’eventualitd che r € G, N
N (R'> non si verifica, essendo r ¢ @,. Possiamo infine applicare il
Teorema di Bender, riportato nella sezione 3, e da esso discende
senz’altro il Teorema 1.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2. Supponiamo che B = (M, F)
sia un B-ovale di ordine » = 2™ con un gruppo di automorfismi G
2-transitivo su M che risulti, inoltre, di tipo (i) nel Teorema di Bender.
Si ha allora che 2™ 4 1 = p* con p primo. Tale equazione diofantea
ammette soluzioni solo se » = 1 oppure h =2, p =3, f = 3. In [5]
& stato provato che esiste un solo B-ovale di ordine 8 il cui gruppo
degli automorfismi @ é 2-transitivo. Infine, in [4] & stato provato che
tale gruppo G é isomorfo a 32-8L(2,3). In tal caso, come & noto [10],
G agisce su M allo stesso modo di AG(2,p) su GF(p). Cid completa
la dimostrazione del Teorema 2.
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