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Sulle soluzioni di equazioni alle derivate parziali
del primo ordine in insiemi di perimetro finito

con termine noto misura.

M. CARRIERO - A. LEACI - E. PASCALI (*)

SUMMARY - Let E be a bounded set of finite perimeter (in the sense of De
Giorgi [7]) in A = ( 1, al, ... , an) a real vector field LOO(Rt X RI),
uniformly Lipschitz in x for almost all t and ju a Radon measure defined
on the subsets of Rt x Wx, satisfying the condition (B’). The aim of this

paper is to prove existence, trace and localization results for (*).

0. Introduzione.

In questo lavoro, estendendo alcuni dei risultati stabiliti da A.
Leaci in [14], [15], proviamo un risultato di esistenza, unicità e dipen-
denza continua dai dati per le soluzioni generalizzate del problema

dove E è un insieme limitato e di perimetro finito in p è una
misura di Radon definita su (cfr. [7]), finita sui limitati, sod-
disfacente la condizione (.g) (cfr. definizione (1.3)) ed :F1E è defi-
nita nel paragrafo 1.

(*) Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Università di Lecce,
73100 Lecce.

Lavoro eseguito nell’ambito di un progetto nazionale di ricerca finanziato
dal Ministero della Pubblica Istruzione.
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Successivamente proviamo che la traccia u* che compare nella
definizione di soluzione generalizzata di ( ~) (cfr. definizioni (1.1), (1.2)), y
coincide con il limite delle medie integrali di u.

Approfondiamo, infine, il carattere locale delle soluzioni genera-
lizzate di (*).

Rispetto a precedenti lavori ([2], [8], [14]) questa nota si diffe-
renzia essenzialmente perchè consideriamo le soluzioni di (*) in in-
siemi E limitati e di perimetro finito in nel caso di un termine

noto misura; a causa di questo le soluzioni u che si ottengono pos-
sono avere discontinuità su superfici non parallele alle linee caratte-
ristiche. Inoltre le ipotesi sui coefficienti sono più generali e studiamo
le tracce delle soluzioni generalizzate sulla frontiera ridotta 

Le dimostrazioni si fondano su una combinazione di tre tipi di
considerazioni :

1) studio delle linee caratteristiche per campi discontinui, se-

condo l’impostazione seguita da A. Leaci in [14], [15];

2) analisi globale per funzioni aventi derivate prime in una sola
direzione misura in E, simile a quella condotta per funzioni
definite in tutto da K. Krickeberg [13] ;

3) analisi fine per le tracce, basata sui lavori [6] di E. De Giorgi
e [16] di M. Miranda, che presenta qualche analogia con quella
sviluppata in situazione diversa da G. Anzellotti e M. Gia-
quinta in [1].

Per finire, notiamo che la considerazione dei problemi (*) si è ri-
velata utile per Io studio delle soluzioni di sistemi di equazioni e dise-
quazioni differenziali ordinarie associati al problema del rimbalzo ela-
stico (cfr. [3], [4]).

Ringraziamo il Prof. Ennio De Giorgi per le utili discussioni avute

suZZ’argomento.

1. Formulazione del problema e teorema di esistenza.

Sia E un insieme limitato e di perimetro finito in Rn+l e per ogni
numero s, con consideriamo l’insieme



65

dei punti di Rn+l di den~sità s rispetto a .E, dove è la misura di

Lebesgue su Rn+l e B~(t, x) è la sfera aperta di centro (t, x) = (t,
xl, ... , xn) e raggio Q &#x3E; 0.

Sia p una misura di Radon definita su 
Sia A= (1, ai, ... , un campo vettoriale reale su Rn+l. Sulle

funzioni ai facciamo la seguente ipotesi:

(Ni) ai = ai(t, ce) E per ogni i ed esiste  + oo tale che
per quasi ogni t E R risulta

Indichiamo con

versore normale a (frontiera ridotta di E) diretto all’interno di E

(v ed definiti come in [7]).
Per la proposizione 4 di [14] possiamo definire, a meno di insiemi

di misura nulla, due sottoinsiemi di nel seguente modo

e porre

sui sottoinsiemi 1 di Y)E consideriamo Io spazio L1A(E) delle fun-

zioni g misurabili rispetto alla misura n-dimensionale di Hausdorff Hn
(vedi ad esempio [7], [9]) tali che

Nel seguito converremo di indicare con Ao il campo vettoriale

(1,0,...,0).

DEFINIZIONE (1.1). Assegnata p, siano e ~c* E 

diremo che u è soluzione generalizzata in E di
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avente traccia u* su se per ogni

dove

Osserviamo che se u è soluzione generalizzata in .E di (1), allora
la traccia u* verificante (2) è unica (a meno di un insieme di misura
Xn nulla).

DEFINIZIONE (1.2). Assegnata uoE se la (2) è verificata
e inoltre u* = q.o. su :F1E, diremo che u è soluzione genera-
lizzata in E di (1) e verifica la condizione al contorno uo.

’à

Per dimostrare i principali teoremi (di esistenza, unicità e dipen-
denza continua dai dati (cfr. teor. (1.3), (1.4)) ; di traccia (cfr. teor.
(2.1), (2.2), (3.2)) ; di località (cfr. teor. (3.1), (3.3), (4.2))) conviene
richiamare alcuni risultati ottenuti in [14], [15] sulle linee caratte-

ristiche.

Nell’ipotesi per il campo A, per ogni xo = (xi , ... , xn) il

sistema delle caratteristiche

ha un’unica soluzione R -+ Rn; le curve yxo( ~ ) ricoprono tutto

Rn+’ al variare di x0 in R" senza intersecarsi tra loro.
In [15] è definito il cambiamento di variabili

ponendo

(1) Nel seguito useremo semplicemente la dizione 8soluzione generatiz-
zata in E », omettendo per brevità il riferimento alla traccia u*.
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La trasformazione -P è lipschitziana con la sua inversa in ogni striscia
del tipo [- do , do] &#x3E;C e il suo Jacobiano Jr verifica la disuguaglianza

per ogni t, per quasi ogni x.
Ovviamente F-1 trasforma la curva caratteristica yxo nella retta

f (t~ xl) 
Ancora in [14], [15] è definita una successione di funzioni bore-

liane Rn -+ R tali che, per quasi ogni l’insieme

(eventualmente vuoto)

è unione di intervalli aperti con h = 1, 2, ... , 

 + 00;
e si ha inoltre

Il successivo lemma serve a ridurre la (2) al caso in cui ai = 0 per
Ogni i = 1, ... , n.

Intanto osserviamo che (cfr. [15]) E è un insieme limitato di peri-
Inetro finito in se e solo se É = è limitato e di perimetro
finito in R"+1;

allora, indicata con fi la misura immagine di p secondo F (cioè la mi-
sura data da fi(B) = per ogni B boreliano di R’l+i) e osser-

vato che E(1) = possiamo provare il seguente risultato :

LEMMA (1.1). L’equazione (1) ha soluzione generalizzata in E u E
E L1(E) verificante la condizione al contorno u|F+E = uo se e solo se

A
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Z’equazione soluzione generalizzata in E con-

dizione al contorno 0 É = 0.A

DIM. Cominciamo con l’osservare che dal teorema di integrazione
rispetto alla misura immagine (cfr. [11]) e da quanto visto in [15]
utilizzando la formula

verifica (2) se e solo verifica

D’altra parte se è soluzione generalizzata in É di

e 1i3 E è soluzione generalizzata in É di

allora û = (v + verifica (2 )’ con û* ~ ~, ~ 0 É ÛO.
Poichè il problema (4), per ogni v E LICE), ha soluzione generaliz-

zata in (cfr. teorema 7 di [14]), l’asserto segue in modo im-
mediato. q.e.d.

In tal modo ci siamo ricondotti a studiare l’equazione (1) con la
condizione = uo nel caso in cui a « 0 per ogni i =1, ... , n e il

A 

dato è nullo su 
Sia la famiglia dei boreliani limitati di per ogni B E %(RI,)
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indichiamo con L(B) l’unione delle caratteristiche relative al campo A
passanti per punti di B.

L’insieme L(B) è boreliano.
Sussiste il seguente

TEOREMA (1.2). Se u E Z 1 ( E ) è soluzione generalizzata E di (1),
allora per ogni B E si ha

DIM. È sufficiente provare la (5) nel caso in cui A = Ao .
Consideriamo dapprima il caso in cui B è aperto.
Consideriamo una successione di funzioni lipschitziane pm: R: ~ R

tali che

Per ipotesi, per ogni q E Lip 

da cui, passando al limite in virtù del teorema della convergenza do-
minata, si ha la tesi.

Supponiamo ora che == 0 (e quindi £,n(B) == 0). Pro-

viamo che

Infatti, per le proprietà della frontiera ridotta (cfr. il n. 2 di questo
lavoro), basta considerare il caso di una ipersuperficie K di classe Cl
del tipo
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dalla formula di Gauss-Green classica otteniamo

La tesi segue allora per approssimazione dell’insieme boreliano B
mediante aperti. q.e.d.

Per ottenere i principali teoremi dobbiamo introdurre la condi-
zione (K) che generalizza una condizione di K. Krickeberg (cfr . [13]) .

DEFINIZIONE (1.3). Diremo che la misura 03BC verifica la condizione
(K) in E se:

Sussiste il seguente

TF,OP.EMA (1.3) (esistenza). E un insieme limitato di perimetro
f inito in e le ai funzioni che verificano l’ipotesi (H1). Assegnate
uo E e li misura di Radon definita su esiste u E L’(E) so-
luzione generalizzata in E di (1) veri f icante la condizione al contorno
u|F+E = uo , se e solo se y veri f ica la condizione (K).A

Per il lemma (1.1) possiamo limitarci al caso A = Ao . Mo-
striamo dapprima che la condizione (K) è necessaria.

Se u è una soluzione di (1), dal teorema (1.2) si ha, per ogni
B E %(R-)

per ogni 99 E Lip 
Se = 0, dalla (6) segue f 99 0 per ogni 99 EE Lip 

E(¡) n L(B)

per cui p(L(B) n M) == 0 per ogni 
La condizione (E) è sufficiente.
Se p verifica la condizione (K) , per quasi ogni x c- esiste (cfr. [9],

[12], [13]) ,u~ misura su R (dipendente da x) tale che: 
.
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per ogni B E risulta

Allora, per ogni

Poniamo

e in generale

Essendo le funzioni z2i boreliane, gli Ei sono boreliani.
Fissato i poniamo

osserviamo che, per fissato, è continua da destra

in t e proviamo che ui è una funzione misurabile. Infatti, fissato h e N,

per 2h c ~ C 2h+1 sia t; - ((j - 2h) To) j2h (poichè l’insieme E in consi-

derazione è limitato, abbiamo supposto e definiamo

Le u’ sono misurabili; possiamo supporre che u’ sia una funzione
boreliana per E N.

Sia

si verifica che le sono boreliane e
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Allora la funzione

è misurabile e per risulta

inoltre u E L’(E) in quanto

Ora, per quasi ogni x E Rn, si ha (cfr. 2.6.7 in [9])

dove U*(-r2h(X), x) - lim u(t, x) e si è tenuto conto del fatto che
lim x) = 0. 

t-t+2h-1(x)
Utilizzando ancora le funzioni Uh si verifica che u* è 3C,,-misu-

rabile su l’integrabilità di u* segue osservando che, detta f
l’unica soluzione in E (cfr. [14]) del problema

(il termine noto v verifica la condizione ~ 

Dalla (8) si deduce che la funzione
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è di classe inoltre, come in [15], si prova che:

dove

In conclusione, da (7) per (8) e (9), si ha che

cioè la tesi. q.e.d.

TEOREMA (1.4). ( ITnicità e dipendenza continua dai dati.)

Nelle ipotesi del teorema (1.3), se fl verifica la condizione (K) l’equa-
zione (1) ha un’unica soluzione generalizzata in E verificante la condi-
zione at contorno = uo e vale la maggiorazione

A

dove la costante c(n, k, To) è data in (10)’.

Drn2. L’unicità segue immediatamente dal teorema 7 di [14]. Per
provare la maggiorazione (10) utilizzeremo le considerazioni svolte nel
corso della dimostrazione del lemma (1.1).

Indicate con p+ e ,û_ la variazione positiva e la variazione nega-



74

tiva di ,û, siano v+ e v le soluzioni generalizzate dei problemi

cioè

Osserviamo che deve essere

Scegliendo q = 1 si ottiene

da cui, poichè per l’unicità è la soluzione di

ancora dall’equazione, per x) = t, si ha

pertanto
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D’altra parte per 16 soluzione generalizzata di (4) e per w*, utiliz-

zando [15] e la formula (3), sussistono le maggiorazioni

Allora per û = (v + si ha

e

da cui la (10) con

2. Teoremi di traccia.

Sia E un insieme limitato e di perimetro finito in una mi-

sura di Radon definita su sia, inoltre, (u, u*) E Ll(E) x 
tale che per ogni (p E Lip si abbia

Posto
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e per ogni

si riconosce che anche fi è misura di Radon e si ha per ogni 
E Lip a supporto compatto

Vale il seguente

TEOREMA (2.1 ). Se (11), allora
per Jen quasi tutti i punti (r, 8) e 

DIM. Ricordiamo che (cfr. [6], [7])

dove = 0, ogni Kj è compatto contenuto in una ipersuperficie
Si di classe Cl e per Hn-quasi ogni (t, x) E Kj il vettore

sta sulla retta normale a ~’~ in (t, x).
È possibile supporre che i Kj siano disgiunti e che esista su ogni Sj

un campo continuo di vettori x) con 1 ni (t, - 1 e con x) =
= v(t, x) per Hn-quasi tutti i (t, ce) e 

Come già nella dimostrazione del teorema (1..3) esaminiamo dap-
prima il caso in cui ai --- 0 per ogni i == 1, ..., n.

È possibile raffinare ulteriormente la partizione Kj in modo che



77

su ogni elemento di tale partizione si abbia vt = 0 oppure 
o vt  - E  0.

Fissato Kj per cui valga una delle ultime due condizioni, possiamo
adattare la dimostrazione dei teoremi 1 e 2 di [16] e provare che esiste
e; E tale che per ogni sfera aperta B~ e per ooni (p E C’(B
si abbia

Confrontando (11)’, per 99 E Cô(.B~), e la (12) si ha

da cui segue q. o. su Kj.
Si pub, allora, definire Jen q.o. su una funzione 0* che coin-

cide con u*.
Pez lo stesso teorema 1 di [16] e per come è definita u, per Xn

quasi tutti i punti (z~, ~) E si ha

Per completare la dimostrazione nel caso ai non tutti nulli, fa-
cendo riferimento alle notazioni utilizzate per provare il lemma (1.1),
osserviamo che le funzioni v, iv, ~Tr rientrano nel caso già trattato
ai --- 0 per ogni i =:: 1, ... , n, per cui verificano la proprietà (13).

Dalle maggiorazioni per Jr viste nella prima parte di questa nota
segue che anche u verifica (13).

Infine, poichè û = uoI’ e 1~ è una trasformazione bilipschitziana,
si ottiene che u verifica la tesi. q.e.d.

Dai teoremi 1 e 2 di [16] si ricava anche il seguente

TEOREMA (2.2). Se (u, u*) EL1(E) verifica (11) e 8 è una
ipersuperficie lipschitziana lirnitata in tale che ogni curva carat-
terist~ica la intersechi al più in un punto, allora esistono due tracce ~+
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e il- appartenenti a Z~ (~S’) tali che per ogni 99 E Lip 

e quindi

Consideriamo dapprima il caso A == Ao e supponiamo S di
classe CI con su S. Si ha allora, posto So = {(t, x) E SIVt = 01 e

Per ogni Sj possiamo utilizzare i teoremi 1 e 2 di [16] per cui, se

indichiamo con Q) e D- il sopragrafico e il sottografico y risulta
che esistono due tracce di 11 su Sj, ut e per cui

per ogni q E Lip a supporto compatto. Da qaesta uguaglianza
si ricava

Poichè le 11) sono definite come medie integrali, y si ha che vt- JC-

q.o. su S sono definite ~+ e W e appartengono a L~(S).
Se indichiamo con S2+ e ~2" rispettivamente il sopragrafico e il

sottografico di S, osservato che j1 verifica la proprietà (K) su tutto
si ha che è possibile passare al limite per j - + oo nell’ngua-

glianza precedente per cui

Confrontando con la (11)’ si ha la tesi.
Il caso generale si prova utilizzando una partizione di S in por-

zioni di ipersuperfici Cl e tenendo presente la formula (3) per il cam-
biamento di variabili sulle ipersuperfici. q.e.d.
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3. Carattere locale delle soluzioni.

In questo paragrafo evidenziamo il carattere locale delle soluzioni
generalizzate di (1 ) .

Sussiste il seguente

TEOREMA (3.1). Se u E L°°(E) è soluzione generalizzata in E di (1),
allora per sottoinsieme L di E, di perimetro finito in lEgn+1, esiste

uL E tale che per ogni (p E Lip (ll$n+1) risulta

DIM. Per il lemma (1.1) possiamo ridurci a considerare A = Ao .
Sia allora soluzione generalizzata in E di ayat = ~C; possiamo sup-
porre che per q.o. x u( ~, x) sia e continua da destra in t.

Fissato L sottoinsieme di E, di perimetro finito in Rn+l, si ha per
ogni 99 e Lip 

(per la limitatezza di u e per la 2.6.7 in [9]), y dove p’, zh sono fun-
zioni analoghe di p, Íh, riferite ad L,
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Come nella dimostrazione del teorema (1.3) si ottiene

per ogni 9) E Lip (Rn+l). q.e.d.

OSSEP.VAZIONE (3.1). Per il teorema (2.1) sulle tracce, si ha anche

per JCn q.o. (r, e) E 

OSSERVAZIONE (3.2). Il seguente esempio mostra che nel teorema
precedente l’ipotesi u E L°°(E) non PUQ essere sostituita dall’ipotesi
u E L’(E).

ESEMPIO. Sia E il quadrato (0, 1) &#x3E;C (0, 1) c R2 e u(t, x) = E

E .L1(E) la soluzione di au/2t = 0 in E, verificante ul, = 
Posto 

_, 
== 1 /,,~,/X.

si verifica che L è un sottoinsieme di E di perimetro finito in R2 e

L~’ evidente tuttavia che se u E L’(E) e a-priori è noto che 

E allora vale ancora la tesi del teorema (3.1).
Conseguenza dei teoremi (1.2), (3.1) e (2.1) è il seguente

TEOREMA (3.2 ) . ~S’iano L, M sottoinsiemi di E di perimetro finito in
Rn+l tali che L n M = ~6, L V M = E; posto
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se u E LOO(E) è soluzione generalizzata in E di (1), allora per ogni cp E

E Lip si ha

(v, normale interna a L)

e quindi

DIM. Per ipotesi, per ogni

allora, poichè
si ha

per il teorema (1.2)

D’altra parte per il teorema (3.1) si ha:

(v normale interna a M)

e

(vL normale interna a L).
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Confrontando (14), y (15) e (16), y tenendo conto che, essendo 
r1 M == 0, a meno di insiemi di misura ~n nulla 3;-*E = Y*M,
u* coincide con u~ e u* rispettivamente su e 

Poichè da (17) segue la (i); la (ii) ne discende fa-
cilmente. q.e.d.

Vale anche il seguente

TEOREMA (3.3). Siacno fissati E ed F insiemi limitati, di perimetro
f inito in sia u soluzione generalizzata in LI di

Posto

per ogni p E Lip 

si ha che u è soluzione generalizzata, dell’ equazione Au = ju + Il* in

E U F.
Osserviamo esplicitamente che se è anche (E u .F’) ~1~ = E(1) u -F(1) 1

allora u è soluzione generalizzata di Au = p F.

DiM. Poniamo L = .E e inizialmente supponiamo che E r1
r1 .F’ = 0. Poichè è soluzione di (1) in E ed in F si ha per ogni
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dacui

Allora, posto

e procedendo come nella dimostrazione del teorema (3.2) si ottiene

e questo prova la tesi nel caso E ~1 .~’ = 0.
Per il caso generale ci riconduciamo al precedente considerando gli

insiemi disgiunti e di perimetro finito in .E ed Infatti,
come nella dimostrazione del teorema (2.1) possiamo considerare una
partizione in porzioni di ipersuperfici regolari K~
per cui è possibile utilizzare il teorema (2.2). Ora poichè una delle
due tracce coincide con u* che per ipotesi è in .LÂ , segue che anche
l’altra è ~A, 1~E~ - Jen integrabile.

Per la parte finale dell’osservazione (3.2) si ha la tesi con

D’altra parte dal teorema (2.2) si ha che

per cui in definitiva
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4. Ulteriori considerazioni sulla località.

È interessante osservare che oltre al teorema (1.2) sussiste anche
il seg-tiente risultato che in un certo senso Io inverte.

TEOREMA (4.1). Assegnata Il verificante la condizione (K) in E, sia
se per ogni £ &#x3E; 0 esiste tale che

e vale

per allora u è soluzione generalizzata in E di (1)
con traccia u* su 

DIM. Osserviamo preliminarmente che la relazione (18) continua a
valere se al posto di L(B,) si considera L(B) con B E 93(llgn) e B C Be.

È possibile allora scegliere gli insiemi ~~ in modo che se

&#x3E; 0.
Essendo per ogni 8 &#x3E; 0,  e, è immediato verificare

che

e, utilizzando anche la condizione (.g),

Infine, per avere che

mostriamo che
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Infatti, posto
finito si ha

essendo E limitato e di perimetro

per ogni 99 E Lip (Rn+l) e quindi, per il teorema (1.2)

per ogni q E Lip 
Poichè n L(B)) - 0, si ottiene

Possiamo dunque conseguire la tesi passando al limite per B -~ 0
nella relazione (18). q.e.d.

Il teorema (4.1) suggerisce una nozione più debole di soluzione

generalizzata in E di (1); ciô permetterà di stabilire il carattere locale
di tali soluzioni per una classe di funzioni più ampia di quella con-
siderata nel teorema (3.1).

DEFINIZIONE (4.1). Sia u una funzione £n+1-misurabile in E e u*
Hn-misurabile su 

Diremo che u è quasi-soluzione in E di (1) con traccia u*, y se per

ogni e &#x3E; 0 esiste BE E tale che

e value

TEOREMA (4.2). Se u è quasi-soluzione in E di (1) con traccia ~c*,
allora per ogni sottoinsieme L di E, di perimetro f inito in esiste u* L
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Hn-misurabile su tale che u è quasi-soluzione in L di (1) con

traccia ul

Come nella dimostrazione del teorema (2.1), sia =

e siano

sufficientemente grande, posto D~ = si ha

e vale

per ogni 99 E Lip 
Da queste relazioni, al variare di e, segue l’esistenza di una fun-

zione u* Hn-misurabile su ottenuta come nella dimostrazione
del teorema (3.1) (ossia come limite lungo le linee caratteristiche), taie
che (utilizzando il teorema (2.2)) per ogni j.

Poichè e quindi, dal-

l’osservazione (3.2), si ottiene

per ogni
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