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Sulle soluzioni di equazioni alle derivate parziali
del primo ordine in insiemi di perimetro finito
con termine noto misura.

M. CARRIERO - A. LEACI - E. PAscALI (*)

SuMMARY - Let E be a bounded set of finite perimeter (in the sense of De
Giorgi [7]) in R,xR?, 4=(1,a,, ..., a,) a real vector field L*(R,xR?),
uniformly Lipschitz in = for almost all £ and # a Radon measure defined
on the subsets of R, xRy, satisfying the condition (K). The aim of this
paper is to prove existence, trace and localization results for (*).

0. Introduzione.

In questo lavoro, estendendo alcuni dei risultati stabiliti da A.
Leaci in [14], [15], proviamo un risultato di esistenza, unicita e dipen-
denza continua dai dati per le soluzioni generalizzate del problema

. in B
(%) +gl a”” "

u|$ LE = Yo

dove E & un ingieme limitato e di perimetro finito in R**!, u & una
misura di Radon definita su R*+! (cfr.|7]), finita sui limitati, sod-
disfacente la condizione (K) (cfr. definizione (1.3)) ed FIE & defi-
nita nel paragrafo 1.

(*) Indirizzo degli AA.: Dipartimento di Matematica, Universitad di Lecce,
73100 Lecce.

Lavoro eseguito nell’ambito di un progetto nazionale di ricerca finanziato
dal Ministero della Pubblica Istruzione.
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Successivamente proviamo che la traccia #* che compare nella
definizione di soluzione generalizzata di (%) (cfr. definizioni (1.1), (1.2)),
coincide con il limite delle medie integrali di w.

Approfondiamo, infine, il carattere locale delle soluzioni genera-
lizzate di ().

Rispetto a precedenti lavori ([2], [8], [14]) questa nota si diffe-
renzia essenzialmente perché consideriamo le soluzioni di (%) in in-
siemi F limitati e di perimetro finito in R**, nel caso di un termine
noto misura; a causa di questo le soluzioni % che si ottengono pos-
sono avere discontinuitd su superfici non parallele alle linee caratte-
ristiche. Inoltre le ipotesi sui coefficienti sono piut generali e studiamo
le tracce delle soluzioni generalizzate sulla frontiera ridotta F*E.

Le dimostrazioni si fondano su una combinazione di tre tipi di
considerazioni:

1) studio delle linee caratteristiche per campi discontinui, se-
condo impostazione seguita da A. Leaci in [14], [15];

2) analisi globale per funzioni aventi derivate prime in una sola
direzione misura in K, simile a quella condotta per funzioni
definite in tutto R**! da K. Krickeberg [13];

3) analisi fine per le tracce, basata sui lavori [6] di E. De Giorgi
e [16] di M. Miranda, che presenta qualche analogia con quella
sviluppata in situazione diversa da G. Anzellotti e M. Gia-
quinta in [1].

Per finire, notiamo che la considerazione dei problemi (x) si & ri-
velata utile per lo studio delle soluzioni di sistemi di equazioni e dise-
quazioni differenziali ordinarie associati al problema del rimbalzo ela-
stico (cfr. [3], [4]).

Ringraziamo il Prof. Ennio De Giorgi per le utili discussioni avute
sull’ argomento.
1. Formulazione del problema e teorema di esistenza.

Sia F un insieme limitato e di perimetro finito in R"*! e per ogni
numero s, con 0<s<1, consideriamo l’insieme

. L (E N By(t, x))
—_— n+1 J—
B, = {(t, x) € Rt | Ql_l)rg £ (B,) =38
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dei punti di R**! di densitd s rispetto a FE, dove £+ ¢ la misura di
Lebesgue su R e By, #) ¢ la sfera aperta di centro (t,2) = (%,
L1y ...y %,) € Taggio o > 0.

Sia g una misura di Radon definita su R"+.

Sia 4 = (1, ay,...,a,) un campo vettoriale reale su R+l Sulle
funzioni a; facciamo la seguente ipotesi:

(H,) a; = a,t,x) e L°(R"+') per ogni ¢ ed esiste k¥ < + oo tale che
per quasi ogni ¢ € R risulta

lai(t, ) — a;(t, 2')| <kl — 2’| per ogni x, x'e R".

n
Indichiamo con <{4,v):=v,+ > a,v; dove v = (v,,%,,...,,) & il
i=1
versore normale a F*F (frontiera ridotta di ) diretto all’interno di
(v ed F*E definiti come in [7]).
Per la proposizione 4 di [14] possiamo definire, a meno di insiemi
di misura JC* nulla, due sottoinsiemi di F*F nel seguente modo

F1E = {(t, v) € F*E|{A(t, ), %(t, ¥)> > 0}
FLE = {(t, @) € F*E|{A(t, »),v(t, x)) < 0},
e porre

F*E = FtEU 5E;

sui sottoinsiemi X di F%E consideriamo lo spazio L.(X) delle fun-
zioni g misurabili rispetto alla misura »n-dimensionale di Hausdorff J¢»
(vedi ad esempio [7], [9]) tali che

19lszem = [l K, lae < +oo.
P

Nel seguito converremo di indicare con 4, il campo vettoriale
(1,0, ..., 0).

DEFINIZIONE (1.1). Assegnata u, siano u e LY(H) e u*e LY{(FLE);

diremo che u ¢ soluzione generalizzata in E di

(1) +z zam =[N,
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avente traccia w* su F3E, se per ogni ¢ € Lip (R*+?) si ha

@) fm*qa g —|—f<p du +fu*¢<_/1, vy dien =0,

E Eq) F%E
dove A*@ = dp/dt + > o(a.p)/0z; ().
i=1

Osserviamo che se u & soluzione generalizzata in EF di (1), allora
la traccia #* verificante (2) & unica (a2 meno di un insieme di misura
Je» nulla).

DEFINIZIONE (1.2). Assegnata w,c€ LY{(F1E), se la (2) & verificata
e inoltre u* = %,J€"— q.0. su F};E, diremo che « & soluzione genera-
lizzata in E di (1) e verifica la condizione al contorno uiijz Uy .

Per dimostrare i principali teoremi (di esistenza, unicitad e dipen-
denza continua dai dati (cfr. teor. (1.3), (1.4)); di traccia (cfr. teor.
(2.1), (2.2), (3.2)); di localita (cfr. teor. (3.1), (3.3), (4.2))) conviene
richiamare alcuni risultati ottenuti in [14], [15] sulle linee caratte-
ristiche.

Nell’ipotesi (H,) per il campo A, per ogni 2°= (x{, ..., #)) e R il
sistema delle caratteristiche

Wi _ o,
dt ai(ty (1) (i=1,...,n)
y:(0) = xg

ha un’unica soluzione y,.: R —R*; le curve y,(:) ricoprono tutto
R~t1 al variare di #° in R" senza intersecarsi tra loro.
In [15] e definito il cambiamento di variabili

F . R’n+1 — Rn+1
ponendo

I'@, °) = (t, p,0(t)) .

(1) Nel seguito useremo semplicemente la dizione «u soluzione generaliz-
zata in E », omettendo per brevita il riferimento alla traccia w*.
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La trasformazione I" & lipschitziana con la sua inversa in ogni striscia
del tipo [— d,, dy] XR" e il suo Jacobiano J, verifica la disuguaglianza

t
0 < exp (— nklt]) <Jr(t, x) = exp [f > 5% a;(s, y.(s)) dsJ <exp (nk|t|)
i=1 0%;
0

per ogni ¢, per quasi ogni .

Ovviamente [~ trasforma la curva caratteristica y, nella retta
{(t, 2°)|t e R}.

Ancora in [14], [15] ¢ definita una successione di funzioni bore-
liane 7,: R"— R tali che, per quasi ogni 2°c R», I'insieme

E, = {teR|(t,7,() € By} (eventualmente vuoto)

¢ unione di intervalli aperti Jz,,_4(2°), 7.(2?)[ con h =1, 2, ..., p(2®) <
< + o0
e si ha inoltre

(Tzh-—l(wo)7 )’mﬂ(fzh—l(xo))) € ij ’
(7ar(@), Yoo (Tar(a®)) € FLE .

11 successivo lemma serve a ridurre la (2) al caso in cui a; =0 per
ogni 4 =1,...,n.

Intanto osserviamo che (cfr. [15]) E & un insieme limitato di peri-
metro finito in R**+! se e solo se £ = I'}(E) & limitato e di perimetro
finito in R=+1;

u € L(E) se e solo se @ = wuol'e L}(E);
w*e Ly (F4E) se e solo se @*= u*ol'e L} (53 E);

¢ €Lip (R**!) se e solo se @ = ol e Lip (R"+1);

allora, indicata con # la misura immagine di u secondo I” (cioé la mi-
sura data da @(B) = u(I'(B)) per ogni B boreliano di R"+1) e osser-
vato che B, = I'Y(E), possiamo provare il seguente risultato:

LEMMA (1.1). L’equazione (1) ha soluzione generalizzata in E u e
€ L\(E) werificante la condizione al contorno ’“l:rj;E= u, s¢ e solo se
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Pequazione 35/0t = i ha soluzione generalizzata in E verificante la con-
dizione al contorno d|o+ .= 0.
4.E

DmmM. Cominciamo con 1’osservare che dal teorema di integrazione
rispetto alla misura immagine (cfr. [11]) e da quanto visto in [15]
utilizzando la formula

3) f 9 (A, vy dJer = f @I, d¥»  per ogni ¢ e Lip (B™),
Fin 7

u € LY(E) verifica (2) se e solo se i € L(H) verifica

(2)1 f a 99 JI') dgn+1 + (pdlu + u*((p J[‘)'Vt ayxr—=0.

Y-
By F4,B

D’altra parte se 9 e LY(E) & soluzione generalizzata in £ di

e we LY(E) & soluzione generalizzata in £ di

aa—‘t" + [(—divA)ol® = [(divA)old in B
(4)
w':ﬁjj = dyJr,
allora % = (¥ 4 @)/J verifica (2)' con |‘.+ == ily.
Poiché il problema (4), per ogni 7 € Ll(E'), ha soluzione generaliz-
zata in LY(E) (cfr. teorema 7 di[14]), P’asserto segue in modo im-
mediato. q.e.d.

In tal modo ci siamo ricondotti a studiare 1’equazione (1) con la
condizione u]dﬁ,jE: %, nel caso in cui @;=0 per ogni i =1,...,n e il
dato & nullo su 5} E.

Sia B(R~) la famiglia dei boreliani limitati di R"; per ogni B € $B(R")
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indichiamo con L(B) ’unione delle caratteristiche relative al campo A
passanti per punti di B.

L’insieme L(B) ¢ boreliano.

Sussiste il seguente

TEOREMA (1.2). Se u e LYE) ¢ soluzione generalizzata in E di (1),
allora per ogni B e B(R*) si ha

(5) fu.fk*(p agn+ +f<p d +fu*¢<A, vy dJer = 0

E L(B) EwnL(B) FLEnL(B)

per ogni @ € Lip (R**+?).

Div. E sufficiente provare la (5) nel caso in cui 4 = A,.

Congideriamo dapprima il caso in cui B e aperto.

Consideriamo una successione di funzioni lipschitziane ¢,.: R, - R
tali che

lim (@) = za(@) per ogni @, |p.|<1.

m—>oo

Per ipotesi, per ogni ¢ € Lip (R**?):

0
futpm(w) a—(;) ALt - N @n@ du 4+ |u* @y, dr =0,

B B F4.E

da cui, passando al limite in virtu del teorema della convergenza do-
minata, si ha la tesi.

Supponiamo ora che £+(L(B)) =0 (e quindi £7(B) =0). Pro-
viamo che

(6) f wrgy, dJer == 0 .

F 1 EoLB)

Infatti, per le proprieta della frontiera ridotta (cfr. il n. 2 di questo
lavoro), basta considerare il caso di una ipersuperficie K di classe C*
del tipo

K ={t,2)t=ryp@) eypecC®R)}, »>0;
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dalla formula di Gauss-Green classica otteniamo

f“*‘P”t dJ@"=fu*(w(w 2)(y(@), ) AL =0 .

KnL(B)

La tesi segue allora per approssimazione dell’insieme boreliano B
mediante aperti. q.e.d.

Per ottenere i principali teoremi dobbiamo introdurre la condi-
zione (K) che generalizza una condizione di K. Krickeberg (cfr. [13]).

DEFINIZIONE (1.3). Diremo che la misura u verifica la condizione
(K) in FE se:

Be $(R"), LYL(B)) =0 = u(L(B)N M) =0 per ogni M C
C By, Me BR).

Sussiste il seguente

TEOREMA (1.3) (esistenza). Sia E un insieme limitato di perimetro
finito in R™' e le a; funzioni che verificano Vipotesi (H,). Assegnate
uo€ Ly(FYE) e u misura di Radon definita su R+, esiste u € L'(H) so-
luzione generalizzata in E di (1) verificante la condizione al contorno
u|$jE= Uy, S€ € solo se u verifica la condizione (K).

DiM. Per il lemma (1.1) possiamo limitarei al caso A = A4,. Mo-
striamo dapprima che la condizione (K) & necessaria.

Se # ¢ una soluzione di (1), dal teorema (1.2) si ha, per ogni
B e $(R")

fuaa—(fdf"“ —I—f(pd,u + fu*qovthﬁ" =0

EnL(B) EwoL(B) F}EnL(B)

per ogni @ € Lip {R**?),
Se £7+1(L(B)) = 0, dalla (6) segue f(p du = 0 per ogni peLip (R**?),
E)nL(B)
per cui u(L(B) N M) =0 per ogni M C By, M € H(R).
La condizione (K) ¢ sufficiente.
Se u verifica la condizione (K), per quasi ogni # € R" esiste (cfr. [9],
[12], [13]) u, misura su R (dipendente da x) tale che:

|| <v(@) con  we L (R") e, posto B(x) = {tcR|¢2)e B}
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per ogni B € B(R"?), risulta

ne(B(@) e IR, p(B) = [pa(B(@)) aL(2) .
Rn
Allora, per ogni ¢ € Lip (R™**) si ha

(M) [oau =[([o un) aer@).

Eqw) R E:
Poniamo
Er={(t,x) e Eylt<7.(2)}

e in generale

B= {(t,2) € Bt <) < + 0\ U '

Essendo le funzioni t,; boreliane, gli E* sono boreliani.
Fissato ¢ poniamo

wi(t, ) = p(EBi (@) N {n<t});

71

osserviamo che, per q.0. x € R" fissato, w'(-, ®) & continua da destra
in t e proviamo che u‘ & una funzione misurabile. Infatti, fissato h e N,
per 2*<j < 2M1 sia t,= ((j — 2% T,)/2" (poiché Vinsieme E in consi-
derazione & limitato, abbiamo supposto E c[0, T,]XR") e definiamo

wi(@) = po(Bi(@) O {t<t) -

Le u' sono misurabili; possiamo supporre che ; sia una funzione
i ’ )

boreliana per ogni 4, j€ N.
Sia

2h
U,(t, @) = .zlu;'(m Kitr,iren1(1)3
Pom
si verifica che le Ui sono boreliane e

lim Ui(t, #) = u’(t,#) per ogni ¢, per q.0. & .

h—> 00
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Allora la funzione

5]

w(t, @) = E i(t, @) ya(t, )

€ migsurabile e per q.o. z risulta

; . ,ux(('fzh_l(w)’ t]) se te (TZh—l(w)’ Tzh(w))
ulty @) = 0 altrove ;

inoltre u € LY(¥) in quanto
|u(t, )| <v(®) per ogni te€[0,T,] e per q.o. € R".

Ora, per quasi ogni # € R", si ha (cfr. 2.6.7 in [9])

p(x)< + o0
(8) f??d,ux(t) = fu(t ) = P agi(t) + ;.Z P(van(@), @) u*(Ta(@), @)
Ex Eu -t
dove w*(ty(x),#) = lim wu(t,x) e si & tenuto conto del fatto che

lim  w{,x) = 0. ~a@®
tazg'h_l(x) .

Utilizzando ancora le funzioni U, si verifica che u* ¢ Jr-misu-
rabile su ) E; lintegrabilitd di w* segue osservando che, detta f

Punica soluzione in E (cfr. [14]) del problema

of .
T =9 in K
flj’joE: 0

(il termine noto v verifica la condizione v € Li,(R}), |u.| <v(®) per q.o.
xz€R"), si ha

|u*(77 ‘f)l <ﬂd’7;°E(T’ &) Jen -
Dalla (8) si deduce che la funzione

()
4 éhglip(‘tzh(“")y w) “*(721»("”)7 m)
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é di classe L'(R"); inoltre, come in [15], si prova che:

()
(9) hgl (p(Tzh(m)’ x) u*(Tzh(w)y ﬁ) atr(x) =
Rr

=3 [(rlo), 9wt (rulo), 2) (o) —

Fan

= —:Zj: p(7, &) u*(7, E)vi(r, §) A" = —| (7, HHu*(z, §)v.(7, §) dIr,

Gsn ‘TZOE'
dove
Fop= {& € R*|— oo < ty(tt) < + o0} ,

Gy, = grafico di 7y, su Fyy .

In conclusione, da (7) per (8) e (9), si ha che

J.zp du —l—ju%%dﬁ"ﬂ + |u*gpr,d¥r =0,
Ew B Fi.E
cioe la tesi. q.e.d.
TEOREMA (1.4). (Unicita e dipendenza continua dai dati.)
Nelle ipotest del teorema (1.3), se u verifica la condizione (K) Uequa-

zione (1) ha un’unica soluzione generalizzata in E wverificante la condi-
zione al contorno w|g.+, = u, € vale la maggiorazione
A4

10) [l zm + [9¥ sy g5m <o & To)(|4ollpz (i + |4l (Eqy)) 5
dove la costante c(n, k, Ty) & data in (10)'.

DiM. L’unicitd segue immediatamente dal teorema 7 di [14]. Per
provare la maggiorazione (10) utilizzeremo le considerazioni svolte nel
corso della dimostrazione del lemma (1.1).

Indicate con fi, e fi_ la variazione positiva e la variazione nega-
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tiva di f, siano ¥, e 9_ le soluzioni generalizzate dei problemi

avi - .
P mE
ﬁil\ﬁoi =0

cioé
0
f'ﬁi a(P agrtl + e di, + | 9tey,d¥»= 0 per ogni ¢ € Lip (R*+?) .
E Ew F4,k

Osserviamo che deve essere 9,>0 £"+1-q.0. e #1>0 J-q.o.
Scegliendo ¢ =1 si ottiene

fd,zi+f5;vthen=0,

Eq) $20E

da cui, poiché per l'unicitd ¥ = &, — &_ & la soluzione di

ov
—a—t =u m E
ﬁl:rjjz =0

e |9|<?,+ ¥_, si ha

”"7*”1:},0@;“@) =fl"7*||”t| afer < || (Ew) = |pl(Bw);
F1,EB

ancora dall’equazione, per ¢(¢, ) = ¢, si ha

fv dﬁ"“:—ftd,ui—ftvivtdéiﬁ Tf *lv,| dde ,

B B F4,E Fa,B

pertanto

nv||L,(E)_f 6] 1< f §, -+ 5_) A< T, [(5% 4 5%) || dder =
T4,k = To|p|(Ew) -
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D’altra parte per @ soluzione generalizzata di (4) e per @*, utiliz-
zando [15] e la formula (3), sussistono le maggiorazioni

1] i < (1%l 23,555y + 7 Toltl (Bewy) To €xp (nkTy)

ll"T’*“L}o@;uj) < (Huoun}i(\‘rjE) + nkTo|u|(Eqw)) exp (nkT,) .
Allora per @ = (¥ + @)/J si ha

]l 2y = & rllzaiy < Tolwel (Bew) + To exp (nkTo) (|| ol| 1 (545 +
+ nkTo|p|(BEw)) < To(1 + nkTo exp (nkTy)) - (o]l 1 (gt5) + 116l (Bew)
e
lu* 2550 = 17*Trlzy 57 1<
< |ul(Buw) + exp (nkTo) (|02 (g45) + 7k To |1l (Bew)) <
< (1 + nkT, exp (nkTy)) (| ]|y g4y + |41(Ew)) 5

da cui la (10) con

(10)"  e(m, ky Ty) = (1 + To)(1 + nkT, exp (nkT,)) . q.e.d.

2. Teoremi di traccia.

Sia F un insieme limitato e di perimetro finito in R"*!; 4 una mi-
sura di Radon definita su R*+!; sia, inoltre, (u, u*) € LY(E) X Ly(FLE)
tale che per ogni ¢ € Lip (R**!) si abbia

(11) fufe*tp agr+ —I—f(p du —]—Ju*cp(A, vy der =0 .
E Ew FXE
Posto
' _ w in B
“= { 0 altrove
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e per ogni B e BH(R"+1)

A(B) = u(B O\ Bo) + [urc4, vy dser,

BnFiE

si riconosce che anche g & misura di Radon e si ha per ogni g€
€ Lip (R"*!) a supporto compatto

(11)’ fﬁﬂc*(p dgr +f<p i =0 .
Rﬂ+1 Rﬂ+l

Vale il seguente

TEOREMA (2.1). Se (u,u*) € LY(E)X L:(FLE) verifica (11), allora
per Jer quasi tutti i punti (v, &) € FLE

1
li * — u(? =0,
eLI(I)l’f L~+1(E N By(r, 5)) f |u (5 &) —ulty a’;)|d£ 0

E 0 Bo(7,$)

Dim. Ricordiamo che (cfr. [6], [7])

FEE — ('QlKj)UN,

dove J¢*(N) = 0, ogni K; & compatto contenuto in una ipersuperficie
8; di classe C' e per J"-quasi ogni (¢, x) € K, il vettore

s ?
»(t, 2) = lim =220
’ >0+ (t.”)DXEl

sta sulla retta normale a §; in (¢, x).

B possibile supporre che i K; siano disgiunti e che esista su ogni S,
un campo continuo di vettori n,(¢, #) con |n;(t, )| = 1 e con n,(t, ®) =
= (¢, ) per X -quasi tutti i (¢, ) € K;.

Come gid nella dimostrazione del teorema (1.3) esaminiamo dap-
prima il caso in cui a;=0 per ogni ¢ =1, ..., n.

B possibile raffinare ulteriormente la partizione K; in modo che
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su ogni elemento di tale partizione si abbia »,=0 oppure v,>¢>0
o v, <—e<O.

Fissato K, per cui valga una delle ultime due condizioni, possiamo
adattare la dimostrazione dei teoremi 1 e 2 di [16] e provare che esiste
O e L} (K;) tale che per ogni sfera aperta B, e per ogni ¢ e Cy(B,)
si abbia

(12) fu o agr+1 +f@*¢vtd3€" —{—f(p i = 0.

EjnBe Bo\\Ks

Confrontando (11), per ¢ € 0y(B,), e la (12) si ha

f@f(pvt daier :fu*tpvt axe ,

KjnBo Kjn B,

da cui segue O] = u*¥" g.0. su K

Si puo, allora, definire J¢* q.o. su 5 F una funzione @* che coin-
cide con w*.

Per lo stesso teorema 1 di [16] e per come & definita %, per JC»
quasi tutti i punti (7, &) e 53 F si ha

1
(13) Qhrgi Q"'H(E N Bg(T, E)) J lu*('lj, E) — ’M/(t, ) ld£n+1 =0.

E 0 By(7,§)

Per completare la dimostrazione nel caso a; non tutti nulli, fa-
cendo riferimento alle notazioni utilizzate per provare il lemma (1.1),
osserviamo che le funzioni #, @, J, rientrano nel caso gia trattato
a;=0 per ogni ¢ =1, ..., n, per cui verificano la proprieta (13).

Dalle maggiorazioni per J, viste nella prima parte di questa nota
segue che anche 4 verifica (13).

Infine, poiché % = uol e I' ¢ una trasformazione bilipschitziana,
si ottiene che w verifica la tesi. q.e.d.

Dai teoremi 1 e 2 di [16] si ricava anche il seguente

TEOREMA (2.2). Se (u, u*) € LN E) X LY(F5E) verifica (11) ¢ 8 é una
ipersuperficie lipschitziana limitata in R*t tale che ogni curva carat-
teristica la intersechi al pin in un punto, allora esistono due tracce U+
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e U~ appartenenti a Ly(8S) tali che per ogni ¢ € Lip (R*t1)

fq)dﬁ :f(w— u-)p (A, v> dien
e quindi ° ’

[alal = [fa+ —a| <4, wlaze-.

S S

Dim. Consideriamo dapprima il caso A = 4, e supponiamo S di
classe C* con »,>0 su 8. Si ha allora, posto S,= {(¢,2) € S|y, = 0} e

8;= {(t, 2) € Slr.> 1/}, 8 = (.UNSf) U 8o e £2(L(8,)) = 0.

Per ogni S; possiamo utilizzare i teoremi 1 e 2 di [16] per cui, se
indichiamo con @} e 7 il sopragrafico e il sottografico di S;, risulta
che esistono due tracce di % su S;, @' e %, per cui

J.ﬁaa—g: agr+t + a7 v, der + |pdi = 0

of 8, of
per ogni ¢ € Lip (R**!) a supporto compatto. Da questa uguaglianza

8i ricava

f |u|w, der < cost (@], 1) -
83

Poicheé 1 %; sono definite come medie integrali, si ha che v,— Je»
q.0. su 8 sono definite #*+ e %~ e appartengono a L.(S).

Se indichiamo con Q% e £~ rispettivamente il sopragrafico ¢ il
sottografico di S, osservato che i verifica la proprieta (K) su tutto
R~*+1, si ha che e possibile passare al limite per j — -+ oo nell’ugua-
glianza precedente per cui

fﬁ%—? agr+t - Y utey, dir + |edag = 0.
ot s Q

ES

Confrontando con la (11)’ si ha la tesi.

Il caso generale si prova utilizzando una partizione di § in por-
zioni di ipersuperfici C* e tenendo presente la formula (3) per il cam-
biamento di variabili sulle ipersuperfici. q.e.d.
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3. Carattere locale delle soluzioni.

In questo paragrafo evidenziamo il carattere locale delle soluzioni
generalizzate di (1).
Sussiste il seguente

TEOREMA (3.1). Se u € L*(E) ¢é soluzione generalizzata in E di (1),
allora per ogni sottoinsieme L di H, di perimetro finito in R"t1, esiste
uy€ L*(F%L) tale che per ogni ¢ € Lip (R™+) risulta

fm*(p d£n+1+f<p du +fu;<p<A, vy dien =0 .
L

Ly FhL

Dim. Per il lemma (1.1) possiamo ridurci a considerare A = A,.
Sia allora u soluzione generalizzata in E di 0u/ot = u; possiamo sup-
porre che per q.o. # u(-,x) sia BV(H,) e continua da destra in f.

Fissato L sottoinsieme di E, di perimetro finito in R**, si ha per
ogni ¢ € Lip (R**?)

f % g fdﬁ"(w)f @ agae .

= —|dt(2) | du, —l—f Z <p(12,, @), ®) uz(van(®), @) AL"(2) —

R» Lz

' (x)
—| 2 o(tiaa(e), 2) wi(eina(a), 0) atr(a)

Rr

(per la limitatezza di » e per la 2.6.7 in [9]), dove p/, 7, sono fun-
zioni analoghe di p, 7, riferite ad L,

uz(Ta(®), ) = lim wu(t, z)
t——»ré;(m)
“Z(Tzlh—l(m), z) = lim wu(t, ).

t— té;“‘_l(x)
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Come nella dimostrazione del teorema (1.3) si ottiene
op *
Crn agr+t o du 4+ Juzev,dir = 0
L Ly ?:QL
per ogni ¢ € Lip (R*+1). q.e.d.
OSSERVAZIONE (3.1). Per il teorema (2.1) sulle tracce, si ha anche

N 1 * n+l —
I T A Balr, ) f ui(z, &) — ult, a)ldLrr = 0

L o Be(7,£)

per X~ q.o0. (7, &) e F4L.

OSSERVAZIONE (3.2). Il seguente esempio mostra che nel teorema
precedente ’ipotesi w € L°(F) non pud essere sostituita dall’ipotesi
u e LY(FE).

EsgMp1o. Sia F il quadrato (0,1)X(0,1)cR? e u(t,x) =1/4/T €
€ LY(E) la soluzione di ou/0t = 0 in E, verificante “|$3;E: 1/4/®.
Posto *

1 1 1 1
Q= (;&—(n———{—l_)?’ ;L)X(O’ m) per n€N e LZnLJNQ,,,

8i verifica che L ¢ un sottoinsieme di Z di perimetro finito in R? e

\

B evidente tuttavia che se ue L(FE) e a-priori & noto che uje
€ LY(F%L) allora vale ancora la tesi del teorema (3.1).
Conseguenza dei tecremi (1.2), (3.1) e (2.1) & il seguente

TEOREMA (3.2). Siano L, M sottoinsiemi di E di perimetro finito in
R+ tali che LN M =0, LU M = E; posto

S=9LNFM,
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se u € L°(E) é soluzione generalizzata in E di (1), allora per ogni ¢ €
e Lip (R*1) st ha

(i) J‘go du Zf(’“:— uy)p<{A4,v,> d®" (v, normale interna a L)
K 3

e quindi
(i) [alul = [l — will<4, v dier
N S

DiM. Per ipotesi, per ogni ¢ € Lip (R"?)

uA*@ dLrtt 4 @ du + |u*p (4, v) dr = 0;
[,

Eq) FAE

allora, poiché Je(R"\(MpU MyU My)) = 0, per il teorema (1.2)
si ha

(14) fu.fk*(p agn+i —|—qu*¢ agn+t —l—f«p du —i—f(p du -+
M L

Maq) L)y

+J'<p du —]—fu*cp(A, vy djer=0.

Ly 0 Mg F3IE
D’altra parte per il teorema (3.1) si ha:

(15) [ustrg it [g du + [usp <, v,y dser =0
M

Ma) Fim

(v, normale interna a M)

e

(16) fu.ft*tp agntt —|—f<p du —I—fuzqa {4,v,ydR"=0
L

L) ?IL

(v, normale interna a L).
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Confrontando (14), (15) e (16), tenendo conto che, essendo LN
N M = 0, a meno di insiemi di misura J& nulla 53E = F;L A 55 M,
u* coincide con uy, e w; rispettivamente su 55 M\ F3L e F,INF: M,
e inoltre 8§ — (FILA FM)U (F;LN FEM) e (A, v,> = —<A,v,5, si
ha

(17) [pdu =[(;—ui)p<d, vy aser  per ogni p e Lip (R .
Lo M S

Poiché SC LyN My, da (17) segue la (i); la (ii) ne discende fa-
cilmente. q.e.d.

Vale anche il seguente

TEOREMA (3.3). Siano fissati E ed F insiemi limitati, di perimetro
finito in R"t1; sia u soluzione generalizzata in L' di

Au=u in E edin I .
Posto

S=(FIEN FF)VU (F,EN FIF)

[ auw* = —[p du + [ (3— ud)g <4, 5 aser
Rn+1 S S

per ogni @ € Lip (R*),

\

si ha che u é soluzione generalizzata dell’equazione Au = p + u* in
EUPF.

Osserviamo esplicitamente che se & anche (FU F)y= Ey,U Fy,
allora & soluzione generalizzata di A = y in EU F.

DiM. Poniamo L = F U F e inizialmente supponiamo che E N
N F = @. Poiché u & soluzione di (1) in F ed in F si ha per ogni
@ € Lip (R*+1)

f uA*g AL |- f o du + f uhe (A, vg> djer +
E

Eqg) FE

+fm*<p g +f¢ au +fu;;<p<A, > dder =0,
F

Faq) FiF
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da cui

J.’Ltd(',*(p agrti —l—f(p du ~|—fu;<;; {4, vy der —l—f@t}(p(A, vy dJer =0 .

L Ewv Foy FE FAF

Allora, posto
. uy su FIENFLF
= ut  su FIP\G:E

e procedendo come nella dimostrazione del teorema (3.2) si ottiene

fufe*qp g+ +f¢ du ——fq) du +fu*<p<A, v,y dder 4
z Ly S FiL

+f(u;— u)p (A, vg> d¥er =0 ,
S

e questo prova la tesi nel caso EN I = @.

Per il caso generale ci riconduciamo al precedente considerando gli
insiemi disgiunti e di perimetro finito in R»tl, F ed F\ FE. Infatti,
come nella dimostrazione del teorema (2.1) possiamo considerare una
partizione di F*(EF\E)\F*F in porzioni di ipersuperfici regolari K,
per cui & possibile utilizzare il teorema (2.2). Ora poiché una delle
due tracce coincide con uj che per ipotesi & in L', segue che anche
Paltra up z & (4, vy — " integrabile.

Per la parte finale dell’osservazione (3.2) si ha la tesi con

fJoaw = gau+ [wh—uip o, m k.
R+t FEEaFAHENE) FLEoFHFN\E)

Draltra parte dal teorema (2.2) si ha che

[pan = [h—uinpocd, > azer,

FXEcFy FAEaFq,

per cui in definitiva

f @ dp* = —f¢ ap +f(u2— wy)p <A, ve)y AR .
Rn+1 S S
q.e.d.
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4. Ulteriori considerazioni sulla localita.

B interessante osservare che oltre al teorema (1.2) sussiste anche
il seguente risultato che in un certo senso lo inverte.

TEOREMA (4.1). Assegnata u verificante la condizione (K) in E, sia
(w, u¥) € L(E) X LL{(F4E); se per ogni & > 0 esiste B,c B(R") tale che

£"+1(E\L(Bs)) <e
e vale

(18) fufe*q) g+ +f @ du - fu*¢p<A, v den = 0

E 0 L(Be) EwynL(Bs)  FXEnL(Be)

per ogni @ € Lip (R**?), allora w é soluzione gemeralizzata in E di (1)
con traccia w* su FLE.

Dim. Osserviamo preliminarmente che la relazione (18) continua a
valere se al posto di L(B,) si considera L(B) con B e $B(R") e BC B,.

B possibile allora scegliere gli insiemi B, in modo che B,C B, se
e>e'> 0.

Essendo per ogni ¢ > 0, £**1(EN\L(B,)) < ¢, ¢ immediato verificare
che
lim f wAF @ AL = f wAF p AL+

e—>0

E n L(B:) E

e, utilizzando anche la condizione (K),
lim f pdu = f pdu .
20 By A L(BY) Ea
Infine, per avere che
lim f wrg (A, vy dder = fu*<p<A, wak

>0 ok
FAEaL(Be) FiE

mostriamo che
lim Jer (5% ENL(B:)) = 0 .

£—>0
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Infatti, posto B = R™\ U B,, essendo E limitato e di perimetro
finito si ha &>0

f Axg dEmt |- f @CA, vy d3er =0
E F*E
per ogni e Lip (R**?) e quindi, per il teorema (1.2)

f.fk*(p g+ +f<p<A, vy djer = 0

EnL(B) FXEAL(B)

per ogni ¢ € Lip (R"1),
Poiché £*+1(E N L(B)) = 0, si ottiene

¥} (F4E N L(B)) = lim J*(F3 ENL(B:) = 0.
&e—>0

Possiamo dunque conseguire la tesi passando al limite per £ — 0
nella relazione (18). q.e.d.

I1 teorema (4.1) suggerisce una nozione piu debole di soluzione
generalizzata in F di (1); cid permettera di stabilire il carattere locale
di tali soluzioni per una classe di funzioni pitt ampia di quella con-
siderata nel teorema (3.1).

DEFINIZIONE (4.1). Sia w una funzione £ +-misurabile in F e u*
Jer-misurabile su F%E.

Diremo che u ¢é quasi-soluzione in E di (1) con traccia w*, se per
ogni ¢ > 0 esiste B,e B(R") tale che

£ (ENI(B,)) <&, weIENLB,)), w*eIi(FEN LB,)

e vale
f uA*p dLmr 4 f o du - f wrg (A, v) dder = 0
E 0 L(Be) Eq) 0 L(Be) FXE 0 L(B:)
per ogni ¢ € Lip (R"+1).

TEOREMA (4.2). Se u é quasi-soluzione in E di (1) con traccia u*,
allora per ogni sottoinsieme L di E, di perimetro finito in R+, esiste u},
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Jer-misurabile su FyL tale che w ¢é quasi-soluzione in L di (1) con
traccia uy.

DmM. Come nella dimostrazione del teorema (2.1), sia F5L =

=(61Kj) U N e siano Cne B(R") tali che L(C,) = L ( UK) Per m
9

sufficientemente grande, posto D, = B\ C,, 8i ha

m—1
ery(INL(D,) < 26, FLRLNID,)c UK,

i=1
e vale

f“%um)“&*‘l’ agr+1 +fo(De)(p dp + f u* xrpg® <4, v> dX"= 0

E Ew FAE

per ogni ¢ € Lip (R"+1).

Da queste relazioni, al variare di ¢, segue D’esistenza di una fun-
zione w, J¢*-misurabile su F;L, ottenuta come nella dimostrazione
del teorema (3.1) (ossia come limite lungo le linee caratteristiche), tale
che (utilizzando il teorema, (2.2)) ulxrwy€ Ly(K;) per ogni j.

Poiché F4L N L(D,) C U K;, si ha uy yyp, € Ly(F4 L) e quindi, dal-
i=1
Posservazione (3.2), si ottiene

fu/c*q) g+ +f @ du -+ fu;q) (A, v dder = 0

L0 L(De) Ly nL(De)  FXL o L(De)

per ogni ¢ € Lip (R"+). q.e.d.
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