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Condizioni di continuita

in una misura approssimante.

Os0AR STEFANT (%)

Sia (X, o) uno spazio metrico, sia Fc X e sia d(E) il diametro di
E; si dice che 'insieme F & d-massimale se d(E) = 0 e se XD A D E,
con d(4) = 4, implica A = E. E noto che negli spazi euclidei gli in-
siemi d-massimali coincidono con quelli ad ampiezza costante §. In [S.Z]
sono state date delle condizioni sufficienti affinché le misure appros-
simanti la misura unidimensionale di Hausdorff di un insieme §-mas-
simale E e della sua frontiera 0FE, non presentino discontinuita nel
punto ¢ = 4.

Nel presente lavoro dimostreremo che le stesse condizioni sono an-
che necessarie, e ne daremo delle altie equivalenti (teorema § 2).

Per 1a terminologia e le notazioni usate facciamo riferimento a [S.Z]
ed a [S]. In particolare per i simboli: u(-), m(-), I(-), ¥s(*), (*)% Ss(*),
w, Nz, Ky, X, f(-), B(*) si veda [S.Z]; per i simboli us(-), N*, N', e per
la definizione di d-ricoprimento ottimale si veda [S].

Per le proprietda degli insiemi ad ampiezza costante negli spazi
euclidei si veda, tra ’altro, [V], Th. 12.19 e [E], Ch. VII.

Lo spazio in cui opereremo sara sempre R? euclideo e quando
avremo a che fare con un ricoprimento F = {F,, i € N*} tale che
> d(F;) < + oo, intenderemo sempre che gli insiemi F; siano ordinati
per diametri decrescenti, cioé: se 7>, allora d(F,)< d(F,).

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata, Universitd di
Padova, Via Belzoni 7 - 35131 Padova.
Ricerca effettuata con fondi erogati dal M.P.I.
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1. Premettiamo due lemmi che useremo nella dimostrazione del
Teorema del § 2.

LeEMMA 1. Sta E 6-massimale in R? euclideo, sia 6* tale che 0 << 6%<< &
e sia F={F;,i=1,..,n} un 6*ricoprimento ottimale finito di 0E,
allora esistono due indici p ¢ q, con p~q, 1 < p<n, 1 << qg<n, tali che
FNF,#0 ¢ F.N F,~ 0.

Dmt. Posto d,= d(F,), & d,<0*< §; poiché F & ottimale, d(F, N
N oB) = d,; esistono quindi, data la compattezza di F,N oK, x,,
xz,€ FyN OF tali che |v,—x,| = d,. Sia v = (v, —,)/|2,— &,|, siano r ed s
le due rette per x, e @, rispettivamente, ortogonali ad #, sia 7, il se-
ruipiano delimitato da r e non contenente s, e m, il semipiano deli-
mitato da s non contenente r; ricordando le proprieta della rappre-
sentazione canonica di 0FE: f: w — R?, costruita mediante le rette
d’appoggio, poicheé r ed s non possono essere rette d’appoggio, & im-
mediato vedere che f(u) é interno a m; e f(— u) & interno a 7,.

Sia I, ’arco di oF di estremi «, e f(u) e contenuto in =, e I, I’arco
di 0F gli estremi x, e f(— ) e contenuto in x,, ¢ evidente che:

1A  Veel ) N{n}, |t —x,|>d, e quindi I'N F,= {x,},
1.B Vo e InN\{#,}, | —x,| > dy, e quindi I,N F, = {x,} .

Da 1.A segue che I'\{x,} C U (F.NT,) e pertanto I, = U (F.nTIY),
ma allora esiste un p > 1 tale che x,€F, e quindi F;N F # @. Da
1.B segue che I')\{x,}C U (F;NTy), e da 1.B e dal fatto che x,e F,
e d(F,)<d, segue che: =%

INw}c U F.nNI) dacui In= { (F:N1IY)
15

e quindi esiste un ¢ > 1, ¢ # p tale che x,e F,, pertanto F,NF,# 9. [/

LEMMA 2. Sia O chiuso e convesso in R? euclideo, sia D c 00; se
esistono 6 >0 ¢ k> 0 tali ch. v4(D) <k, allora si ha: u(D) < 7k.

Dmi. Poiché v4(D) < k esiste un J-ricoprimento ottimale & =
= {F,, i€ N*} di D (cfr. [S], Prop. 4) tale che:

2A  YaF)<k
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Si ha ovviamente:
2.B D)< S uDNF)< SueCNF)< > u(dCnF,).

Poiché F ¢é ottimale, per ogni ¢ e N*, F; & ad ampiezza costante
d(F';); dal fatto, poi, che F,N C & compatto e convesso ed ;N CcF,,
per note proprieta dei convessi (cfr. [L], sec. 22 e sec. 11) si ha:

2.C u(CNF))<u(oF;) = md(F,) .
Da 2.B, 2.C, 2.A segue subito la tesi. //

2. Sia I c R? ricordiamo che dire che »,(I) & continua, come fun-
zione di t, per t = §, equivale a dire che sg(I) = 0. Con riferimento al
seguente Teorema, in [S.Z] si ¢ dimostrato che: viii =~ v = vi = 1i.

TEOREMA. Sia 6 > 0 ¢ sia E d-massimale in R? euclideo, le sequents
proposiziont sono equivalents:

i) 5,(0) = 0;

i) Ve>0 ¢ V0: 0 < 0 < 8, esiste un 6%, con 0 << 6*< 6 ¢ un
o*-ricoprimento ottimale finito F = {F,;, i€ N*} di oF tale
che Y AF)<6+ceb<dFy;

iii) Ve > 0 esiste un ricoprimento chiuso F = {F;, i € N*} di oF
tale che > A(F,) <6 +¢e e 6 —e< d(F,) < §;

iv) Ve >0, AK € X tale che v4(f(K)) < &;
v) inf {y,(f(K)), K € X} = 0;
Vi) s5(H) = 0;

vii) Ve > 0 esiste un ricoprimento chiuso F = {F;, i€ N*} di E
tale che > A(F,) <6 + ¢ e 6 —e< d(Fy) < d;

viii) m(K,) = .
Dim.
i = ii. Poiché s4oF) = 0, »,(0E) & continua in ¢ = ¢, allora &

continua anche u,0F) ed in particolare é:

lim 1(3F) = p(3H) = v,(38) = 4 .



274 Oscar Stefani

Fissati ¢ e 0, posto
3.A &= min{g (6 —0)/3}

esiste un ricoprimento aperto, che per la compattezza di oF non &
restrittivo supporre finito, § = {G,, ¢ = 1, ..., n}, tale che

>SAENI<d+e& e dG)<I.
Preso ¢* tale che:
3B max{6—e, dG)} < d*< 4,
G & un §*ricoprimento di 0E; esiste quindi (vedi[S], Prop. 3) un
o*-ricoprimento ottimale finito § = {F,, i = 1, ..., m} di 0F tale che:

3.0 SdF)< SAG)<0+ .
i=1 i=1

& e il ricoprimento cercato. Siano, infatti, ¥, ed F, due insiemi
intersecanti F',, di cui si & dimostrata 1’esistenza nel Lemma 1; po-
sto, per 1<i<m, d;= d(F,), per proprieta dei ricoprimenti ottimali
(cfr. [S], 5.1) e la 3.B si ha:

&+d,>0">0—¢&, di+d;>0*>0—¢.

Dalla seconda relazione si ricava: d,> 6 — & — d,.
Ora se fosse d,<0 si avrebbe:

d1+ dp+ dq>26_281—0>6 +81,

ma questo sarebbe in contraddizione con 3.C; pertanto d(F,) > 0;
3.C e 3.A implicano inoltre che Y d(F;) < ¢ + .

ii => iii. Basta prendere § = max {6/2,  — &}.

iii = iv. Dimostriamo che iii implica che, per ogni ¢, esiste un
aperto A c w tale che:

3.D.1 A>K,;
3.D.2 se u¢ A, allora —ue d;
3.D.3 wy(f(4)) <e.
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Non ¢& restrittivo supporre &< 6/2. Poiché u(f(K,)) = 0 ([S.Z],
Coroll. 9.A) esiste un ricoprimento aperto § = {G;, 1€ N*} di f(K,)
tale che > d(G;) < ¢/2.

Posto G¢'= (U Gi) N 0E, G' é aperto in 9F e poiché ¢ < § si ha:
r(G) < 3 (@) < ¢g/2.

In base a iii, fissato ¢, esiste un ricoprimento chiuso ¥ = {F;, i€ N’}
tale che > d(F;) <0 + ¢4 e 6 —¢/4 < d(F,) <. Sia G'= 0ENF,;
G" & aperto in 0F e G'c |J F.; ne segue facilmente che:

N\{1}

r(@) < T AF) =3 AF) — d(F) <ef2 .
AN y

Ma allora v4(G'U G") < e.

Sia 4 = f~1(G'V @"), A & l'aperto di w cercato. Infatti, 4 o K,, poi-
che f(K,)c@'; se u¢ A, allora —ue A; infatti se u¢ 4 e —ué A,
allora f(u), f(—u) ¢ G'U G" e quindi in particolare f(u), f(— ) & G".
Quindi f(u), f(—u) € Fy; il che & in contraddizione col fatto che
d(Fy) < 6. Ora, poiche f(4) = G'U G", & v,(f(4)) < &. Pertanto A4 ve-
rifica le proprieta 3.D.

Si costruisca infine un insieme K € X tale che K c A. Basta a
tal fine considerare ’insieme K’ di cui all’Osservazione 0.B di [S.Z] e
prendere: K = (4 N K')U (K'\4)*. Dalla disuguaglianza v,(f(K)) <
<(f(A4)) segue la iv.

iv=v. E immediata.
v = vi. K immediata conseguenza della Prop. 11 di [S.Z].
vi=i. B immediata.
vii = iii. ¥ immediata.
ii => vii. Non & restrittivo supporre ¢ < 6/10. Fissato 0 = d — ¢,
sia. § = {F,,1=1,...,n} il é*ricoprimento ottimale di oF di cui ii

afferma ’esistenza. Per dimostrare che l'implicazione ¢ vera, bastera
dimostrare che & & un ricoprimento anche di K.

Data l’ipotesi su ¢ ed il valore di 6 & immediato che:

n

Y A(F,) < 26 < 20/10 < 6%/2;  allora d(F;) < 6*/2, per i>2 .

=2
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Questo per proprietd dei ricoprimenti ottimali (cfr. [S], 5.2) implica
FNF,=0 per i£j e 4,j>1.

Sia @ = 0EN\JF,, G & aperto in 0F, pertanto ¢ = J 4;, ove 4,
gono archi aperti disgiunti e 1’unione indicata ¢ al pilt numerabile.
Dimostriamo che:

3.E  Per ogni 4, esiste un j* con 2<j*<n tale che A,C Fi.

In caso contrario, infatti, poiché¢ G c |J F;, si avrebbe
i=2

n
= F;Nn4)
i=2
che, essendo per ogni j, F,N A4, chiuso in A;, sarebbe in contraddi-
zione con la connessione di A,.
Poiché & ¢ un ricoprimento di 0FE, per dimostrare che & un rico-
n
primento anche di F bastera dimostrare che E\F,c |J F;. A tal
i=2
fine, sia & € E\JF;, poich¢ x ¢ F,, che & compatto ¢ convesso, esiste
una retta r passante per x, senza punti in comune con F;; & facile
vedere che r incontra oF in duec punti x,;,y; appartenenti ad uno
stesso A;; per la 3 E esiste quindi un j*: 2 <j* <n tale che x;, y;€ Fs,
n
ma poiche F;« & convesso anche x € F;» e quindi xe |J F;.
i=2
viii = v. B il Coroll. 11.B di [S.Z].

v = viil. Se inf {»,(f(K)), K € X} = 0, esiste una successione
K, di elementi di X tali che v,(f(K,)) < 1/(zn?). Per il Lemma 2 segue
che u(f(K,) < 1/n* e quindi (vedi[S.Z], 0.1) I(K,) < 1/n>.
Posto H,== {u € o\Nz: R(u) <1/n} si ha K,= () H, e quindi:
n=1

3.F m(H,) — m(K, .
Poicheé (cfr. [S.Z], 0.3):

i > UK,) —fR (w)m( du)\fR( ym (du)% m(ENH )
Ka\Hn

si ha: m(K,\H,) < 1/n e quindi:
3.G m(K\NH, —0
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Tenuto conto che (cfr. [S.%], Prop. 1): # = m(K,) = m(K\H,) +
+ m(K,n H,) da 3.G segue che:

3 H mE,nH, —>mn.

Ora, se m(K,) # =, deve essere m(K,) <7 7.

Ma & facile vedere che, se fosse m(K,) < =, tenendo conto del fatto
che m(K,N H,)<m(H,), 3.F e 3.H sarebbero in contraddizione tra
loro. /]

COROLLARIO. Se E é J-massimale in R? euclideo allora v(E) é con-

tinua in t = 6 se e solo se é vi continua v,(0E).

Dmt. B:i<vi. [
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