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Modularitit und Distributivitit im Subidealverband
einer Lie-Algebra.

ALEXANDER A. LASHI - IRENE A. M. ZIMMERMANN (¥*)

Gegenstand dieser Note ist die Untersuchung des Subidealver-
bandes gewisser Lie-Algebren. Eine Unteralgebra H einer Lie-Alge-
bra L heit ein Subideal von L, falls es eine aufsteigende Kette
{H;; 0<i<n} von Unteralgebren H; von L zwischen H = H, und
H,= L gibt derart, daB H; ein Idealin H, , ist fiir jedes imit 0 <i <mn.

Das Erzeugnis (4, B) zweier Subideale A und B einer Lie-Algebra L
ist im allgemeinen nicht wieder ein Subideal von L, so dafl man nicht
ohne weiteres vom Verband der Subideale einer Lie-Algebra sprechen
kann. In einer endlich-dimensionalen Lie-Algebra L iiber einem
Korper der Charakteristik O jedoch bildet die Gesamtheit der Subideale
von L einen vollstindigen Verband Ug(L).

Fiir diese Lie-Algebren werden in den ersten beiden Abschnitten
notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, daB
UVs(L) ein modularer bzw. distributiver Verband ist.

Im dritten Abschnitt sollen Lie-Algebren mit transitiver Ideal-
beziehung, sogenannte 7 -Lie-Algebren, untersucht werden.

Es wird zunichst die Struktur auflésbarer J -Lie-Algebren be-
schrieben. Da in einer J -Lie-Algebra jedes Subideal ein Ideal ist,
bildet die Menge aller Subideale einer J -Lie-Algebra stets einen modu-
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laren Verband. Ziel dieses Abschnitts ist es, notwendige und hin-
reichende Kriterien fiir die Distributivitit des Subidealverbandes
einer J -Lie-Algebra anzugeben. Hierbei sind keine Einschrinkungen
hingichtlich der Dimension oder des zugrunde liegenden Korpers
notwendig.

1. In diesem und dem folgenden Abschnitt betrachten wir Lie-
Algebren endlicher Dimension iiber einem Korper der Charakteristik O.
Schenkman [6] zeigte, dafl in einer solchen Lie-Algebra das Erzeug-
nis {4, B) zweier Subideale 4 und B wieder ein Subideal ist. Daher
bildet die Gesamtheit der Subideale einer endlich-dimensionalen Lie-
Algebra iiber einem Korper der Charakteristik O einen vollstidndigen
Verband.

Sei V ein Verband, und seien a, b verschiedene Elemente aus V.
Man sagt, a deckt b, falls b < a ist und fiir jedes 2€ V aus db<wr<a
stets b = « folgt. Der Verband V heiBt nach unten modular, wenn
gilt : Werden @ und b von a U b gedeckt, so decken a und b ihren
gemeinsamen Durchschnitt a N b. Dual heit V nach oben modular,
wenn a U b sowohl a als auch b deckt, falls a N b von & und b gedeckt
wird.

LemMA 1. Der Verband Ug,(L) der Subideale einer endlich-dimensio-
nalen Lie-Algebra L iiber einem Korper der Charakteristik O ist nach
unten modular.

BEWEIS. Seien 4 und B Subideale von L, die von {4, B) gedeckt
werden. Dann sind A und B Ideale in {4, B),so da <4,B>=A 4+ B
gilt. Ebenso ist A N B ein Ideal in {4, B), und wir erhalten (4, B)/A
= (4 + B)JA =B/ANB. Sei nun X ein Subideal von L mit
B > X > A N B. Dann existiert ein Ideal Y von B so, dal B> Y>
>X > A N B gilt. Wegen B/[ANB ~ (4 + B)/A gibt es daher ein
Ideal ¥ von A + B mit A <Y < A + B. Dies widerspricht aber
der Voraussetzung, dafl A von A -+ B gedeckt wird.

Ebenso sieht man, da es kein Subideal von L gibt, welches echt
zwischen 4 und 4 N B liegt.

BEMERKUNG. Die Aussage von Lemma 1 ist fiir eine beliebige
Lie-Algebra L richtig, wenn die Subideale von L einen Verband
bilden.

Der Verband V hat endliche Linge, falls jede Kette von Elementen
in V endliche, beschrinkte Lidnge hat. Ein Verband V endlicher




Modularitit und Distributivitit im Subidealverband usw. 171

Liinge ist genau dann modular, wenn V nach oben und nach unten
modular ist.

SATz 1. Sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber einem
Korper der Charakteristik 0. Der Verband <Ug(L) der Subideale
von L ist dann und nur dann modular, wenn jede 2-erzeugte nilpotente
Subideal-Sektion schon 2-dimensional ist.

Dabei heilt J/K eine Subideal-Sektion von L, wenn J und K Sub-
ideale von L sind und K ein Ideal in J ist.

BEWEIS. Zunichst nehmen wir an, da8 Us(L) modular ist.

Sei J/K eine 2-erzeugte nilpotente Subideal-Sektion von L.

Jede Unteralgebra H/K von J/K ist ein Subideal in J/K, daher
ist H ein Subideal in L. Ebenso gilt fiir jedes Subideal X von L mit
K<X<J, daB X/K ein Subideal von J/K ist. Also ist der Verband
der Unteralgebren von J/K modular.

Nach einem Resultat von Kolman [4] ist dann J/K abelsch und
somit 2-dimensional.

Umgekehrt sei nun jede 2-erzeugte nilpotente Subideal-Sektion J /K
von L 2-dimensional. Jede Kette in Ug,(L) hat endliche, durch dim(L)
beschrinkte Linge, d.h., Us(L) ist ein Verband endlicher Lénge.
Daher geniigt es nach Lemma 1 zu zeigen, daf %Us(L) nach oben
modular ist.

Seien also A und B aus VUs,(L) so, da 4 N B von A und B gedeckt
wird. Dann ist der Durchsghnitt A N B der Subideale 4 und B ein
Idealsowohlin 4 als auch in B, also auch in (4, B). Nunsind A/A N B
und B/A N B einfache Lie-Algebren, und wir unterscheiden drei
Fille.

(i) A/JANB und B/A N B sind beide 1-dimensional. Dann
ist (4, BY/A N B von zwei Elementen erzeugt und nach einem Satz
von Hartley [3] als Erzeugnis zweier abelscher Subideale nilpotent.
Nun kann es zwischen (4, B) und 4 bzw. {4, B) und B keine weiteren
Subideale von L geben, denn nach Voraussetzung ist {4, B)/A N B
2-dimensional. Also deckt (4, B) sowohl A als auch B.

(ii) 4/A N B und B/A N B sind nicht-abelsch einfach. Schenk-
man zeigte in [6], daB der w-te Term He der unteren Zentralreihe
eines Subideals H einer Lie-Algebra L ein Ideal in L ist.

Daher sind (4/4 N B)o = A/ANB und (B/AN B)»=B/ANB
Ideale in (4, BY/A N B und man erhilt (4, B)/A N B=(4 +B)/ANB.
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Mit einer zum Beweis von Lemma 1 analogen Uberlegung ergibt
sich wiederum, dafl 4 und B von {4, B) = A -} B gedeckt werden.

(iii) Im letzten Fall nehmen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit an, daB A/4 N B nicht-abelsch einfach und B/4 N B
1-dimensional ist. Wieder ist (4/4 N B)» = A/A N B ein Ideal in
{4,B)[ANB = (4 4 B)/JA N B. Wegen (4 + B)/A ~ B/A N B gibt
es kein Subideal von L, das echt zwischen A 4 B und A liegt, d.h.
A + B deckt A. Seinun Y ein Subideal von L, welches echt zwischen
B und 4 + B liegt. Esist dim ((4 + B)/A N B) =dim (4/A N B) +1
und dim (Y/A N B)>1. Also ist AN B echt in A N'Y enthalten,
d.h., A N Y ist ein Subideal von L mit ANB<ANY<A4— ein
Widerspruch. Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

2. In diesem Abschnitt geben wir ein notwendiges und hinrei-
chendes Kriterium dafiir an, daB der Verband Vg (L) der Subideale
einer endlich-dimensionalen Lie-Algebra iiber einem Kérper der Cha-
rakteristik O distributiv ist.

Zunichst notieren wir die folgende Eigenschaft modularer, nicht-
distributiver Verbinde.

LEMMA 2. In einem modularen, nicht-distributiven Verband V
gibt es paarweise verschiedene Elemente a, b und ¢, so daB a Ny =
=aNc=bNec¢cund aUb=aUc=0>bUec gilt.

(Zum Beweis siehe etwa Birkhoff [2],&8eite 39).

Der von den Elementen a, b und ¢ in Lemma 2 erzeugte Unter-
verband von V heiBt ein Diamant.

Hat in der Situation von Lemma 2 der Verband V endliche Linge,
80 kann man auflerdem a, b und ¢ so wihlen, da8 a, b und ¢ von a U b
gedeckt werden und a N'b von a, b und ¢ gedeckt wird.

LemmA 3. Bildet die Menge der Subideale einer Lie-Algebra L
einen modularen, nicht-distributiven Verband endlicher Lénge, so
gibt es in L eine 2-dimensionale abelsche Subideal-Sektion.

BEwEIS. Nach Lemma 2 existieren in L Subideale .4, B und C,
fir die AUB=AUC=BUC=H und ANB=ANC=
=BNC=K gilt.

Wihle 4, B und C so, daB A4, B und O von H gedeckt werden
und K von 4, B und C gedeckt wird. Dann sind 4, B, ¢ und somit
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auch K Ideale in H. Wir zeigen, dal H/K die gesuchte Subideal-
Sektion ist.

Offensichtlich gilt H/ K = A/K® B/K = A/K® C/K = B/[K® (/K.

Wegen [A/K, A/K|<[B/K® C/K, A/K] = [B/K, A/K] + [O/K,
A|K] =0 ist A/K abelsch. Ebenso sieht man, da8 B/K und C/K
abelsch sind, d.h., H/K ist abelsch. Weil K maximale Unteralgebra
von 4 und A maximale Unteralgebra von H ist, ergibt sich schlieBlich,
daBl H/K 2-dimensional ist.

SATz 2. Sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber einem
Korper der Charakteristik O. Genau dann ist der Subidealverband
Vs, (L) von L distributiv, wenn jede abelsche Subideal-Sektion
1-dimensional ist.

BEWwWEIS. Wenn %Ug,(L) distributiv ist, so ist der Unteralgebren-
verband einer jeden abelschen Subideal-Sektion ebenfalls distributiv,
d.h., jede abelsche Subideal-Sektion ist 1-dimensional (vgl. Kolman [4]).

Umgekehrt sei nun jede abelsche Subideal-Sektion von L 1-dimen-
sional. Dann ist auch jede nilpotente Subideal-Sektion J/K von L
1-dimensional. Bezeichnet man mit Z(J/K) das Zentrum von J/K,
so ist (J/K)/(Z(J/K)) ebenfalls eine nilpotente Subideal-Sektion, und
nach Induktion iiber die Nilpotenzklasse von J/K erhalten wir, dafl
(J/K)/(Z(J/K)) 1-dimensional ist. Hieraus folgt, daB J/K abelsch
und daher nach Voraussetzung 1-dimensional ist.

Nun erfiillt L die Bedingung aus Satz 1, alsoist Ug/(L) ein modularer
Verband. Es ist klar, daB “Ug(L) auch distributiv ist, denn sonst
gibe es—im Widerspruch zur Voraussetzung—mnach Lemma 3 eine
2-dimensionale abelsche Subideal-Sektion in L.

3. Eine Lie-Algebra L heit J -Lie-Algebra, wenn die Beziehung,
ein Ideal in L zu sein, transitiv ist, d.h., falls J ein Ideal in I und I
ein Ideal in L ist, so ist auch J ein Ideal in L. In diesem Abschnitt
betrachten wir den Subidealverband von Z -Lie-Algebren.

Jedes Subideal einer J -Lie-Algebra L ist ein Ideal in L. Somit
stimmt die Menge der Subideale in L mit der Menge der Ideale in L
iiberein und bildet daher einen modularen Verband.

Wir geben notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an,
daB eine Z -Lie-Algebra einen distributiven Subideal— wund also
Idealverband besitzt. Allgemein ist die Frage nach der Distributivitit
des Idealverbandes einer Lie-Algebra ungeklirt. Fiir eine abelsche
Lie-Algebra L ist jedoch bekannt, dafl der Idealverband von L dann
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und nur dann distributiv ist, wenn L 1-dimensional ist (Kolman [4]).
DaB dies auch fiir nilpotente Lie-Algebren gilt, zeigt man leicht durch
Induktion iiber die Nilpotenzklasse einer solchen Lie-Algebra.

Wir beginnen mit einer Beschreibung der Struktur auflésbarer
J -Lie-Algebren (*). Der Beweis des folgenden Lemmas verliuft
analog zum Beweis des entsprechenden, von Robinson [5] stammenden,
gruppentheoretischen Resultats. Wie iiblich bezeichnet L' = [L, L]
die Kommutator-Algebra von L.

LemMMA 4. Eine auflosbare J -Lie-Algebra ist metabelsch.

BEWEIS. Angenommen, das Lemma ist falsch. Da ein Ideal einer
T -Lie-Algebra ebenfalls eine J -Lie-Algebra ist, konnen wir annehmen,
es gebe eine auflosbare . -Lie-Algebra L so, dal 0>~ L" = [L', L']
abelsch ist.

Man zeigt zunichst, da L” im Zentralisator Cy(L') von L' in L
enthalten ist. Hierzu weisen wir nach, dal ¢, (L’) das einzige maximale
nilpotente Ideal in L ist und als solches das abelsche Ideal L” enthalten
muf.

Sei I ein nilpotentes Ideal in L und # € I. Dann ist <) ein Ideal
in L. Wihle y, 2 ¢ Cp(<#)). Mit « = 0 = 8 ist [#, y] = o und [z, 2] =
=pr. Wegen [[z,z],2] + [[y,2], ] + [[¢,#],y] =0 erhilt man
[y, 2] € Cy(<x)). Daher ist L/CL(<x)) abelsch, d.h. L'<Cy({z)) bzw.
xe Cy(L') und I<CL(L'). Also liegt jedes nilpotente Ideal von L
in Cy(L').

Ferner ist Cy(L’) selbst nilpotent, denn aus [CL(L'), CL(L')]<L’
folgt [[Cu(L'), Cy(L')], OL(L')] = 0.

Weil L"<C(L') gilt, ergibt sich aus [L", L'] = 0 die Nilpotenz
von L'. Nach dem eben gezeigten mufl dann aber L’ in O (L’) enthalten
sein, d.h. [L',L'] = L" =0, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Eine Lie-Algebra L heilt fast abelsch, wenn L = L' X {x) ist, wobei
L' abelsch ist und [I, #] =1 fiir alle l € L’ gilt.

LEmMA 5. Eine auflosbare Lie-Algebra L ist genau dann eine
J -Lie-Algebra, wenn L abelsch oder fast abelsch ist.

BeEwEls. Es ist offensichtlich, dafl die Idealbeziehung in abelschen
und fast abelschen Lie-Algebren transitiv ist.

(*) 7 -Lie-Algebren wurden ebenfalls von I. N. Stewart untersucht, vgl.
Amayo-Stewart [1], S. 167.
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Sei nun L eine auflosbare, nicht-abelsche Lie-Algebra. Nach
Lemma 4 ist L metabelsch.

Wir nehmen zuerst an, da8 dim (L/L') =1 ist. Sei #€ L’ und
acINL' mit [z, a] 7 0. Weil <(x) ein Ideal in L ist, gilt dann [, a]=
= lo @ fir ein p,, 0 aus dem Grundkorper.

Wenn dim (L') >1 ist, so gibt es ein Element y in L’ mit
@) N yy =0.

Wiederum existiert ein u,, so, daB [y, a] = p.,y gilt. Da auch
{x + y> ein Ideal in L ist, erhdlt man

@+ ¥y a] = po,pio(®@ + Y) = Po,e® + Pan¥

WOTAUS Mooy = Mo = Moy = Ma T0lgt. Setze a, = p;'a. Dann ist
L =L+ {a), und wegen [z, a,] = z fiir alle z€ L' ist L fast abelsch.

Sei nun dim (L/L’') >1, und seien a und b Elemente aus L\L'
derart, daB ¢ - L' und b 4+ L’ linear unabhingig sind. Wie oben
existieren u, und u, mit [z, a] = p.2 und [z, b] = p,o fir alle ze L'.
Weil L nicht abelsch ist, kénnen wir o und b so wihlen, dal u, und
U, beide von O verschieden sind.

Es gilt

[#,a + b] = [@, a] & [@, b] = Pos® = Ua® L= o .

Mit a, = u;'a und b, = g;'b folgt nun p,, =1 4+ 1.

Sei ;7% 0 aus L’. Wir betrachten die folgenden Unteralgebren
von L: A, = <{a,—b,, L'> und 4, = {a,— b, + @;).

Wegen p,_, = 0 ist A, ein abelsches Ideal in L. Also ist auch A4,
ein Ideal in L.

Wir nehmen an, daB [a,, b,] =0 gilt. Dann ist [a,, a; — b+ 2,]=2;.
Weil 4, ein Ideal in L ist, folgt nun #, = A(a, — b, + @,). Hieraus erhilt
man a, — b, € L', ein Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit von
a, + L' und b, + L'.

Also ist [ay, b,] =y +# 0. Nun ist auch 4; = (a,—b,> ein Ideal
in L, und aus [a, —b,, a,] = 6(a, —b,;) = y € L' ergibt sich ebenfalls
ein Widerspruch zur Wahl von a und b.

Damit ist gezeigt, daB es in L/L’ keine zwei linear unabhingigen
Elemente gibt, d.h., L/L’ ist 1-dimensional, und das Lemma ist bewiesen.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung auflosbarer J -Lie-Algebren
zeigen wir nun den
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SATz 3. Sei L eine beliebige .7 -Lie- Algebra. Dann sind die folgenden
Bedingungen &4quivalent:

(i) Der Subidealverband <Ug(L) von L ist distributiv.
(ii) Jede abelsche Subideal-Sektion ist 1-dimensional.

(iii) Der Subidealverband Us,(I/J) jeder auflosbaren Subideal-
Sektion I/J von L ist eine Kette der Liange hdchstens 3.

BEWEIs. (i) =>(ii): Sei H/K eine abelsche Subideal-Sektion von L.
Dann ist der Verband der Unteralgebren von H/K distributiv, d.h.,
H/K ist 1-dimensional.

(ii) == (iii): Sei I/J eine auflosbare Subideal-Sektion von L. Nach
Lemma 4 ist die Kommutator-Algebra (I/J)’ von I/J abelsch und
daher nach Voraussetzung 1-dimensional. Nach Lemma 5 ist I/J
dann 2-dimensional. Damit ist jedes nicht-triviale Ideal K/J von I/J
wie auch die entsprechende Faktoralgebra I/K 1-dimensional. Hieraus
folgt K/J = (I}J)', d.h., (I/J)" ist das einzige Subideal von I/J, und
Us(I/J) ist eine Kette der Liange hochstens 3.

(iii) = (i): Wir nehmen an, da8 %Ug,(L) nicht distributiv ist. Nach
Lemma 2 gibt es dann paarweise verschiedene Subideale .4, B und C
in L derart,dal AUB =AU (C=BUC=Hund ANB=ANC(C=
=B N C =K gilt. Weil L eine 7 -Lie-Algebra ist, sind 4, B, ¢ und
K Ideale in H. Nun 148t sich wie im Beweis von Lemma 3 zeigen,
daB H/K eine abelsche Subideal-Sektion ist. Aber der Verband der
Subideale von H/K ist keine Kette.

Also kann es keinen Diamanten in “Ug(L) geben, und U, (L) ist
distributiv.

Unmittelbar aus (iii) in Satz 3 erhilt man das

KOROLLAR. Sei L eine auflésbare 7 -Lie-Algebra. Der Verband
U (L) der Subideale von L ist dann und nur dann distributiv, wenn L
entweder 1-dimensional oder 2-dimensional nicht-abelsch ist.
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