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REND. SEM. MaT. UN1v. PADOVA, Vol. 72 (1984)

Abbildungen auf Ringen insbesondere mit Involution.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

Seien R und T Ringe (mit Involution *, falls im Kontext erforder-
lich). Wir betrachten additive Abbildungen zwischen Ringen. Die
folgende Zusammenstellung zum Inhalt der Note vermerkt zunichst
die vorausgesetzte definierende Abbildungseigenschaft, dann die Pro-
blemstellung, dann die schon bearbeiteten Félle (a) und schlieflich
die in dieser Note betrachteten Fille (b).

I) Sei ¢: B — T mit (aa*)° = a°a*c fiir alle ae R. Ist o ein
Ringmorphismus? (a¢) R ist einfach mit char R>£2[15]. (b) R ist
beliebig.

IT) Sei 6: R — R mit (aa*)’ = aa*d | a%a* fiir alle ac R. Ist ¢
eine Derivation? (a, b) wie bei I.

III) Sei ¢: R — T mit (aa*)° = acas’. Ist *¢ = o* und damit ¢
vom Typ I%? (b) R ist beliebig.

IV) Sei 6: B — R mit (aa*)’ = aa’* 4 a%a* fir alle acR. Ist
*§ = 6* und somit 6 vom Typ II? (a, b) wie bei I.

V) Sei ': [R, R] — T mit[a, b]'=[a’, b'] fiir alle a,be R. Gibt
es a: B — T, so daB « Ringmorphismus oder — « Ringantimorphismus

und «|[RB,R]="'. (a) R und T sind einfach mit Charakteristik
#2,3[3]. (b) B und T sind prim beliebiger Charakteristik.

(*) Indirizzo dell’A.: FB 6, Mathematik, Universitit Essen - GHS,Univer-
gitdtsstraBe 3, D-4300 Essen 1, BRD.
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VI) Sei’: [Vz, Vz] — T mit[a, b]' = [a', b'] fiir alle a, b € [Vz, V).
Gibt es einen Ringmorphismus a: [V, Vz] — T, so daB o|[Vz, Vz] = '?
(a) R und T sind prim mit Charakteristik 542 und Zy;= Z[12,13].
(b) Einbeziehung der Charakteristik 2 und des Falles Z + Z.

VII) Sei ': R — R mit[a, b] = [a, b'] + [a', b] fiir alle a, b€ R.
Gibt es 6:R—>R und e: R —>Z(T), so daB & Derivation und
"=4¢§ + e (a) R ist primitiv mit char R +#2[6]. (b) R ist prim mit
char R = 2.

VIII) Sei ': R — T mit[a, b]' = [a/, b'] fiir alle a,b e R. Gibt es
6:R—T und 7: R — Z(T), so daB ¢ Ringmorphismus oder — o
Ringantimorphismus und '=o0 4+ 7. (a¢) R und 7 sind prim mit
Charakteristik =25, 8,9,11]. (b) R und 7T sind prim mit Charak-
teristik 2.

BEMERKUNG. NaturgemifB orientieren sich meine Uberlegungen an
den jeweils zitierten Noten. So basieren die Betrachtungen in (V-VIII)
auf der Existenz von 2 bzw. 3 orthogonalen Idempotenten in R. Ist R
die zentrale Hiille von R [9, 13], so kann man oft durch geeignete Wahl
eines Brweiterungskorpers K von Z:= Z(R) hinreichend viele Idem-
potente in R ®; K erzeugen (z. 8. falls R einfacher PI-Ring nicht zu
kleiner Z-Dimensionist) und dann bei erweiterten Abbildungen shnliche
Uberlegungen durchfiihren[9, 13]. Hiermit sind die verbleibenden
Problemfille aufgezeigt. Weiterhin gewinnt man iiber die Theorie
der zentralen Hiille aus unseren Uberlegungen entsprechende Fol-
gerungen wie in [9, 13].

A. Definitionen und Notationen.

Sei 8= S(R):= {a€R|a*=a}, K = K(R):= {acR|a*= —a},
Z = Z(R) das Zentrum von R, Zx=Zx(R):=ZNK und Zs=
=ZsR):=ZNS. Fir a,beR sei [a,b]:=ab—ba und aob:=
:= ab + ba. Fiir 4, Bc R sei A+ die von A erzeugte additive Unter-
gruppe von R, "4 := {a*|a € A}+ fir 0 < neZ, A der von A erzeugte
Unterring von R, [4, B]:= {[a, bllac 4,b eB}+ AoB := {acbla € 4,
be B}*, anng A := {a € Rlad = 0}, I = I(4) das groBte in A enthal-
tene Ideal (*-Ideal) von R, N(A): {aa*la € A}, V= {a —a*|lae A}*
und Wy:={a + a*|a e A}+ Mit IUG meinen wir invariante Unter-
gruppen. IUG-Theorie steht fiir den Inhalt der Noten [1, 4, 16, 17,
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18]. In einigen Aussagen werden Konklusionen X der IUG-Theorie
vorausgesetzt. Diese liefert also diejenigen Situationen, in denen auf
die Voraussetzung J& verzichtet werden kann.

I. Sei 0: B — T mit (aa*)° = aca*c fiir alle a € R. Wir vermerken
hinreichende Bedingungen dafiir, da

(*) (ab)?= acbe fiir alle a, b e R.

1.1 LemMA. Fir alle a, b, ce R gilt:
(1) (ab -+ b*a*)s = ashe - b*oq*o,
(2) (ab)s— aoho = — (b*a*)o I brog¥o,
(8) ((ab)e— asbo) ¢c — c*o((ab)e — acb®) + c¢*((ba)e — boas) —
— ((ba)s — boas)c*o = 0.

BEwEIS. Ersetzt man in der definierenden Gleichung a durch
a + b*, so erhilt man (1,2). Anwendung von (1,2) auf
(ab)e + c*(ab)* + c(ba) + (ba)*c* — (ab + b*a*)c — c*(ab + b*a*) —
— (eb + b*c*)a — a*(cb + b*c*) + b*(a*c + c*a) 4 (a*c + c*a)b =0
liefert (3). O
1.2 Sarz. Sei K = R = 8, R° halbprim und 9-torsionsfrei. Dann
gilt (*).

BEwEIs. Nach dem Beweis von [2; Theorem 2.1.11, p. 70] gibt
eszuacRein 0 < ne€Z, 80 daB 2"a e K + KoK. Nun verfolgt man
den Beweis von [2; Theorem 4.1.1, pp. 155-157]. 0O

1.3 SATz. Sei T 2-torsionsfrei, z € Zg(R), 2°€ Z(T) und 2° regulir
in T. Dann gilt (*).

BewEIs. Seien ,ve K, s,te S und a,be R. Esist 2Rc K + 8§,
220U = 8%ou’ = (zou)® = 2(zu)’ und

229(2089 — (28)°) = (2%)%089 — 290(28)° = (2%08)° — (20(28))° =0,
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also
(@) z%a°= (2a)°.

Fiir @ = u, b = s und ¢ = # gilt 2((#08)® — u%0s%)2¢ = 0 nach 1.1 (3)
und [u, sl = [u°, s°], also

() (us)e = uos® und (su)°= sous.
Mit (a, b) errechnet man
(¢)  ((w+ 2v)(s 4 2t))° = (u + 20)°(s + 2t)°.

Wegen 2za = 2(a + a*) + (2a) + (2a)* gilt 22R c (K + 2K) N (8 + 28).
Mit (@, ¢) erhdlt man (*). O

1.4. LEMMA Sei char T =2, Z(R)°c Z(T), 1€ R, v € Z(R) mit
2 4+ a*=1 und 1° reguldr in 7. Fir alle a,be R, s,t€ S und 2€Z
gilt:

(1) 8= Wz und Rec (8 4 z8)°.
(2) (aob)s= adobe.
(3) (st)o = soto.
(4) ((a2)° 4 a92°) 08 = 0.
(B)  ((s2)° + 892°) ((s2)° +- s°z*e) = 0, falls (s2)° | 892° € Z(T).

BEWEIS. Wegen s =as - (xs)* und (v —a*)a = z(a + a*) —
— (wa* 4+ x*a) gilt (1). Fiir ¢ = @ in 1.1 (3) erhélt man (2). Nach (2)
und 1.1 (2) gilb (s(xt))e -+ so(at)e = ((#*?)s)e + (w*t)°s° = (s(a*t))o +
+ so(x*t)o, also (3). Fiir b = zin 1.1 (3) gilb ((az)o+ acz%)o(c + ¢*)°= 0,
also (4) wegen (1). (5) Nach 1.1 (2) und (3) ist (s2)°+ 8920 = (s2*)o 4

4 goz*c und (s2%)0(s2)% = (s222*)0 = s°s°202%9, also ((s2)°+ s02°) ((82)° +
+ 892%0) = §02%9((82)7 + $92°) + ((s2%)° 4 s°=*0)(sz)°=0. O

1.5. SATZ. Sei T prim mit char T =2, Z(R)°c Z(T), 1R,
@€ Z(R) mitx + #*=1 und 1°£0 und I((8*)°) 0. Dann gilt (*).
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BEwEIs. Seien a€ R, u,v,8,t€8 und z€Z. Nach 1.4 (3,4,5)
ist ((s2)° -+ 8°2°)0(8°)°= 0, also (s2)? 4 sz € Z(T), somit

(@) (82)°= 8929 oder (sz)°= goz*o.

Fiir §8':= {s € 8|(sx)° = sox°} und 8":= {s € §|(sx)° = soa*s} gilt § =
= 8'U 8. Wegen 05£1°= 1010 = 15(x 4 x*)° = 1°((12)° | 19x*) ist
1e8N\J8", also s¢8” oder 1 4 s¢8”, somit se§’, demnach §'= 8.
Mit s°= 0 ist (s2)?= 0 wegen (a), also (82)° = 8°27. Sei s9£0. Wegen
8= 8 und (a) ist (s2)°= s°2° oder (s(z + ))°= s°(z 4 x)7, also

(d) (s2)o= s°z°.
Wegen 1.4 (1,3) und (b) ist

@020 4 16 = 2o(w + 1)° = wo(a*)0 = (22*)° = (w(x + 1))° = (a?)o + a7,
also (#?)9= (°)?, somit ((s + t&)x)e = (s + tx)°z¢, demnach (az)s=

= @929, schlieBlich ((s + tx)(u + vx))° = (8 + tx)(u + vw)°. Wegen 1.4
1) gilt (*). O

BEMERKUNG zU 1.5. Ist RoT c R° 8o erhilt man mit ITUG-Voraus-
setzungen zu 1.4, daBl I((82)°) 0. Spezialfall: Ro= T.

II. Sei T := {(g Z)|a, beR} , 0: R— R mit (aa*)® = aa*® 4 asa* fiir

0

alleacRund 6: R—>1T, a »(g @ ) Wir vermerken hinreichende
. . a

Bedingungen dafiir, daf

(*) (ab)?= abd-} adb fiir alle a,b e R.
Gleichwertig zu (*) ist (ab)o= acbe fiir alle a, b € R.

2.1 Sarz. Sei R 2-torsionsfrei, K = R = § und anng[R, R] = 0.
Dann gilt (*).

BeEwEls. Man verfolgt die Beweise von [1; Theorem 4.1.1, 4.1.2,
pp. 155-168] und 1.2. 0O

2.2 SATZ. Sei R 2-torsionsfrei, 2 € Zy regulir in B und 29¢ Z.
Dann gilt (*).
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BEWEIS. Man verwendet 1.3 und beachtet, daB z°e€ Z(T) und z°
reguldr in T ist. O

2.3 SArz. Sei B *-prim mit char R =2, Z(R)’c Z(R), 1R,
r€ Z(R) mitx + «*=1 und I(S) 0. Dann gilt (*).

BEWEIS. Zunichst ist Z(R)ec Z(T) und 19 regulir in 7. Sei s€ 8,
2€Z, a:= (s2)91 8°2¢ und b := (82)% -+ sz9+ s%2. Dann ist a = be,,.
Nach 1.4 (3, 4, 5) ist boS = 0, also b € Z, somit a € Ze,, c Z(T), demnach
bS(z + 2*) = 0, schlieBlich a = 0. Nun verfolgt man den Beweis
von 1.5. O

II1. Sei ¢: R — T mit (aa*)° = acac* fiir alle a € R. Wir vermer-
ken hinreichende Bedingungen dafiir, da$

(*)  a*c = ao*,

Sei X:= {seS(R)|s°e8(T)} und Y := {ae S(T)|scasc= 0 fiir alle
se X}.

3.1 LeEMMA. Fiir alle a,be R und s,te X gilt:
(1) (ab* 4 ba*)e = asbc* + boad*.
(2) N(R)s= N(R°) und (W)° c W,., insbesondere N(R) + W, c X.
(8) (s(a + a*)8)e = so(ac } ac*)se.

(4) YoXocY.

BewEels. Ersetzt man in der definierenden Gleichung a durch
a + b, so erhdlt man (1). Mit (1) gilt (2).

(3) Wegen (1, 2) ist (s(a + a*)8)e = ((as + sa*)osg)e — (as? + s*a*)s =

o (adso‘ + sdad*)osd_ ad(sd)z_ (sd)?ad* J— 80‘(“0 + ad*) 80,

(4) Sei ceY. Wegen (1, 2) ist 0 = s9¢(sot)? -} (sot)scs® = s9¢(s%0t%) +

—+ (s9019) 0s° = s%(¢coto)s°. [
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3.2 Sarz. Seil€ R, 1€ Z(T) und 1°¢ regulir in 7. Dann gilt (*¥).
Spezialfall: 1°=1€ T.

BEwWEIS. Wegen 1e N(R) ist 1010= 10 Z4(T), also a°+ a*c =
= (al*-}- 1-a*)c= ao10* | 19g0* = 19(a°+ a°*), somit 19(a*s — ac*) = 0,
demnach (*). O

3.3 Sarz. Sei char R =2, 1€ R, T*prim und I:= I(X%) #0.
Dann gilt (*).

BEWEIS. Sei s€ X. Wegen 1€ N(R) ist 0 = (sol)°= s%01° und
16 = 1919, also [s°, 1] = 0, somit 1¢ € Z(T). Mit 3.2 erhdlt man (*). O

BEMERKUNG zU 3.3. Ist N(R)° oder (W,.)° IUG von T, so erhilt
man mit TUG-Voraussetzungen, daB I(X°) 0. Spezialfall: ¢ ist sur-
jectiv. Dann ist namlich N(R)*= N(T) und (Wy)°= W.

3.4 LEMMA. Sei T *-prim, char T %2, 8,(T)+#0 und (W)°oW,C
C (Wa)o£0 (etwa o surjektiv). Dann gilt K(R)°c K(T).

BEWEIs. Wir fiihren die Annahme K(R)°¢ K(T) zum Widerspruch.
Nach 3.1 (3) ist ¥ 5£0. Nach [17; Theorem 20, p. 351] und 3.1 (2, 4)
gibt es ein *-Ideal I#0 von T, so dal W,cY.

Wegen 2IcV,+ W; und 2 V,8(T)V,c W; gilt fir alle se X, daB
28021s021s°C 25° V189 V189 = 0, Widerspruch. 0O

3.5 LEMMA. 8ei T *-prim mit Sg(7T)#0 oder (84(T)+#0 und
Z(T)#Z(T)), A€ {N(R), (Wa)°}, [4, Vrlc A0 (etwa o surjektiv).
Dann gilt K(R)°c K(T).

BewEels. O.E. sei Y50, also A ¢ Zg(T). Nach der IUG-Theorie
gibt es ein *-Ideal 140 von T, so daB [V;, W;]c A und Ic 4. Fiir
Y cZ(T) ist 2A = 0, also 2[V;, W,] = 0, Widerspruch nach der IUG-
Theorie. Sei nun Y ¢ Z(T). Nach der IUG-Theorie und 3.1 (2, 4)
gibt es ein *-Ideal J von 7, so daB 0%JcI und [V;, W;Jc Y, also
3[V,, W;] = 0, Widerspruch nach der IUG-Theorie. [

3.6 LEMMA. Sei (1€ R oder K = R) und T 2-torsionsfrei. Dann
gilt S(R)sc 8(T).

BEWEIS. Sei s€ 8. Im 1. Fall ist 28°= (sol)? € (Wp)°c X7, also
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s°e S(T). Im 2. Fall gibt es nach dem Beweis von [2; Theorem 2.1.11,
P. 70] ein 0 < n €Z, 80 daB 2"se KoK c (Wg)9c X, also SceS(T). O

Wegen 2R c K + 8 gilt

3.7 SATZ. TUnter den Voraussetzungen (3.4 oder 3.5) und 3.6
gilt (*).

0 a*
0: R — R mit (aa*)? = aa%* + a®a* fir alle acR und o:R—>T,

* * B
IV. Sei T':= {(g Z)la, beR} mit Involution (g Z) = (a b ) ,

[
a —>(g z) Wir vermerken hinreichende Bedingungen dafiir, dafB
(*) a*9= a®* fiir alle a € R.

Gleichwertig zu (*) ist a*c = ac* fir alle a € R.

4.1 SATZ. Sei 1€ R und 19€ Z(R). Dann gilt (*).

BEWEIs. Es ist 19 Z(T) und 1° regulir in T. Mit 3.2 erhalt
man (¥)., 0O

4.2 SATZ. Sei R*-prim, char R=2, 1€ R und I:= I(X)+#0.
Dann gilt (*).

BEWEIsS. Wie im Beweis von 3.3 ist [X¢, 19] = 0, also [X, 19] = 0,
somit 1€ Z. Mit 4.1 erhdlt man (¥). O

4.3 LEMMA. Sei R*-prim, char B2 und S,(R) 0. Dann gilt
Kéc K.

BeEwers. Sei ¥ := {a e S(R)|sas = 0 fiir alle se X}. Nach 3.1 (3)
ist Wypoc ¥ und analog 3.1 (4) ist YoX c ¥. Nun verfolgt man den
Beweis von 3.4. O

4.4 LeEMMA. Sei R *-prim, char R = 2, Ss(R) %0 oder (Zs = Z und
8,(R) #0). Dann gilt Soc S.

BEWEIS. Wie im Beweis von 4.3 ist Weec ¥ und YoX c¥. Nun
verfolgt man den Beweis von 3.5. O

Nach 3.6 gilt
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4.5 LEMMA. Sei (1€ R oder K = R) und R 2-torsionsfrei. Dann
gilt Soc 8.
Wegen 2R c K + S gilt.

4.6 SATZ. Unter den Voraussetzungen 4.3 und 4.5 gilt (*).

B. Definitionen, Notationen und Lemmata.

Unsere Uberlegungen stiitzen sich wahlweise auf folgende Voraus-
setzungen, Notationen und Bemerkungen, die unter (A)-(D) zusam-
mengestellt sind.

(4) Es gibt e; € R\ {0, 1} mit e;e;= d,;6;, 1 <1, j<2. Wir setzen
formal ¢,:= 1 — ¢, — ¢, und notieren R;;:= ¢;Re;, R;:= R,; und R :=
+ Ry)+( + R 1<ij k<3,

1<i#i<<3 1<I#R<<3

(B) Sei (4), Rmit * und e, e S(R), 1<i<2. Wir notieren
K;:= K(R)), Vij 1= VR”) Vii=Va,
Si = S(R,) VV”;z WR”, W,':: Wii’ 1<7:,j<3.

Fir {i,j, &k} = {1,2,3} sei L bzw. J;; der von V,;UV, bzw.
W.; U W, erzeugte Lie-bzw. Jordanunterring von R. Fiir additive
Untergruppen A; von R;, 1<i<3 sei B, der von 4;, R;;, 1<<i#j<3
erzeugte Unterring, L, der von 4,, V;;, 1< 5j<3 erzeugte Lieunter-
ring und J, der von A;, W;, 1<i+#j<3 erzeugte Jordanunterring
von R.

Bezogen auf die jeweils betrachtete Abbildung'notieren wir die Vor-
aussetzungen anng Li;; = 0, anngJ;;= 0 fir {i,j, k} = {1, 2, 3} bzw.
anng (zR) = 0 fiir 1<k<3 mit (L), (J) bzw. (R).

(C) Sei (A) und R;;R;;= R,, 1<i#j<3.

(D) Sei T prim, Z das erweiterte Zentroid und 7T':= Z 4 TZ
die zentrale Hiille von 7. Dannist Z = Z(T) Korper, T\ T, ~ T ®, T
und Z(R,) = Z, fir 1<i<2, falls (4) [9; Theorem 5, Lemma 10,
Pp. 443, 446].

Fiir einen Lieunterring L von R sei ,L:= L und ,,L:=[,L, L],
0<i€eZ.
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B.1 LeMMA. Sei (D), L; Lieunterringe von 7T mit ,L;+0,
[L:, L,] =0 und [[[T, L], L2],L3]=-—0, 1<i#j<3. Dann gilt
sLisly= 0, 1<¢ #j<3.

BEWEIS. Seien a;€ L;, 1<i<3. Dann gilt

(*) 1@ 010,03 — ;X 0,0, — A Q) G103 — 0, Q) A3+ 6,0, a3+
+ a5 @+ 4,8, ay — 00,04, Q1 =0 .

Algo ist X:= {1, a;,a,8:, 0,0,0,]1<i<3,1<j< k<3} Z-abhingig.
Wir fiihren zunichst die Annahme [] [a:, L;] 0 zum Widerspruch.

I3

Wegen [[[r, L], Lz], La] =0 fir alle reX;:=X\{a,a,0;} und
[[[ala2a3,1},], Lz],Ls] =[] [ai, L]0 ist X, Z-abhingig. Wegen

A A

[r, L), L] = 0 fiir alle reX,:= X\ {0,0,} und [[a,a,, L;], L] =
= ] [a:,L]+#0 ist X, Z-abhingig. SchlieSlich erhilt man den

28
Widerspruch, daB {1} Z-abhiingig ist. Insgesamt ist IT :LZ:=0o.
1<i<s
Angenommen es gibt b;e,L; und u;,v;€ L;, 1<i<2, so daB fiir
¢;:=[b;, ;] und d;:= [¢;, v;] gilt: [d,, L,][d,y L,] %40. Wihle by ,L,
und w,, v; € Ly, so daB fir ¢;:=[b;, u;] und dy:= [¢,, v;] gilt: d;%0.
Wegen (*) ist {b;, b;b,Jl<i<3,1<j< k<3} Z-abhingig. Wie oben
erhilt man mit einem Widerspruchsbeweis, da8 [b,, L,][b,, L,] = 0 oder

(@) [y, Ly][bs, Ls] = 0 oder [b,, L,][bs, L] = 0,

also (0). Im 1. Fall ist wegen (*) {c,, ¢;, ¢,¢;, ¢26;} Z-abhingig, also
wie oben d,d;= 0. Im 2. Fall verfihrt man analog. Insgesamt ist
dydy= 0 = d,ds, also wegen (*) {d;,d,d,} Z-abhingig. Wie oben er-
halt man einen Widerspruch. Insgesamt ist ;L,:sL,= 0. Aus Griin-
den der Symmetrie gilt die Behauptung. O

B.2 LemmA. Sei R einfacher PI-Ring und a € R\Z. Dann gilt
LR, R] 4 [R, R]a = R.

BEWEIS. Sei Z die algebraische Hiille von Z. Nach Ubergang zu
R®;Z sei 0.E. R = M,(Z). Fir be R\[R, R] gilt R =[R, R] + bZ.
Es reicht deshalb die Annahme [R, R]la c[R, R] zum Widerspruch zu
fithren. Mit e¢;a, (6;;—e)ac[R, R], 1<i#j<n ist aeZ, Wider-
spruch. 0O
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B.3 LemMA. Sei (D), a;eT, [a;,0;]=0, 1<iz#j<3, X :=
= {a € Tl[[[a, a,], az], as] = 0} und (a) oder (b). Dann gilt T c X.

(a) Sei (T nicht streng primitiv [14; p. 281] oder T PI-Ring)
und [I, Ilc X fiir ein Ideal I50 von T.

(b) Sei (T nicht streng primitiv oder (T PI-Ring und Z,+ Z))
und [V;, V7}c X fiir ein *-Ideal I#0 von 7.

BEwWEIS. Nach [14; Theorem 7.6.15, p. 285] und [10; Theorem 3.9,
p. 510] sei o.E. R PI-Ring.

(a) Wegen [T, T1c X und [T, Ta,c X gilt nach B.2 die Be-
hauptung.

(b) Fiir ze Z\Zs und acl gilt

(2 —2*)a = za — (2a)* 4 2¥(a*—a) €V, 4 2*V;.
Also ist [I, I]c X. Nun folgt man (a). O

B.4 LEMMA. Sei T prim, L Lieideal von 7T mit [L, L]0,
a,b,ce Tund alb = 0 = ¢L. Dann gilt (a = 0 oder b = 0) und ¢ = 0.

_Bewmis. Nach der IUG-Theorie ist I:=I(L)s£0. Es gilt
aLalb = 0 und mit aLaLib = 0 ist

aLaL#+1b c aLaLib + a[Lali, L =0, O0<icZ.

Also gilt alalb = 0, somit a = 0 oder b = 0. Mit ¢L = 0 ist ¢I =0,
also c=0. 0O

Die folgenden Aussagen gelten auch bei analoger Indexwahl. Nur
zur Entlastung der Darstellung sind die Indizes speziell gewiahlt.

B.5 LemMMA. Sei(4)und A c R, mite, € A. Dann gilt R,, =[4, Ry,].
BEWEIS. Beachte, daB fiir a € R, und b € Ry, gilt: ab =[a,b]. O

B.6 LeEMMA. Sei (C). Dann gilt R,;R,;, = R,,.
BeEweis. Es ist R, c R, R,,= RyyRy Ry,c B3R,c R,. O
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B.7 LEMmA. Sei (C) Dann gilt

[R,Rl= 4+ Ry+I[Riy,Ru]=:X.

ISEAI<3

BEwels. Nach B.5 ist R,,=[R,, R c[R,R]. Also gilt «D».
Wir zeigen « c »: Fiir a,; € R,; gilt

(3128215 @11] = [@12y 051 @3] — [011 812, 0] € X . O

B.8 LeEMMA. Sei (4) und R einfach. Dann gilt (C).
BEWEIS. 0% -+ R,R,,ist Ideal von R, also R,R,,=R,,. O

1<,i<<3

B.9 LeEMMA. Sei (B). Dann ist [Lyss, Va] C Lygs und oJ;550We C Jqss.

BEWEIS. Man geht vor wie im Beweis von [13; Lemma 2.4,
pp. 937, 938]. O

B.10 LEMMA Sei (B) und Ac K, bew. Ac 8, mit ¢, A. Dann
gilt V= [4, Vo] baw. Wy, = AoW,,.

BEwEls. Fir ac K, und beR,, ist ab— (ab)*=[a,b— b*].
Fiir a€ 8; und b € R,, ist ab 4+ (ab)*= ao(b 4 b*). 0O

Nach B.10 gilt
B.11 LEMMA. Sei(B) unde; e V,;,1<i<2. Dann gilt L, [Vz, Val-

B.12 LeEMMA. Sei (B) und R einfach. Dann gilt L,,,=[Vz, Vzl.

BEWEIS. Man geht vor wie in den Beweisen von [12; Lemmas 1, 2,
pp. 410, 411]. O

V. Sei (C) und ":[R, R] — T injektiver Liemorphismus. Wegen
(A4) ist anng R = 0.

5.1. LEMMA. Sei A,cR,N[R,R] mit e;ed,, 1<i<2 und
A;A; = 0. Dann gilt R,R,;= 0 = R, R;,.

BEwELS. Beachte B.7. Wegen [R;,, R;,]=[Ri;, 4;]1=[Ry,, Rs:] =0,
B.5 und B.6 ist R, A/ —[A!, B, ] A" = 0, also B., B'y— [Rly, AT| Rl =0,
somit RizRiz = R;z(RlaRaz)' = Riz[Ria, R:;z] = 0.



Abbildungen auf Ringen insbesondere mit Involution 81

5.2 SATz. Sei (D) und 7' nicht streng primitiv oder 7 PI-Ring,
Li:=R;Nn[R,R], 1<i<3, e;€;L;, 1<i<?2, ,L;50, [R, R] Lieideal
von T und [[R, R],[R, R]]+#0. Dann gilt:

(*) BEs gibt a: R — T, so dafl « injektiv, « Ringmorphismus oder — «
Ringantimorphismus und «|[R, R] =".

BEWEIS. Wegen [[[[R, RY, L;], L), L;] =0 und B. 3(a) ist
[[[T, L), I;], I] = 0. Nach B.1 gilt ;L;L; =0, 1<i#j<3. Ver-
folgt man mit B.4, B.6, B.7 und 5.1 den Beweis von [3; pp. 388-395],

80 bleibt zu zeigen, daB « injektiv ist. Wir verwenden B.7. Seien
a;€R;,1<4,j<3 und Y a;= 0. Dann ist ay, = > egaje; = 0 fiir

i,9 1,7
1<k, 1<3, also a,=0 und (a,R,)*=a,R;=0 fir 1<k+1<3,
somit 7, =0 fiir 1<k<3. Ist —a Ringantimorphismus, so schlieBt
man analog. O

BEMERKUNG zU 5.2. Fir [R,R] =[T, T] ist [R, R]' Lieideal
von T. Ist R halbprim mit [R, R] #0, so gilt [[R, R], [R, RB]] #0.
Ist R; einfach, 1<i<2, R, halbprim, S,(R;) 0 oder (char R;s2
und S,(R;) #0), 1<i<3, 8o ist

(*) e;eR,=L;, 1<i<?2 und ,L;50.

Ist R primitiv mit minimalem Rechtsideal und zugeordnetem Schief-
korper D, R 4« M,(D) fir alle 0<neZ oder (R~ M,(D) mit n>3

und (d.imzl?,>12z oder (char R 2 und dimzR>62))), so kann
man e;, 1<i<2 so wahlen, dall (*) gilt.

5.3 SATz. Sei R primitiv mit minimalem Rechtsideal, zugehorigem
Schiefkérper D, char R = p+#£0, n:= max {8,2p}, dim,R > n?,
T prim und ':[R,R] —[T,T] Lieisomorphismus. Dann gilt (¥)
aus 5.2.

BEWEIS. R besitzt einen TUnterring U ~ M,(D). Sei m:=
= maX {4, p}, e1:= D €, 6,:= > €;€[U, U] und formal e;:=1—
1<i<m m<i<2m
— e, —6,. Sei weiterhin A;:=[R,, R;], 1<i<3. Nach B.5 ist B:=
:= > R,c[R,R]wegen ¢,;e¢ R,= A,1<i<2. Zunichst ist 4;4; =
1<iFI<s
=[4,4;, Alc[T, T], 1<i<2 und genauer A;A;c B'. Wegen
[4;4,, €;]=0, 1<i<2 ist 4;4; = 0. Nun verfolgt man den Beweis
von 5.2.
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VI. Sei (B).

6.1 LeEMMA. Seien A; additive Untergruppen von K,, 1<i<3,
e;€A;, 1<i<?2, ': L,—~ T Liemorphismus, A4;4; =0, 1<i#*j<3
und (L). Dann gilt

(*) Es gibt einen Ringmorphismus «: R,— T, soda «|L,="'. Mit’
ist « injectiv, falls (R) und L, c K(T).

Die Aussage bleibt giiltig, wenn man « K, L, Lie-» durch «8,J,
Jordan- » ersetzt.

BeEwErs. Mit B. 10 verfolgt man den Beweis in [13; pp. 969-976].

6.2 Sarz. Sei (D), T nicht streng primitiv oder (T PI-Ring und
Zy(T)+#Z(T)), ': [Va, V&] > T Liemorphismus, 0 I *-Ideal von T
mit [V;, V;1C [Va, V&)'y Li:= B; N\ [V, V&), Ai:=sL;, 1<4<3, €;€;L;,
1<i<?2, ,L;#0, 1<i<3 und (L). Dann gilt (*).

BEWEIS. Wegen [[[[V,,, VY, L), L), L;] = 0und B. 3(b) ist [[[ 7, L),
L], L] = 0. Nach B.1 ist ;L;-sL; =0, 1<iz*j<3. Nach 6.1 gilt
die Behauptung.

BEMERKUNG 2zU 6.2. Wende die IUG-Theorie an! Sei 8,(T) =0,
[V, Vol C [Va, Vo) ¢ K(T) und L;;#0 fir {34, k} = {1,2,3}. Dann
gibt es ein *-Ideal I0 von T, so daB [V;, V;]c [Vz, Vz] und gilt (L).
Ist R; einfach mit S,(R;) <0 und ' injektiv, so gilt ;€ R;=;L;,
1<i<2 und ,L;#0. Ist R *-prim, so gilt (R).

6.3. SATZ. Sei R streng primitiv, der zugehorige Schiefkorper F
ein algebraisch abgeschlossener Korper, R = R, char R = 2, Z4(R) =
= Z(R), dim;R>20% und ': WroWy—> WpoW, surjektiver Liemor-
phismus. Dann gilt (B) mit e; € WpoW, und rang (¢;) = 8, 1<i<2.
Sei A;:= W,oW,, 1<i<2, B;:= W,oW,, A;:= B;oB; und (L). Dann
gilt (*). Ist dimp R< oo, T *-prim und 8,(T)=£0, so gilt L=
= WroWr fiir {i,j,k} = {1,2,3}, also R,=R und L,= WroWg
und (L).

BEWEIS. R besitzt einen *-Unterring (U, *)~ (M,o(F), ) mit
iefs,t}. Fir 0<u<veZsei d,,;= > e;. Man wihlt e;:= dy,

u<i#i<o
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und e,:= dyy,yp b2W. €:=dy 5+ dyy15 UNd 6,:= dyy + dig 00z (Zu s vgl
[14; p. 140]).
Zunichst ist A,0d,= A;, 1<i<2. Also gilt A;4; = A Aj0A;C
C (WpoWg)',1<i<2, genauer A;A,Cc > A;,. Wegen ¢; € WeoWz und
1<j#E<8
AjAjoe;= 0, 1<i<2 ist A;A, = 0. Weiterhin ist 4;4; = A;A;0A | C
C (WpoWy)', genauer A;A;c A+ Y Aj.
1<j#k<3
Wegen ¢, € WeoW, und A, Ajoe; = 0, 1<i<?2 ist A;A;c A;, also
Aj(As04,)' =0 und analog A,(As04,)=0. Mit 6.1 und der IUG-
Theorie erhalt man die Behauptung. O

6.4 SATZ. Sei 1€R, ': S(R) - T Jordanmorphismus [2; Defini-
tion, p. 165] und (J). Dann gibt es einen Ringmorphismus «: S(R) — T
mit «|S(R) ='. Mit ' ist o injektiv, falls S(R)'c S(T) und (R).

BeEwEIS. Nach [2; Lemma 4.2.2, p. 166] ist 8;8; = 0, 1 <i#j<3.
Mit 6.1 erhélt man die Behauptung. 0O

IUG-theoretisch kann man zu 6.4 entsprechendes bemerken wie
zu 6.2.

6.5 KOROLLAR. Sei 1€ R, 4: S(R) - R Jordanderivation [2;
Definition, p. 157] und anngJ,;=0 fir {i,j, k} = {1,2,3}. Dann
gibt es eine Derivation ¢: S(R) —~ R mit ¢|S(R) = 4.

BEWEIS. Man verwendet 6.4 and verfihrt analog zum Beweis
von [2; Corollary 2, pp. 175, 176].

VII. Sei (D) bezogen auf R, char R =2, 8,(R)#0, ': R —>E
mit [a, b]' = [a, b'] + [&/, b] fiir alle a,beR, ¢,= e R\{0,1} mit
¢*= ¢ und formal ¢,:= 1 —e. Wir notieren analog (4).

7.1 Lemma. Es ist ¢+ eoe’e Z.

BEWEIS. Fiir a € R gilt (ace)oe = aoce, also (ace)oe’ + (aoe)oe +
-+ (@'06)oe = aoce’ + a’oe, somit die Behauptung. 0O

Von 7.2-7.4 sei nun e¢'€ Z. Analog zu [6; Lemma 7, p. 185] gilt

7.2 Lemma. Es ist Rjc B+ Z, 1<i<2.

7.3 LEmMmA. Es gilt R,c R, 1<i#j<2.
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BEWEIS. Fiir a € Ry, seia’ = Y a,; mit a;;€ Ry, 1 <4, j<2. Wegen
a' = (ace) = aoe’ + a'oe = @, + a5, und 7.2 gibt es a: R,— R,
p: Ri,— Ry, und y: R, — R,, so daB fir b,;eR,, 1<i,j<2 gilt:
by, + b3 € Z und b;,= b%, 1+ b?,. Wir fithren die Annahme y %0 zum
Widerspruch. Wegen

(bnbm)ﬂ + (binb1a)?” = (buby,)' = (byy0by,) = 11°b;2 + b;1°b12=
= by b%, + bl,by + b1 by

ist (bybyp)?” = bY, by, also R}'le(RloRl) = 0, somit B, und analog R
kommutativ, demnach B,= Z,, 1<i<2, schhethh S,(R) = 0, Wi-
despruch. 0O

Fiir b,, € By;, 1<i,j<2, seien § und ¢ definiert wie folgt: b%;:= b;,
und ¥%:= 0 fiir 1<i#j<2 und b5, = b, —b’,e Z fir 1<i<2. Zu-
nichst sind ¢ und ¢ additiv [6; Lemma 8, Corollary, pp. 185-186].

7.4 LEMMA. Fir alle a,be R gilt (ab)® = ab’ -+ adb.

Bewels. Fiir alle ,ve R ist
(*)  u%ov -+ uovd + (uow)® = (uov)ee Z

[6; Proof of Theorem 1, p. 186]. Seien a,ce R,, und b,d € R,,. Wir
fiilhren zunichst die Annahme (aob)®*£0 zum Widerspruch. Wegen
(*) und [6; Lemma 10, p. 186] ist (aob)c = a%bc + abdc + abcd +
+ (abe)® = a(boc)® und analog d(aob)® = (doa)eb. Also ist Ry, c Za und
R21c Zb. Esist I:= l'%12 + R, + Ry Ry + Ry Ry, 5= 0 Ideal von R mit
IcZa+ Zb + Zab + Zba, also R einfacher PI-Ring, somit S,(R) =0,
Widerspruch. Mit (*) und [6; Lemma 10, 11, p. 186] erhilt man die
Behauptung. 0O

Analog zu [6; p. 187] folgert man

7.5 SATz. Bs gibt eine Derivation 6: R — R und &: R — Z, so
da "= 6 + ¢ und (RoR)*= 0.

VIII. Sei (D), B und T prim mit 1, char R =2, S,(R)+#0,
" B — T Lieisomorphismus, ¢; = ¢ € R\ {0,1} mit e2=¢ und e,:=
=1+ e Wir notieren analog (4), Z:= Z(R), Z':= Z(T) und
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Z:=Z(T). Mit S,(R)=#0 ist ((RoR)o(RoR))oR 0, also ((ToT)o
o(ToT)) 0, somit Sy(T)+#0.
Wegen S,(R)+0 gilt

8.1 LemmA. Es ist R,oR,#0 oder R,oR,=~0.

8.2 LEmMA. Es gibt einen Korper K mit Zc K und [K: Z]<2,
50 daB ¢'=f+ 2z mit f=feT®, K=:T und ze K, T prim und
K = Z(T) =: Z.

BEWEIs. Fiir alle a € R ist (ace)oe = aoe, also a’o(¢')2= (a’oe')oe’
= a'o¢', somit 1® ((¢')2+ ¢') + ((¢')2+ ¢') ®1 = 0, demnach (¢')2 4
+ ¢'=x € Z. Durch Adjunktion von z mit 224 2z = « erhilt man K
und f:=¢'+ 2z Nach [13; Theorem 1.6(a), p. 932] ist P prim und
K=2Z 0O

Fir fi:=f und f,:=1+4f ist nun ¢; = f;+ 2 mit fie B und
2,€Z,1<i<2 und f,f,= 0. Sei nun 7 = 7. Vermutlich erhilt man
nach geeigneter Erginzung der Uberlegungen an dieser Stelle den
allgemeinen Fall.

Wir notieren (A) bezogen auf 7' und f;, 1<1<2.

8.3 LEMMA. Es ist (R;c T,+ Z, oder R,c T, Z;) und (R,cC
c T,+ Z, oder R,c T, Z,).

BEWEIS. Analog zu [8; Lemma 4, p. 216] ist (R, + R,)' = T, + T,.
Wir fiihren die Annahme R; ¢ T, Z; und R; ¢ T, Z, zam Wider-
spruch. Sei a,€R,, w, €T, und u,e T\Z,, so daB a, = u, + u,.
Dann gibt es v,,w,€ T,, so daBl (u,0v,)ow,=%0. Seien b;,c; e R,,
1<1<2, 8o daB (b, + b,)' = v, und (¢; + ¢,)' = w,. Dann ist (a,0b,)'=
= Uy00, und 0 5= ((a,0b,)0¢,) = (uy0v,)ow, € Ty, also U := {a € Ry|a'e
€T,}¢Z, und analog V:={a€R,ja’'€eT,}¢Z,. U und V sind Lie-
ideale von R, mit U N V = 0, Widerspruch. 0O

8.4 LEMMA. Es ist (a) Rc T, -+ Z, und R,c T, Z,, insbeson-
dere T,C R, + Z, + Z, und T,c R, + Z, + Z; oder (b) R;c T,+ Z,
und R,c T,+ Z;, insbesondere T,cR,-+ Z,+ Z, und T,c R, +
+ 2, + Z,.

BEWEIS. Wir verwenden 8.3. O.E. sei R, ¢ Z; +Z,»R,. Es
reicht die Annahme R,U R;c T, + Z, bzw. R,U R,c T,-+ Z, zum
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Widerspruch zu fithren. Sei die 1. Annahme gegeben. Wegen
T,+ T,=R; + R,cT,+ Z, ist Ty= Z,. Seia, € R,, %, € T,\Z, und
u, € Z,, so daB a, = %, + u,. Dann gibt es v,,w,€T,, so daB
(u,00,)0w;, 0. Seien b;e R, 1<i<2, so daB} (b, + b))’ = v,. Dann
ist (a,0b,)" = w00, € T\Z;, also U:= R, N T, ¢ Z; und analog V:=
:=R,NT,¢Z,. U und V sind Lieideale von T, mit UNV = 0,
Widerspruch. 0O

8.5 LEMMA. Es ist (¢) Rj,= Ty, und R;, = T,, oder (d) R;,= T,
und R;lz"— Tlg.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall 8.4 (a). Analog zu [8; Proof of
Lemma 3, p. 215] ist (R + Ry)' = T+ Tp. Seien ayy, b€ Ry,
1<14,j<2. Es gibt Abbildungen «: R, — T,, ¢: T,—>2Z'y B: R;, > T,,
und y: Ry, — Ty, so daB a;, = af, + af, und a,,= af, + a?,, und es
gilt

14 7
(@11812)" = (@1,00,,)" = @5,00,, = a’i‘la'fz + a},ay, ,

also (aya.,) = a':‘xafz und (aya5,)" = aj,a;,, somit ((apby)*+ a7, b5;)-
‘XRy;=0 und R}, X((ayby)*+ bjia5) =0 fir X = Ry}, dann fiir
X =T, wegen 8.4, schlieflich fiir X = T. Ist Ry oR,;#0, so gilt
R oR},+#0, also R?,=0 oder R},—0. Aus weiteren analogen Be-
trachtungen flieBen alle Behauptungen. 0O

8.6 SAaTz. Es gibt einen injektiven Ringmorphismus bzw. Rin-
gantimorphismus ¢: R -7 und 7: R —>Z', so daB '=o¢ 4 7 und
T([Ry R]) =0.

BEWEIS. Wir bearbeiten den Fall 8.4 (a), 8.5 (¢). Die anderen
Falle verifiziert man analog. Seien a,be R und ay,b,;, ;€ Ry,
1<i,j<2. Sei ¢ so gewidhlt, daB af,= aj;, und af, + a,,€ Z', 1<i
#j<2. Zundchst ist ¢ und v additiv, (a.,0.)°= afaf;, (a;;a,,)° =
= ag;a3; und (@;;0.)° = ag;ay,, 1<i+*j, k<2 [9; Lemmas 15, 16, 18,
pp. 449, 450]. Weiterhin gilt

(*) a%bo 4 (aob)® = a’'ob’ + (aobh)s = (aod)' + (aob)e= (aob)*e Z',
also

(@12005,)7 €3, = a7, b3, 67, + (@10051)% T, = al’z b3, €7 + a75(by161)° = a7,(b5,00,)"
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und analog ¢€J,(@;5005)" = (€30a,,)7b7,. Die Annahme (@,,0b,,)7 # 0 fiihrt
wie im Beweis von 7.4 auf einen Widerspruch. Mit (*) und analog
zu [9; Lemmas 16, 18, Theorem 9, pp. 449, 450] erhilt man die
Behauptung. [
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