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REND. SEM. MAT. UNIVv. PADOVA, Vol. 72 (1984)

Radikale und koradikale Regeln.

VOLKER STINGL (*)

Jede endliche Gruppe besitzt bekanntlich einen gro8ten auflos-
baren Normalteiler und — dual dazu — einen kleinsten Normal-
teiler mit auflosbarer Faktorgruppe. Diese Aussage ist fiir beliebige
Gruppen im allgemeinen nicht mehr richtig; es gibt bereits Gegen-
beispiele unter den lokal endlichen Gruppen, jedoch besitzt jede lokal
endliche Gruppe einen gréften lokal auflésbaren Normalteiler und
einen kleinsten Normalteiler mit lokal auflosbarer Faktorgruppe.
Ahnliches gilt, wenn wir die Eigenschaft «auflésbar» durch «nil-
potent » oder eine andere geeignete gruppentheoretische Eigenschaft
ersetzen. Dal dies kein Zufall ist, wird bereits bei Kegel und Wehr-
fritz [1, S. 12-16] angedeutet. Wir wollen die dort gemachten Bemer-
kungen in dieser kurzen Note etwas erweitern. Dabei erhalten wir
unter anderem das folgende Resultat, welches die eingangs gemachte
Bemerkung in einen allgemeineren Rahmen stellt:

FOLGERUNG 11. (a) Es set X = SX eine Gruppenklasse, so daf
das X-Radikal jeder endlichen Gruppe wieder eine X-Gruppe ist. Dann
ist das LX-Radikal jeder lokal endlichen Gruppe wieder eine LX-Gruppe.

(b) Es sei X = QX eine Gruppenklasse, so dap fiir jede endliche
Gruppe die Faktorgruppe nach dem X-Residuum wieder eine X-Gruppe
ist. Dammn ist fiir jede lokal endliche Gruppe die Faktorgruppe nach dem
LX-Residuum wieder eine LX-Gruppe.

Die Bezeichnungsweise folgt im wesentlichen den Biichern von
Kegel-Wehrfritz [1] und Robinson [2]; dort finden sich auch die

(*) Indirizzo dell’A.: Johannes-Gutenberg-Universitit Mainz, Fachbereich
Mathematik, SaarstraBe 21, 6500 Mainz.
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Definitionen der in dieser Arbeit nicht n#dher erklirten, weniger
gebriuchlichen Begriffe.
Wir erldutern als erstes den Titel dieser Arbeit.

DEFINITION 1. (a) Es sei X eine Gruppenklasse. Ist jeder Gruppe G
aus X eine Gruppe t(@) zugeordnet, so daBl v(G) eine Untergruppe
von @ igt, dann heillt v eine Regel auf X.

(b) Eine Regel v auf einer Gruppenklasse X heit radikal (bzw.
koradikal), falls fiir je zwei Gruppen 8 und 7 aus X mit §C T 'gilt
8 N (T) Cr(S) (bzw. S Nr(T)21(8)).

(¢) Eine Regel v auf einer Gruppenklasse X heilit funktoriell
wenn fiir jedes isomorphe Bild «(@) einer Gruppe G aus X gilt v(«(@)) =
= a(x(@)). (In diesem Falle ist t(@) eine charakteristische Untergruppe
von G.).

Das nichste Lemma liefert eine ganze Reihe von Beispielen
fiir (ko-)radikale, funktorielle Regeln.

LEMMA 2. FEs seien X und ) = SX zwei Gruppenklassen.

(a) IstdasY-Radikal ty(G) jeder X-Gruppe G wieder eine Y)-Gruppe,
s0 ist tg) eine radikale, funktorielle Regel auf X.

(b) Ist fiir jede X-Gruppe G die Faktorgruppe nach dem %)-Residuum
39)(@) wieder eine Y-Gruppe, so ist 3q eine koradikale, funkiorielle Regel
auf X.

BeEwELs. (a) Klar ist, daBl es sich bei rg um eine Regel handelt.
Es seien nun S und T X-Gruppen mit SCT. Dann ist § N ry(T)
ein 9)-Normalteiler von 8 und damit in tyh(S) enthalten. Also ist
tg eine radikale Regel. Ist «(@) ein isomorphes Bild der X-Gruppe G,
80 ist a(ty(@)) ein -Normalteiler von «(@). Es folgt a(ry()) C rg(x(&)).
Analog erhalten wir oc‘l(tg, (on(G))) C ty(@), woraus sich nach Anwendung
von « die umgekehrte Inklusion ergibt. Daher muBl tyh auch funktoriell
sein.

(b) Klar ist wieder, dall 8y eine Regel ist. Sind § und 7' %-
Gruppen mit SC T, dann haben wir 83y(T)/8¢(T) C T/3q(T). Also
ist 88y(T)/3y(T) eine Y-Gruppe. Wegen 88¢(T)/8¢(T) =< 8/8 N 3¢(T)
handelt es sich auch bei 8/8 N 8¢y(T) um eine 9-Gruppe. Somit liegt
89(8) in 8 N 8y(T) und By ist koradikal. Ist (@) eine isomorphes
Bild der %¥-Gruppe G, so ist oc(G)/a(Bg,(G)) eine ¥)-Gruppe. Es ergibt
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sich demnach 38g(x(@)) Ca(3y(@)). Analog folgt, daB 3¢y(@) in
oc“l(ém(oc(G)) enthalten ist. Nach Anwendung von o« erhalten wir
a(89(@)) € 8g(x(@)). Damit haben wir das Lemma vollsténdig bewiesen.

BEISPIEL 3. (a) Ordnet man jeder Gruppe G das Zentrum Z(G)
zu, 80 liefert Z eine radikale, funktorielle Regel auf der Klasgse aller
Gruppen. Eine koradikale, funktorielle Regel auf der Klasse aller
Gruppen erhdlt man, indem jeder Gruppe G die Kommutatorgruppe
@' zugeordnet wird.

(b) Es ergeben sich (ko-)radikale Regeln, wenn wir in Lemma 2
die Klagssen X und 9 wie folgt wahlen:

¥ = Klasse der endlichen Gruppen,
9 = Klasse der auflosbaren (nilpotenten) Gruppen;
¥ = Klasse der periodischen Gruppen,

9 = Klasse der m-Gruppen (nz eine Primzahlmenge).

(¢) Eine radikale Regel gemifl Lemma 2 erh#lt man auch fiir
die folgende Wahl von X und 9:

¥ = Klasse der Gruppen, die die Minimalbedingung fiir Normal-
teiler erfiillen,

9 = Klasse der Cernikov-Gruppen.
(Man vergleiche hierzu [2, Theorem 5.227).

Die Regeln unter (b) und (¢) sind natiirlich nach Lemma 2 simtlich
funktoriell.

Als nichstes wird untersucht, wie man (ko-)radiakale Regeln
miteinander « kombinieren » kann.

SATz 4. (a) Es seien 1, und 1, radikale, funktorielle Regeln auf einer
Gruppenklasse X = QX. Fiir jede X-Gruppe G und jeden Normalteiler
N von G gelte

(%) (@) NN C1,(G/N).
Definiert man (ty01,)(G) durch
(1201:) (@) [12(G) = 15(G/12(@))

80 ist r,or, eine radikale, funktorielle Regel auf X.
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(b) Es seien t, und v, koradikale Regeln auf einer Gruppenklasse
X = SX. Qetzen wir fir jede Gruppe G aus X

(tz01:) (@) : = 1v‘z(fl(G)) y

80 st 1,01, eine koradikale Regel auf . Sind v, und t, 2usdtelich funk-
toriell, so ist auch tyor, funktoriell.

BEWEIS. (a) Es seien 8 und 7 Gruppen aus ¥ mit S C 7. Dann
gilt

(1) § N (ry01,)(T)
c@®n (t201,)(T)) 1,(T)
= (8t(T)) N (ty01;)(T) .

Weiter haben wir

(2) ((8%(T)) N (z200)(T)) ru(T)
= ((St(T) /() A (a0, (T) (L))
= ((Se(1) fra(1)) O (ea(T/ri(T))) -

Wegen (8t,(T))/vy(T) C T/ty(T) und der Tatsache, da8 r, eine radikale
Regel ist, ergibt sich

(3) ((Be(D) e D) N (2o T/ TY))
€ 1 (Se(T)) ru(T)) -
Aus (1)-(3) folgt nun
(4) ((8 N (o0t (D)) 1) 1 T)
C 1 (S5(1)) /r(T))
C (St(T))/ra(T) .

Da 1, eine funktorielle Regel ist, erhalten wir unter Verwendung des
natiirlichen Isomorphismus von (Stl(T ) [2(T) auf 8/(8 N 1,(T)) aus (4)
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sofort
(5) (8 N (r201,)(T)) /(82 N 1(T))
c1,(8/(8 N 1(T)))
C8/(S N (T)).
Ist H irgendeine Gruppe, die 8N 1, (T) als Normalteiler enthilt, so
schreiben wir fir die Faktorgruppe H/(S N1,(T)) kurz H. Da 1,

radikal und damit S N1, (7T) eine normale Untergruppe von t,(S)
ist, folgern wir aus (5) und (%)

(6) ((8 O (1201 (1) 1)) 112(8)
c (‘BZ(S) rl(S))/rl(S)
C 1,(S/tu(9))

c 8/t (8).

Der natiirliche Isomorphismus von S/t,(S) auf 8/1t,(8) liefert in Ver-
bindung mit der Tatsache, daB t, funktoriell ist, aus (6) die folgende
Inklusionskette

(7) ((8 N (r20m) (1)) 1a(8) ) 1a(8)
C1,(8/1:(8))
= (1,01,)(8)/14(8) .

Durch Ubergang auf die vollen Urbilder erhilt man aus (7) insbesondere
(8 N (r301,)(T)) 12(8) € (x201,)(8)
und damit die behauptete Inklusion
8 N (t3011)(T) € (t,01:)(8) -

Es sei nun «(@) ein isomorphes Bild von G. Mit & bezeichnen wir den
durch g1,(G) > o(g)(r,(G)) definierten Isomorphismus [von G/r,(G)
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auf o(@)/a(t,(G)). Dann gilt

(r20t:) ((@) fr2((@)) = 2o ) /12 (D))
= rz(oc(G) /cx(rl(G))) = rz(o'c(G/rl(G)))
= &(r(6/1:(6))) = &((r201)(G)/12(@))
= a((t,01:)(&) [x(ro( &)
= o((1z01,)(@)) /11 (c(G)) .

Nach Ubergang auf die vollen Urbilder ergibt sich

(r01y) (“(G)) = “((rzorl)(G))

und damit ist Teil (a) von Satz 4 bewiesen.

(b) Die Behauptungen in Teil (b) von Satz 4 ergeben sich durch
direktes Nachrechnen.

BEMERKUNG 5. (a) Die iibliche Komposition zweier radikaler
Regeln liefert — im Gegensatz zum Falle koradikaler Regeln — im
allgemeinen keine radikale Regel. Ist etwa G die symmetrische Gruppe
auf vier Ziffern und U eine Sylow-2-Untergruppe von @, so hat
Z(F(@)) N U die Ordnung vier, aber Z(F(U)) hat die Ordnung zwei,
so daB Z(F(@)) N U nicht in Z(F(U)) enthalten sein kann.

(b) DaB man in Teil (@) von Satz 4 nicht auf eine Zusatzbedin-
gung verzichten kann, damit die dort erklirte « Verkniipfung »
r,0r, zweier radikaler Regeln v, und t, wieder eine radikale Regel
wird, zeigt das nachstehende Beispiel:

Auf der Klasse der endlichen Gruppen erkliren wir zwei radikale,
funktorielle Regeln tr, und t, in der folgenden Weise:

1,(G):=<geG:9* =15,

falls G isomorph zu einer Quaternionengruppe der Ordung acht oder
isomorph zu einer zyklischen Gruppe der Ordnung vier oder zwei ist.
In allen anderen Fillen sei

15,(GF) := 1.
1,(Gd) : = @G ’
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falls G isomorph zu einer (verallgemeinerten) Quaternionengruppe
oder isomorph zu einer zyklischen 2-Gruppe ist. In allen anderen
Fillen sei wieder

1,(@) := {1).

Erkliren wir r,or, wie un Teil (a) von Satz 4, so ist diese Regel
nicht mehr radikal. Man w#hle nimlich eine verallgemeinerte Quater-
nionengruppe 7' der Ordnung 16 und eine Untergruppe S8 von T
der Ordnung 8, die zu einer Quaternionengruppe isomorph ist. Dann
gilt 1,(8/2.(8)) = 1u(8)/r.(8), also hat (r,o1,)(S) = 1,(8) die Ordnung
zwei; weiter haben wir 1,(7,1,(T)) = t,(T) = T, also hat (r,or;,)(T) N
NS =TnNA8 = 8 die Ordnung acht und kann damit nicht in (r,01,)(S)
enthalten gein.

(¢) Die Bedingung (%) aus Teil (a) von Satz 4 wird von allen
radikalen Regeln erfiillt, die geméf Lemma 2 (a) gebildet sind. Auch
die radikale Regel, die jeder Gruppe das Zentrum zuordnet, hat die
Eigenschaft ().

Wir untersuchen nun, wie man (ko-)radikale Regeln, die auf einer
Gruppenklasse X erklirt sind, auf solche Gruppen «liften» kann,
die in geeigneter Weise von X-Gruppen «iiberdeckt » werden.

LeEMMA 6. Es sei v eine Regel auf einer Gruppenklasse X, und G
sei eine Gruppe mir einem lokalen System X aus X-Gruppen.

(a) Ist fiir jedes Element S aus X die Gruppe Rs durch

Rs := (1 (8 N (1))
TeX
sCr
definiert, dann ist

(@, Z) := | Ry

Sex

eine Untergruppe von G und {Rs: S€ X} ist ein lokales System vom
(@G, ).

(b) Gilt fiir je zwet Gruppen 8 und T aus X mit SC T, daf (8)
in ¢(T) enthalten ist, dann st

3(@, Z) := | t(8)

SeX
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eine Untergruppe von G und {x(8): S € X} ist ein lokales System won
3(@, X).

BEWEIS. (a) Da X ein lokales System von ¢ ist, finden wir zu zwei
Gruppen S und 7 aus X' eine Gruppe U aus X, die sowohl S als auch
T enthilt. Dann haben wir

N (Un y7)2N (8NV)2 N (8 nx(V)),
ver \VeX ver
uCv vCv sCv

also gilt R;C R;. Analog ergibt sich R;CR,. Hieraus folgen alle
Aussagen in Teil (a) von Lemma 6.

(b) Die Aussagen in Teil (b) von Lemma 6 sind trivial.

Die Gruppen 1(G,2) und 3(@,2) aus Lemma 6 sind abhingig
von der speziellen Wahl des lokalen Systems X von G. Fir (ko-)radikale
Regeln konnen wir diese Abhingigkeit wie folgt beschreiben:

LeEMmA 7. Es sei t eine Regel auf einer Gruppenklasse X. Weiter
set G eine Gruppe mit zwei lokalen Systemen X, und X, aus-X-Gruppen,
so dap zu jedem S aus X ein T aus X, exvistiert mit SC T.

(a) Ist t radikal, so gilt t(G, 2,) 2 ¥(G, X,).
(b) Ist t koradikal, so gilt 3(@, X)) C 3(@, X,).

BEWEIS. (a) Es seien U aus X, und V aus X, gegeben. Zu jedem S
aus 2, mit U C S finden wir ein 7 aus 2, mit SC 7T und VC 7. Dann
gilt

UNni8)2(TNV)N8)2(TN V)N (8N (1)
=(UN/N(VNT)=TUn(VnT))
2UNR,.

Hieraus folgt sofort Ry 2 U N R,. Wir erhalten

r(G,Zl)QU(UnRV)=(U U)nRV=GnR,,=R,

UeZ, UeZ,

und damit die behauptete Inklusion (@, X)) 2 ©(G, Z)).
(b) Es seien S und T zwei beliebige X-Gruppen mit SC T.
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Da t koradikal ist, gilt ©(7) 28 N ¢(T)2¢(8). Unter Verwendung
von Lemma 6 (b) folgt nun die Behauptung.

Das folgende Beispiel zeigt, daB die Inklusionen in Lemma 7 echt
gein konnen.

BrispiEL 8. Es sei X die Klasse aller lokal endlichen Gruppen,
die hochstens abzidhlbar sind. Wir erkliren auf ¥ zwei Regeln v und
8 durch

1(G) = G, 3(G) = (1), falls G eine endliche X-Gruppe ist,
(@) = (1), 3(G) = G, falls G eine unendliche X-Gruppe ist.

Man rechnet sofort nach, daB es sich bei r um eine radikale und bei 8
um eine koradikale Regel handelt.

Es sei H eine iiberabzidhlbare, lokal endliche, einfache Gruppe.
(Eine solche Gruppe existiert; man vergleiche etwa [1, Chapter 6].)
Nun besitzt H einerseits als lokal endliche Gruppe ein lokales System
2, aus endlichen Gruppen, andererseits hat H nach [1, Theorem 4.4]
ein lokales System X, aus abzahlbar unendlichen (einfachen) Gruppen.
Aufgrund der Definition von r und 3 is aber sofort klar, da8 folgendes
gilt:

I(H, 21) = Ha I(H, 22) = <1>7

6(H) 21) = <1>’ §(H7 22) =H.

SATZ 9. Es sei v eine Regel auf einer Gruppenklasse X = SX.

(a) Ist G eine lokale X-Gruppe, so ist die Menge Xy aller endlich
erzeugten Untergruppen von G eine lokales System von G, das aus X
Gruppen besteht.

(b) Ist X ein beliebiges lokales System aus X-Gruppen einer lokalen
X-Gruppe G und ist v radikal (koradikal), so gilt

1@, Ze) 216, Z) (3G, Zo) € 8(6, X)) .

(¢) Ist t radikal (koradikal) und ist fiir jede lokale X-Gruppe G
die Gruppe ©(G) definiert durch

@) =16, %) (¢(@):= 3(G, X)),
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0 ist © eine radikale (koradikale) Regel auf der Klasse LX aller lokalen
X-Gruppen.

BEWEIS. (a) Die Aussage in Teil (a) von Satz 9 rechnet man direkt
nach.

(b) Ist X ein lokales System der lokalen X-Gruppe @, das aus
X-Gruppen besteht, so gibt es zu jeder Gruppe S aus Xy, eine Gruppe 7
aus X mit §C 7. Nun folgt die Behauptung aus Lemma 7.

(¢) Es seien H und @ lokale X-Gruppen mit H C G. Wir setzen
2:={HN8:8€Xy. Dann ist X ein lokales System von H, das
aus X-Gruppen besteht.

Es sei zunichst ¢ eine radikale Regel. Ist S aus Xy vorgegeben
und 7 eine Gruppe aus Xy mit HNSCH N T, so existiert ein Uy
aus X mit §C Uy und T C U,. Dabei gilt

HNTYNtHNU)Ce(HNT)
und damit
HNSNHNU)SHNS) Ny (HNT)

Es folgt
NHNS)NLHENT)

TeXg
HaSCHAT

2N EHNS)NHN Uy)
TeXeg

HaSCHaT

2NEHNASNLHANT).

VeXe
sCv

Da trivialerweise auch die umgekehrte Inklusion gilt, erhalten wir

Hnam=u(ncﬂnmnam)
SeZg gg‘g

gu( N (HnS)nr(HnV))
8eke REe

=U( N (HnS)nr(HnT))
SeZeg TeXe
HaSCHAT

=t(H,2X).
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Da nach Teil (b) dieses Satzes v(H, X)Cr(H, Zy) = t(H) gilt, haben
wir insgesamt H N 1(Q) € t(H).
Es sei nun t eine koradikale Regel. Dann haben wir

Hni@) = (HnNxI))

SeXe

2U ((H N 8) nt(8))

SeXe

2 (x# N 8))

SeXg

= 3(H,X)23(H, Xy) = 1(H).

Damit ist Satz 9 vollstandig bewiesen.

BEMERKUNG 10. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien
wie in Satz 9.

(a) Ist die radikale (koradikale) Regel r zuséatzlich noch funk-
toriell, so rechnet man leicht nach, da8 auch die radikale (koradikale)
Regel t aus Teil (¢) von Satz 9 funktoriell ist.

(b) Wihlen wir als Gruppenklasse X speziell die Klasse der
endlichen Gruppen, so steht in Teil () von Satz 9 stets das Gleich-
heitszeichen, d.h.: Sind X, und X, zwei beliebige lokale Systeme
aus endlichen Gruppen einer lokal endlichen Gruppe G' und ist t eine
radikale (koradikale) Regel auf der Klasse der endlichen Gruppen,
so gilt 1(@, 2,) = 1(G, 2,)(3(@, Z,) = 3(G, ).

AbschlieBend beweisen wir das am Anfang dieser Arbeit erwiahnte
Resultat.

FoLGERUNG 11. (a) Es sei X = SX eine Gruppenklasse, so daf
das X-Radikal tx(G) jeder endlichen Gruppe G wieder eine X-Guppe
ist. Dann ist das LX-Radikal tpx(H) jeder lokal endlichen Gruppe H
wieder eine LX-Gruppe. Dabei gilt T, = tpx.

(b) Es sei X = QX eine Gruppenklasse, so daf fiir jede endliche
Gruppe G die Faktorgruppe G|3x(G) nach dem X-Residuum 3x(G) wieder
eine X-Gruppe ist. Dann ist fiir jede lokal endliche Gruppe H die Fakior
gruppe H|3,(H) nach dem LX-Residuum 8;4(H) wieder eine LX-Gruppe.
Dabei gilt 5; = 31_3.
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BEWEIS. (a) Es seity die gemi8 Lemma 2 (a) und Satz 9 (c) gebildete
radikale Regel auf der Klasse der lokal endlichen Gruppen. Ist H
eine lokal endliche Gruppe und U eine endlich erzeugte und damit
endliche Untergruppe von tg(H), so gilt

Da trivialerweise 14(U) in U enthalten ist, stimmen U und tg(U)
iiberein, also ist U eine X-Gruppe. Daher handelt es sich bei tg(H)
um eine lokale X-Gruppe.

Ist N ein lokaler X-Normalteiler von H und 7 ein Element aus
2, wobei X ein lokales System endlicher Untergruppen von H ist,
80 liegt NN T normal in T. Da N N T als endliche Gruppe eine
endliche erzeugte Untergruppe von N ist, handelt es sich bei N N T
um einen ¥-Normalteiler von 7T, woraus sich sofort N N T Cry(T)
ergibt. Es folgt NN TC NN rx(T) Wir erhalten

N:NnH:Nn(SLEJzS)=Nn(SUE(THESr\T))
SCT

—yU(n@nsam)cy (0 Wnsnum)

TeX TexX
sCr sCr

=Nn (SQY (sTrc]fiS A tx(T)))

= NNrtx(H).

Da trivialerweise N N rx(H) in N enthalten ist, gilt N N 1x(H) =
und damit N C 1g(H).

(b) Es sei 8y die gemidB Lemma 2 (b) und Satz 9 (c¢) gebildete
koradikale Regel auf der Klasse der lokal endlichen Gruppen. Ist H
eine lokal engliche Gruppe und U eine endlich erzeugte Untergruppe
von H/3.(H), so gibt es wegen der Endlichkeit von U eine endliche
Untergruppe U von H mit U3y(H)/3x(H) =U. Wegen U =~ U/U N
N éx(H) und U N 34(H)234(U) ist U ein eplmorphes Bild von
U/34(U). Da U[34(U) = U[8%(U) eine %- -Gruppe ‘ist, muB auch U
eine X-Gruppe sein.

Ist N ein Normalteiler von H, so dal H/N eine lokale X-Gruppe.
ist, und ist § ein Element eines lokalen Systems X, das aus endlichen
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Untergruppen von H besteht, so ist die Gruppe S/S NN wegen
88NN ~8N/NCHIN eine X-Gruppe. Es folgt 34(8)C SN N.
Wir erhalten schlieflich

N=NnH=Nn(US):S[EJZ(NnS)QSLEJZQx(S)zix(H).

SeZ

Damit ist Folgerung 11 vollstindig bewiesen.
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