RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

FRANCESCO MARTELLO
Semigruppi di traslazioni nello spazio L' ([—r,0],X)

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 72 (1984), p. 307-317

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1984_ 72 307_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1984, tous
droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1984__72__307_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/
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Semigruppi di traslazioni nello spazio L'([—r, 0], X).

FRANCESCO MARTELLO (*)

SuMMARY - In this paper we characterize the sets D, such that the operator
A:D,C WY ([—r, 0], X) > LY([— 7, 0], X), Au = — v’ i8 accretive then we
use this characterization in order to prove that, if A is m-accretive in
LY([—, 0], X), it generates a semigroup of translations in LY([— 7, 0], X).

Introduzione.

Lo studio delle equazioni funzionali mediante il metodo dei semi-
gruppi di operatori fa rientrare la teoria di tali equazioni nell’ambito
della teoria generale delle equazioni differenziali astratte in spazi di
Banach. Qui il legame con ’equazione funzionale si traduce in condi-
zioni sul dominio D, dell’operatore A: D,cY ->Y, Au = —u'y con Y
spazio dei dati iniziali. In tale studio si incontra il problema di provare
che loperatore A, supposto m-accretivo, generi un semigruppo di
trasglazioni. Cosi i semigruppi di traslazioni vengono ad avere un ruolo
essenziale in questo tipo di questioni.

A. T. Plant ha dimostrato che in C([— r, 0], X) I’operatore derivata,
supposto m-accretivo, genera sempre un semigruppo di traslazioni [4].
Lo scopo di questo lavoro & dimostrare che lo stesso operatore, supposto
m-aceretivo in L'([—r, 0], X), & generatore di un semigruppo di tra-
slazioni in L([—r, 0], X).

Questo risultato era gia stato provato da R. Villella Bressan in un
caso particolare, ottenuto a partire da una equazione funzionale con
dato iniziale in L!([—7, 0], X)[6]. Il metodo seguito consisteva nel

(*) Indirizzo dell’A.: Via Piave 29, 35043 Monselice (Padova).
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mettere in relazione il semigruppo generato da A in L([—r, 0], X)
e quello generato in C([—r,0],X) dalloperatore 4, D;=D,N
N CY([—r,0], X); qui si dimostrera che tale metodo pud essere esteso
al caso generale. Una tale estensione & stata possibile dopo aver trovato
una caratterizzazione per ’accretivitd in L!([—r, 0], X) dell’operatore
derivata, valendoci a tale scopo di alcuni risultati in [1] e [5].

Preliminari.

In questo lavoro si suppone (X, | -|) spazio di Banach, L*=
= L([—7, 0], X) lo spazio delle funzioni da [—7, 0] in X integrabili
secondo Lebesgue munito della norma

0
Juls=[luias e Wir=Wr(—r,0],X) =
-t

= {u€ L': u assolutamente continua, u' esiste g.o. e u’ € L'} .

Si considera P’operatore A: D,c L' — L* cosi definito:
(1) Ap =—¢' D,cwut,

Diamo ora sinteticamente definizioni e risultati di cui ci serviremo piu
avanti (vedere [1], [7]).

DEFINIZIONE. Se B ¢ un’operatore (in generale a pitt valori non
lineare) su X allora B -} «I, « € R, é accretivo se per ogni coppia z,,
@, € Dg, ¥y, €Bx,, y, € Bz, si ha:

.
max {0, o}’

1
|2, — .| T 2y —®, + Alys—.)| con 0< A<
Si dice che ¢ m-accretivo se in piu vale:

R(I-+AB)=X per ogni 1:0 <A< 4,4, suff. piccolo.

Si ha anche quest’altra definizione equivalente di operatore accretivo:
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PRrOPOSIZIONE. Un operatore B su X é& accretivo se e solo se per
ogni x,, %, € D3, ¥, € Bx,, vy, € Bz, si ha:

D |2, — 2| (41— %) >0 .
DEFINIZIONE. Sia D un sottoinsieme chiuso di X. Una famiglia di
applicazioni T(t): D — D, >0, & un semigruppo di tipo w, w € R, se:
i) TO)x =« per ogni xeD
il) T(t+ s)a =T(@)T(s)x per ognit,seRt e xeD
iii) T(-)x: R+ — D ¢& continua per ogni x €D

iv) [|T(t)a —T(t)y| <exp[wt] [*—y|, o €R, per ogni teR*,
z,yeD.

TEoREMA (Crandall-Liggett). Se B & operatore m-accretivo, allora per
ogni xe Dy esiste lim (I - (t/n) B)—™x e posto T'(t)x=lim (I 4 (t/n)B)"x

n— + oo n—>+ oo

T(t) & un semigruppo non lineare continuo in Dj.

DEFINIZIONE. Sia D un sottoinsieme chiuso di L* e {T'(t): D — D,
>0} sia un semigruppo di operatori non lineare continuo. Se per ogni
@ €D esiste una funzione

x:[—r, + co[>X tale che: T(t)gp ==, per ogni (>0,
si dice che {T(?):t>0} & un semigruppo di traslazioni in L.

Ricordiamo che x,€ L' denota la storia di #(s) al tempo ¢ cioé:
x(0) = x(t + 0) q.0. —r<0<0, (si veda [3]).

1. Accretivita in L'

In questo paragrafo diamo una caratterizzazione degli insiemi D,
che rendono 1'operatore (1) accretivo. Precisamente proviamo che:

PROPOSIZIONE. L’operatore 4 + ol, « € R, & accretivo se e solo se
per ogni u,, u, € D, 8i ha:

[[241(0) — () | — [[ths(—7) — tho(— 1) || <oty — ws .
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La dimostrazione ¢ una conseguenza dei Lemmi e della Proposizione
che seguono.
LEMMA 1.1. Se u € W1 gllora
0
d a
gluoler o |2 juw]dt= [u)] — Ju—n].

—-r

Dim. Poiché € W, u e |u| sono assolutamente continue, pertanto
(@/at)||u(t)| esiste q.o0. e

0

d
[ 3 war= fuco)] — ju—n].

-r

LEMMA 1.2. Se u e Wb allora é:
’ d .
Dlu(t)||w'(t) = Fr [u(t)|q.0. in [—r,0].

Dim. Supponiamo che in #, esistano sia la derivata di u(t) che
quella di [u(t)]|. Allora é:

e + B) || — lutta) | [lwlte) + B/ (t) | — |u(to)|
h h

lutto + h) | — [uto) + Bau'(2,)|]
L

< "“(to -+ h) —u(t,) — hu’(to)” —
h |R|

ullo + b) —ul) _

h

2% 0.

(%)

Pertanto in ¢, esiste D|u(t)]|u'(t,) e si ha:

Dt [t = (3 o)

t=t,,.
ProOPOSIZIONE 1.1. Se w e Wbt gi ha:

Dluly(— ') = Jlu(— )| —[u(0)] .
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Dim.

w—hu'll, — ||u
Dyfului—w) = im =Pl
h—0*

= lim
h—0+

[
f () — hu’(}f) | —=lv®] 4

Ora osserviamo che:

llu(t) — o' (0) | — (@) l
h

<|w'(t)] € L*
applico quindi il teorema della convergenza dominata e si ottiene:

llu) — N — [u(®)

Mg —

D, Jufu—u) = f lim

h—0+

:fD+||u(t)|1 (—u'(t)dt = — f Dju(t)| (w'(t)) dt =

0
d
= —[ I @t = ju—n ] — o]

In modo analogo si trova che: D_|u|s(— ') = |u(—7)| — |«(0)].
Quindi si conclude che: Dl|ul,(—u') esiste e D|ufy(—u')=

= Ju(—n] — [w(0)].
COROLLARIO 1.1. Se uwe W%, per ogni a € R &:
Dfjufy(ou —w) = [u—n)] — [w©)] + alu]..

Dim.:

D, Jullon — w) < D, Jula(ow) + D Jul—w) =

— afuls+ (Jut—n)] — JuO)]) ,
D_{ululot — w) < D_ufslaw) + D_Jul(—w) =

— aful+ (Jut— ] — [wO)]) ,
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ed infine risulta: Du|,(cu—u') = [u(— r)||-—~||u(0)|| + ofu),. Come
conseguenza dei risultati precedent1 infine si ha:

ProPOSIZIONE 1.2. L’operatore A + oI, « € R, & accretivo se e solo
se per ogni u,, u,€ D, 8i ha:

"ul(o) - uz(O)” - "ux(—‘ 7) — Ug(—7) " <°‘”u1_ u2"1 .

2. Semigruppo di traslazioni in L.

Lo scopo di questo paragrafo & dimostrare che se 1’operatore A + oI,
a € R, & m-accretivo in L! allora il semigruppo da esso generato nel
senso del teorema di Crandall-Liggett é un semigruppo di trasla-
zioni in L%,

Indichiamo con ¢ = C([—r, 0], X) lo spazio delle funzioni continue
da [—r,0] in X munito della sup-norma:

lolo= sup Jo@)], con Cu= (C([—r, 0, X), |-]o)

dove: |@flo= sup exp [— w8]|p(0)] e con A il seguente operatore in C:

—r<0<0
A4:D,~C Adp=—¢' D,=D,nCY—r,0],X).
PROPOSIZIONE 2.1. Se A + «f, x€ R, & m-accretivo in L' allora
A + wI & m-accretivo in C» per w>max {0, a}.

DiM.: Sia ve 0, per ipotesi esiste un u € D, tale che u = (I 4 A4)~'v
da cui: v =4 —u' quindi ¥'eC, ueD,CC* e u = (I + AA)*v. Per-
tanto R(I+ A4) = C, per 1 sufficientemente piccolo. Siano ora
ty, Uy € Dy =D, N C* e v,= (I + Ad)u;= u;— Auy, i =1, 2. Poniamo
U= uU—Uy, ¥ = 0,— 0, € quindi v = w — Au’. Si ha:

(O] <ut—n)] + s <exp [ 7] uo)) +

n f expl(=r =8 o g 4 a]|u|]1<exp[ ] Ju(0)] +
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exp [—rw] — exp[—r/l]_l_ma,x{oc, 0} lo],<

+ [o]le 2] —ex
= [ ] J(0)] + o] ZRL=TOI T SXPLZTIAL
-+ maXx {dy 0} ” " ( exz[_ /,-w]) '

Quindi si ottiene:

(1 exe [5]) rworn < ol

. [exp [—rw]—exp[—r/A]

max {«, 0} 1 — exp[—rw]
1—w )

1— Ao w

_l_.

Ora se a<0 si ha:

(1 — exp[—7/A]) [u(0) | < o]« (1 5 [1; "y

da cui:

exp[—rw] —1
1— Aw )

1 1 exp[—ro]—1
Ju0)]| < “”"“’(1 — lw + 1— Aw 1— exp ["‘7'/}*]) '

Poniamo

1 exp[—ro]—1
1— 2w 1l—exp[—r/A]

<0

da cui segue >0 e Aw < 1. Quindi se a<0, w>0, Aw < 1, Poperatore
A + oI & accretivo in C, [5].
Sia ora a«>0:

(1— exp[—7/2]) [u(0)] < [[v]o-

.[exp [—rw] —exp[—7r/A] o l1—exp[—ro]]
1—Aw +l——loc () ]_

— I [60(1 — Ao)(1 — exp [—7/4]) + (¢ —o)(1 —exp[— rw])] _
® o(1l — Aw)(1 — Ax) -

_ 1—exp[—7r/A]) | (x—w)(1—exp[—rw))
_“"""’[ T—do T ol—ie)d— i) ]
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Quindi infine si ha:

oL—w l—exP[—’rw]
[[w(0)] < Ilvllw[ o(1— Aw)(1— Ax) 1 — exp[— r/l]]
Poniamo:
o—w 1—exp[—rw]

<0

o(l — Aw) (1 — Ax) 1 — exp [— /4]
che equivale a:

oa°U—aw

(%)

La (%) & verificata per w>a, con 0 < Aw < 1.

Pertanto se & > 0, w>a, 0 < Aw < 1 'operatore 4 4 wI & accretivo
in C, [5]. 8i conclude allora che per « € R, w>max {0, o}, 0 < Ao < 1,
Ioperatore 4 + wI & aceretivo in Cy.

PROPOSIZIONE 2.2. Sia A + «l, « € R, m-accretivo in L, allora per
ogni ye € &: lim [y — (I + 24) [, =0

Dim.: Sia ye C e y, €D, si ha:
ly — (I 4+ 24)2p[i <[y —p1— U+Mﬁw+ﬂ+M)%L

+ lvr— (I + A4)29, |, poiche |y, — (I + 24)"19,[,2=2>0 si tratta
quindi di dimostrare che:

v — 91— (I + A4) 2y + (I + A4) 1y, |, 222>

Siano ¢, ¢, € D, tali che: ¢ = (I 4+ 24)*y e ¢, = (I + AA) "y, e po-
niamo: ¢ = ¢ — ¢, § = v — y,. Consideriamo poi 'operatore 4, cosi
definito: A,p = —¢', DA,= {p € Wh1: (0) = 0}. Si ha:

V]
ld
I~ 1= 701 —exo [ 2] o[ 2= e |
[}

exp[] “+||w (I + Ao <

<4me[]Xw A+ 2 )+l — 2 -+ 20l
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Osserviamo ora che:
Ip—nl <exe [ i1 +
max {o, 0} |
+ 2 e[S 1l + 19 (1 — exp [5]

- - ) 0 — }b -
Il <o+ Tt BT g,

da cui:

Percid tornando alla disuguaglianza iniziale si ha:

15— #l<(1—exp[ 7] 190+

A max {a,

0
4 Amax e O 5 45— @ + 2402

Poiche |y|s< + oo e |y]i< 4 oo quando faccio tendere i a zero
il membro di destra va a zero e si conclude.

COROLLARIO 2.1. Se A + al, a € R, & m-accretivo in L allora D,
é denso in L.

Dim.: Per la proposizione precedente ¢'C D, e poiché C & denso in
L* 8i conclude che D,= L.

OsSERVAZIONE. Come conseguenza della proposizione 2.2 si ha
anche la densitd in L' di D, cioé: D, = L. Infatti per ogni y e C,
I+ AA) =TI+ A1y eD < qulndl per la proposizione 2.2, CCD-
e 8i conclude come nel corollarlo precedente.

TeEOREMA 2.1 Se A + «l, x € R, & m-accretivo in L* allora il semi-
gruppo {T(t):t>0} generato da A & un semigruppo di traslazioni.

Dmm. Per la proposizione 2.1, A + «I m-aceretivo in L! comporta
A 4 oI m-aceretivo in C» per »>max {0, o}.

I1 semigruppo {T'(t):1>0} generato da 4 & un semigruppo di tra-
slazioni [4], quindi per ogni g € D: si ha:

@(8) —r<8<0

Ttyg—& >0 ove #(s) = { T(s)p(0) §>0.
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Per ogni pe D, si ha: (I 4+ 24) 9o = (I + }../T)—lqy e quindi:

T(t)p = (€) —lim (I +- A) = (L') —lim (I + - A) p=TH)p.

fn—>oo fn—>oo

Poiché y,-% y implica 1p,,—> V.
Quindi per ogni ¢ € D, &: T() Vg = T(t)q:

Sia ora ¢ € L', per 'osservazione precedente D- & denso in I' e
quindi esiste una successione (¢,),cx, @n€ D; tale che @2 @ e quindi:

1) T(t)<p,,—> T(t)p per ogni {>0.
Poiché T(t)g, = T(t)@, la funzione

@n(8) —r<s<o0

aln(s) = { T(s)ga(0)  §>0

¢ tale che T(t)g,= @ per ogni t>0 [4].
Definiamo adesso la funzione seguente:
p(8) —r<s<0 q.o.

Z:[—7r, Foo[>X, a(s)= { T(kr)p(s—kr) (k—1)r<s<kr

per cui risulta: T(kr)p = a,, k€N.
Si tratta di dimostrare che T'(f)p = x, per ogni {>0.
Sia (k—1)r<t<kr, keN.
Risulta:

17 —ad.<|TC)e—T() %llx + o —a ] =

= | Tt g — T(®) pall + f la(t + 6) —a(t + 6)]| a6 =

t
— (per ¢+ 0 = )| T(t)p — T(t) pus + f ™) (s) — @(s) | ds <

i—r

kr
<|T® 9 — TO uls + () — w(s) | ds =

(k—2)r
= [|T(&)p— T(#) @], + | T((k —1)r) @u— T((k —1)7) @], +

q.0.

+ | T(kr) pn— T(kr) s .

Da (1) segue subito che |T'(t)p — [, = 0 come si voleva.
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