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REND. SEM. MAT. UNIV. PADOVA, Vol. 72 (1984)

Operatori differenziali a coefficienti costanti
di tipo iperbolico-(ipo)ellittico.

GIUSEPPE ZAMPIERI (*)

Introduzione

Dato un operatore differenziale a coefficienti costanti P = P(D)
in R~ si vuole individuare la condizione algebrica sul polinomio asso-
ciato P = P({), {€Cn che caratterizza l’esistenza di soluzione ele-
mentare ultradistribuzione con supporto singolare contenuto in un cono
proprio. IL’analogo problema per soluzioni distribuzioni, risolto da
Fehrman in [1], porta ad individuare una classe di operatori instabile
rispetto alle perturbazioni con termini di grado inferiore. Trattando in-
vece il problema sulla classe delle ultradistribuzioni si provera che la
caratterizzazione algebrica verte soltanto sulla parte principale P, di P.

D’altra parte localizzando la nostra ipotesi algebrica attorno alle
caratteristiche reali unitarie di .P,, si ottiene una condizione di locale
iperbolicita rispetto ad una direzione simultanea per le varie localiz-
zazioni. Si sarebbe allora tentati di lasciar variare tale direzione e di
passare quindi alla pit vasta classe degli operatori localmente iperbolici
per i quali é ancora possibile provare ’esistenza di soluzioni fondamen-
tali microlocali con singolarita contenute in coni propri.

Tuttavia anche se questo punto di vista & pil raffinato e porta tra
Paltro a considerare distintamente le singolaritd delle soluzioni micro-
locali anziché complessivamente quella della soluzione elementare, non
8i & ancora completamente chiarita in tal caso la necessita delle condi-
zioni algebriche localizzate.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Analisi:dell’UniversitéJ, Via Belzoni 7,
35131 Padova, Italia.
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Tornando alla situazione precedente si provera che

P ammette soluzione fondamentale ultradistribuzione con supporto
singolare in un cono proprio (contenuto, all’eccezione del vertice, in qualche
semispazio aperto {x: {x, &) > 0}) se e solo se la sua parte principale P,
soddisfa per qualche costante C la condizione

(0.1) P&+ t)) =0, & reale implica
Im¢ =0 oppure Imit|> C & + Retd|.

11 risultato puod essere ulteriormente precisato affermando che la
singolaritd della soluzione elementare & contenuta in un cono proprio
e convesso I'™ se e solo se P verifica (0.1) rispetto ad ogni (co)vettore
nel'={{n,n*> >0 Vr* e I*™\{0}}.

11 teorema si consegue provando innanzitutto che nell’ipotesi (0.1)
il numero degli zeri reali ¢ di P,(& 4 t3) = 0 & costante rispetto a
£ e R* non parallelo a #; lo si denotera con p. Si individua poi la per-
turbazione determinata nella (0.1) dai termini di grado inferiore di P;
si prova che p zerit di P(£ + t#) = 0 verificano [Im ¢| < C'|§ + Re td|Ve,
o = p/(p —1), almeno per |£ + Re | sufficientemente grande, mentre
irimanenti continuano a soddisfare la seconda alternativa di (0.1) pur
di contrarre eventualmente C (Lemma 1.3).

Si dimostra quindi il teorema annunciato per ultradistribuzioni di
classe p{@" seguendo la traccia di Fehrman relativa al caso o = oo
utilizzando essenzialmente il teorema fondamentale di Komatsu sulla
rappresentazione locale di ultradistribuzioni come somme infinite di
derivate di misure.

Si passa infine a caratterizzare gli operatori che hanno soluzione
fondamentale in @ con I')-gupp sing, (c<< o generici), in un cono
proprio contenuto, eccetto il vertice, nel semispazio {x, ¥y > 0.

La proprieta algebrica che li caratterizza, che sara detta (o-)iperbo-
licita-(o-)ipoellitticita, consiste, per certe C' e C” e per un intorno co-
nico I's 9, nell’implicazione

(0.2) & treali,nel' N8, C'|EMe<t<< O"|E|Mo= P& —ity)#0,

(ove 81 = {j¢] = 1)).
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Naturalmente per o =1, (0.1) e (0.2) sono equivalenti e si ri-
trova cosi la caratterizzazione precedente (che gia era stata data da
Kashiwara sulla classe delle iperfunzioni).

1. Condizioni algebriche per la regolarita analitica della soluzione fon-
damentale al di fuori di un cono proprio

Si osservi innanzitutto che nella Condizione (0.1) sugli zeri della
parte principale di un polinomio, la lunghezza dei covettori & & del
tutto ininfluente cosi pure come lo e la loro orientazione.

Percid sard pit conveniente introdurre la normalizzazione di R»
nella sfera » — 1 dimensionale 8! e considerare la (0.1) come pro-
prietd rispetto a direzioni non orientate 4 J € §»1.

DEFINIZIONE 1.1. Diremo che un polinomio omogeneo (di grado m)
P, ¢ iperbolico-ellittico rispetto a + & € 8! se verifica la (0.1).

In particolare scegliendo le coordinate in modo che # = (0, ...,1)
e denotando con {'= ({,, ..., {»_;) la variabile in C*-* e con { = ({’, {,)
quella in C» gi richiedera che valga per qualche costante C ’implica-
zione:

(1.1) P,y La) =0, 'eR =
Im {,= 0 oppure [Im¢,|> C(|¢'| + [Re.]) .

Sempre nell’ipotesi che P, sia iperbolico-ellittico rispetto a
+ (0,...,1) 8i ha

LeMmA 1.1. Il numero degli zeri reali £, di P,(L', L,) = 0 ¢ costante
rispetto a ' € R,

DiMOSTRAZIONE. Si fissi &€ Rn1 e si denoti con p il numero degli
zeri reali ¢, di P,(§',{,) =0 e con ¢ =m — p quello dei non reali.

Per ipotesi questi ultimi devono verificare I'inuguaglianza

ITm £,] > C(|€'] + [Re Z4]) > CIE'] -

Per la continuitd degli zeri esiste r<|£'|/2 tale che per |{'—&'|<r
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p zeri £, di P,({', {.) = 0 verificano [Im {,|<< C|¢'|/2 mentre gli altri ¢
verificano |Im £,| > C|&'|/2. D’altra parte, in base all’ipotesi, se 'R
allora ogni zero non reale {, di P,(,{,) =0 deve verificare
Im¢,.| > C)L’'| e quindi se si suppone |{'— &'| < r<|§'|/2, deve conse-
guentemente verificare [Im ¢,|> C|&'|/2. Percio il numero degli zeri
reali £, di P,({’,{s) = 0 & localmente costante quando {’ varia nell’in-
gieme (connesso) R*-! e quindi costante.

Vogliamo ora provare come con la Definizione 1.1 si generalizzino
i polinomi omogenei che si decompongono nel prodotto di un fattore
iperbolico e di uno ellittico il che legittima la denominazione che ne
abbiamo dato.

Introducendo anche dei termini di grado inferiore in P sussiste
infatti la seguente caratterizzazione.

Lemma 1.2. Supponiamo che la payrte principale P, di P sia iper-
bolico-ellittica rispetto a + (0, ..., 1) e denotiamo con p il numero degli
zeri reals G, di P,(L',Cs) =0, (' eRn. Allora si pud decomporre P({)
nel prodotto

P@) = p)q¢), CceCr

ove p ¢ q sono polinomi in {, di gradi p ¢ m — p rispettivamente, con
coefficienti analitici in ' quando ' vart in un intorno comico (troncato)
di R im C*1 della forma {|{Im {'| < e¢|Re {'|, || > r} e soddisfacent:
alle sequenti condizioni:

(i)  pht) =0, |'|>r, l'eRm1 = |Imi.|< O'|L/|2;
(i) g =0, [l'|>r, eR = [Imf,|>0"[].

DIMOSTRAZIONE. Proviamo quale perturbazione portino nella con-
dizione (1.1) i termini di grado inferiore di P. Si mostrerd che con
due nuove costanti ¢’ e C” vale 'implicazione:

P, L) =0, f'eR™1 = [Im,|> C"|¢'| oppure [Im¢,|< C'|¢/|=»
(ove si pud supporre p == 0 altrimenti P ¢é ellittico e il teorema & tri-

vialmente verificato).
Infatti la condizione (1.1) sulla parte principale P, da

(1L2) [Pl > FImE, P se feRet o Imlij< 1]

ove ¢ = |[P,(0,...,1)|(C[2)* e ove ¢ = m — p.
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D’altra parte
(1.3)  |P(Ly La) — Pu(ly La)|<€'|C|™* per qualche ¢’ (e per |{'|>1).

Sia allora P({', £,) = 0 con ('€ R*1 e si supponga provvisoriamente
|£'|>1. Dato che P, & normalizzato rispetto all’asse x, dovra essere
quindi |{,| < k|¢'| per qualche k; si ponga

/ 2)(m—1)/2\ 1/
gf:(ﬂl.ir;@_) T e oﬂzg,

Se fosse C'|¢'|"Yr<|Im {,|<C"|¢'| seguirebbe da (1.2) e (1.3)
[Py Ea)| > [Pu(’y Ea)| — |P(E'y Ea) — Pull’, Ea)| >

>20,(1+ kz)(m—-l)lz lC/ lm—l__ OII(CI’ :")lm—1>c/(1+ kﬂ(m-—l)/‘a# 0

il che & assurdo (ovviamente se si sceglie (" < ¢’ allora si pud tralasciare
I’ipotesi [{'|>1 e la conclusione in piena generality & data dal fatto
che per |{'| <1 risulta C"|{'| < C'|('|—s.)

Permettiamo ora a {’ di assumere valori complessi e confrontiamo
gli zeri {4;({")}i-1,..,m @i P({’,(,) come polinomio in £, con (' come
parametri con quelli {4;((')};—;,. . della sua parte principale P,.({’, {,).

Dalla (1.1) segue in virti della continuitd degli zeri di P, che Ve
esiste c¢. tale che se [Im {’'| < cc|/Re {’| allora:

p elementi dell’insieme {|Im A,(')[} sono < (¢/2)|l’| mentre gli
altri ¢ sono > (C — ¢/2)|¢’| (nell’ipotesi ovviamente che C>¢ senza di
che non si potrebbero separare i due insiemi precedenti).

D’altra parte se |{'| > r. per qualche costante r¢, allora ogni zero
dell’insieme {u;({’)} si trova a distanza < (¢/2)|(’| da qualche elemento
dell’insieme {4,({’)}. Se ne deduce che se |'|> 7. e |Im{’'|< ce|Re {’|
allora, pur di riordinare gli indici j e supponendo anche C>2e,

(1.4) Tmp;(C) | <ell'|, §=1,...,9;
(1.5) Imus (L) > (C—e)|l'|>ell’], j=p+1,..,m

Siamo quindi riusciti a separare, in certe ipotesi su ¢’, due insiemi
di zeri {, di P({',(s) = 0 ovvero abbiamo individuato in {|{'| > re,
Im ¢'| <t ce|Re &’'[} XxC due funzioni analitiche

D

P60 = [1(E—m@),  a't) = 1T a— us(2))

i=1 iZp+1
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in cui si sono raggruppati gli zeri che soddisfano rispettivamente la
(1.4) e la (1.5). B inoltre ovvio che P si decompone nel prodotto di
p ¢ q (a meno di una costante moltiplicativa P,(0, ..., 1) 5 0).

Si osservi infine che g soddisfa evidentemente (ii) mentre a rignardo
della (i) si noti che quando ' é reale i p zeri {u;({’)};-1,...,, che verificano
ITm p1,(¢")] <elt'], Verificano anche [Im p,(Z')] < C'[¢'|-1/s se &< C".
La dimostrazione ¢ completa.

Anche se & generalmente preferibile riferirsi alla (1.1) come ad
una proprieta globale degli zeri di P,,, tuttavia per certi usi converra
congiderarla come una condizione locale di iperbolicitdh dei germi di
P, attorno alle caratteristiche reali (unitarie). Sia allora &e 8!
con P, (&) = 0; si consideri la localizzazione P, definita come il primo
termine dello sviluppo di P, in £ come somma di polinomi omogenei.
Da (1.1) segue immediatamente che P, ¢ iperbolico rispetto a -+ &,
4 = (0, ...,1), e quindi, per un risultato classico, anche rispetto alle
direzioni in 4 I':N 8= ove -+ I denotano le componenti connesse
di + @ nellinsieme {5€R": P,¢(n) 5~ 0}. E rispetto a tali direzioni
risulta localmente iperbolico anche il germe di P,, in & (in base ad un
risultato di Géarding [2]). Se allora si prende P’intersezione rispetto a

& +I'= (| 4 I%, se ne deduce che i vari germi di P, nelle
{Pm(§)=0,8e8m1}

caratteristiche & sono localmente iperbolici simultaneamente rispetto
alle direzioni in 4+ I'N 81 o equivalentemente che P,, & iperbolico-
ellittico rispetto a tali direzioni. Essenziali nel seguito sono i seguenti
fatti provati in [1] e [2]. (a) I" & un intorno di #. (b) la condizione
di locale iperbolicita in & & localmente uniforme rispetto alle direzioni
+ne 4 I'en 8% (per il gid citato Teorema di Garding). Da cid si
vuol dedurre analoga uniformita della (0.1) rispettoa +ne 4+ I'n 81,
Considerando anche, pill in generale un polinomio con parte principale
P,, verificante (1.1) e denotando con -+ I'i coni ottenuti come sopra
abbiamo infatti

LevmA 1.3. Sia M un sottoinsiene compatto di + I' N 81, Bsi-
stono allora delle costanti C', C" tali che:

(1.6) EeR teR, C'Er<t|<C"|é]l, neM
implica

[P(& + itn)|>olE|"

(ove p ¢ il numero di zeri reali come nel Lemma 1.1).
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DivMosTRAZIONE. Come gia accennato P, & localmente iperbolico
in ogni & € 8» rispetto a ogni 4 ne M e quindi se [ eC" & piccolo
abbastanza, ma indipendentemente da -+ n € M, sussiste la fattorizza-
zione

Pog+ 0+ m) = 66t (e~ 2 m)

ove m: & la molteplicitda di P, in & ed ove gli zeri piccoli A,({,n) di
P (& + ¢ + ty) come polinomio di ¢, sono reali se { € R". G & continua
e risultando G(0, 0, ) = P,.s(n) = 0 se 4 n € M, ne segue che vale uni-
formenente su + ne M l'inuguaglianza: |P,(§ + ¢ + itn)|>ce [¢|™, pur-
ché ¢ e t siano reali e piccoli. Un ricoprimento della sfera unitaria da
allora V&€ R#: |P, (& 4 itn)|>¢' |&|e |t|? purché [t|<C” |£] (con C"<1).
Infatti me<p VE€ 81 e qulndl (1t1/1&])yme = ([t]/1£])> se [e|/|E] < C"<1.
D’altra parte |P(§ + itn) — P,(& + itn)] < ¢ || per quanche ¢ pur-
ché [t|<C"|§] (e purché |§|>1). Si conclude allora come nella prima
parte del Lemma 1.2.

Da (1.6) segue P,(n) % 0 Vne 4 I (cfr. le considerazioni che se-
guono il teorema 1.2); e inoltre segue che il numero degli zeri reali
t di P, (& + ty) = 0, £ € R* ¢ indipendente da # (oltre che da & non paral-
lelo a 5 secondo il Lemma 1.1) fintantoché ne 4 I'. Se infatti si
fattorizza

m

m(E_l_tn U(t“l E;"?)H(t—lj(&n))’ feR",f‘H\’I]

j=pp+1

ove si sono raggruppati separatamente i p, zerireali e gli m-p, complessi
(e pertanto verificanti |Im 4;(&, 7)| > C"|& + Re A,(&, n)y|, j=pn+ 1, ..., m,
localmente uniformemente in 7)) allora attesa la continuitd della di-
pendenza da #n degli zeri, si deduce che p, é localmente costante
rispetto a % e quindi costante. Si osservi infine che essendo ogni
+7ne 4+ I'n 8! non caratteristico per P, esiste di conseguenza
una costante k/2 per cui vale uniformemente rispetto a +ne M
V’inuguaglianza:

I<C, "7>l (1+ lnn(c ]) Se P(C) == 07 CEC",

ove my indica la proiezione lungo la retta -+ % sullo spazio lineare
n—1 dimensionale ortogonale a tale retta. Se quindi & € R* e [K§, n)|>
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>k(1 + |m(8)]) risulta
1.7) |P(& + itn)| > ¢’ (1 + |mal(&)])™

per qualche ¢’ indipendente da 4 ne€ M. Se d’altra parte |<&, n)| <
< k(1 + |mq(&)]) allora se [t|>C'(1L 4 k2)@-Dl22- (1 + |my(£)|)2-V» conse-
guentemente si ha [t|> " |&]+-Ve,

Allora mettendo assieme (1.6) e (1.7) risulta:

(1.8) EeR", teR,
C'(1 + k2)e-vies (1 4 |mn(8)]) < | < C" €], e M
= [P(£ + itn)|>¢" (1 + |ma(&)|)2.

Pasgsiamo ora a provare come la condizione (1.1) sulla parte prin-
cipale P,, di P caratterizzi l'esistenza di soluzione fondamentale di P
con supporto singolare in {x, > 0} U {0} ed anzi nel sottoinsieme conico
e convesso I™ di tale semispazio definito come {xeR": {x, n)>0 Vynel}.
Si noti come la nostra ipotesi verta solo sulla parte principale di P
il che avra come contropartita la possibilita di costruire una soluzione
fondamentale con singolaritd in I'* che ¢ soltanto una ultradistri-
buzione. Se pretendessimo che fosse una distribuzione dovremmo
rafforzare 'ipotesi come mostrato da Fehrman in [1]. Poniamo ¢ = (0,
«y1),6 0=7p/(p — 1) ove p éilnumero di zerireali di P,({', {,), ' eRY,
che pud essere supposto >1.

TEOREMA 1.1. Se la parte principale P, di P é iperbolico-ellittica
rispetto a + O allora P ammette soluzioni fondamentali E. con

suppsing B, c £ I'*, £ I'*cc{£ {»,9)>0}.

Tali soluzioni sono wultradistribuzioni appartenenti perlomeno al duale
dello spazio delle funzioni wultradifferenziabili a supporto compatto di
classe Y@,

DIMOSTRAZIONE. La costruzione mediante immagine reciproca di
Fourier ricalea quella classica per operatori omogenei e per corri-
spondenti soluzioni distribuzioni deducibile da [1]. Per ogni fissato
+ne £+ I'n 81 vale la (1.6) ed anzi tale condizione vale localmente
uniformemente su -+ 7. Se allora r & grande abbastanza perché ¢’ |£[e <
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<C")¢] V|§|>r, si scelga una funzione ¢(£) definita in {|§|>r} con
C'|E[Ve<t(&) < C"|E| che all’inizio si supporrd coincidere con la sua
limitazione sinistra. Si ponga D, = {£ F it(&)y; E€ R |E|>7} e si
definiscano

(1.9) Eli(p) = (2n)~ J‘(p;)(lf) . Veey@RY),

Dy

ove si ¢ denotata con ¢ la trasformata di Fourier di ¢. Gli integrali
(1.9) convergono dato che se supp ¢ c {|z|<T} allora per il Teorema
di Paley-Wiener per funzioni di classe ¢{, vale la stima |¢(— {)|<
<Cpc exp (TC'|E[Me — 2TC" |E|Ve) VT = & F iC'|E|Me 5. (11 caso o= oo
e quindi p@R") = DR") va invece trattato usando la stima
|p(— £)| < Ow|¢|¥). Risulta inoltre P E(p) = Ei(*Pp) = f $(—2)
dt, ove tP(D) = P(— D).

Dato che la forma @¢(— () df e chiusa in C* e dato che vale una
stima del tipo |§(— )| <ecexp(— ¢'|(['¢) almeno quando [Im {|<(C’
|Re |'e, allora muovendo il cammino di integrazione con la sostitu-
zione & F iC')E[Vey— £ possiamo concludere in virth del Teorema
di Cauchy che gli integrali (27z)—" f @(— {) d¢ differiscono da (2m)—™

f(p(— {) df = ¢(0) solo per degli lntegmh (27)—" f(p £)dl ove K

sono n-catene compatte limitate da oD,. Percu’) PE!. differiscono
dalla distribuzione di Dirac per delle funz1on1 analitiche intere h,
che sono precisamente le trasformate inverse di Fourier dei funzionali
analitici definiti dagli integrali su K. Si possono allora correggere
E. con delle soluzioni intere delle equazioni Pf, = h, (cfr. Teorema
di Malgrange di risolubilitd sui convessi) in modo da ottenere delle
« vere » soluzioni fondamentali B, = E, — f,.

Resta da stimare supp sing E, ovvero supp sing E,. A tal fine
si prendano @, €y con supp ¢, cC{{z, + 7> <O0}; risulterd allora
{®y +=m)<—¢ Vawesupp g, e di conseguenza

|p(— )| <cexp(—et(&) VIeD,, e per qualche ec.

Scegliamo ora (&) = C"|£]; il cambiamento di cammino d’integra-
zione & possibile, modulo analitiche intere calcolate su ¢, perché
nella zona intermedia ove C’[E|Ve<#(£)<C"|f| risulta |P|> ¢’ per
qualche ¢’ e inoltre |@.(— C)|<e exp (— e C'|[Y?). In definitiva per
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ogni multiindice « risulta

x 4 — ! o b3 — —n |C“0‘l|¢ (—C)l
|D*Bl(p.)| = |BL((— 1)1 Dagp )| < (27) DJ'——IP—(*CT—WCK

lal —eQ"
<(2n)_”f|C| cexpof eC '5|)IdCl<cu[a|+1la“.
Dy

Ne segue, attesa l'arbitrarietd di ¢, che F,_ hanno supporto sin-
golare contenuto nei semispazi {(x, 4 #)>>0}. Dato che possiamo
deformare 4 7 negli insiemi 4 I'MN 871 come assicura la (1.6) si
possono conseguentemente stimare le singolaritd di E,. con Pinter-
sezione rispetto a 7 di tali semispazi ovvero con i coni 4 I'*. La dimo-
strazione & conclusa.

Si potrebbe migliorare la conclusione del teorema e, assumendo
# = (0, ..., 1), mostrare che le soluzioni ¥, sono, per cosi dire, distri-
buzioni rispetto alla variabile z, ovvero appartengono a (@’ (R!)
D'(R).

Infatti tenendo conto della condizione (1.8) esse coincidono, modulo
analitiche intere, con le ultradistribuzioni:

— (D)1 $=90 (@) (Rn—1 R

(1.10)  Ei(g) = (27) P0) ai  VeeyR)DR),

Dy

ove D, = {¢ =& Fit(E)n; |§|>r, &) = O + &)/} ove C & data
da (1.8).

Si noti che gli integrali (1.10) convergono dato che se supp ¢ C
{lz|]< T} allora combinando la stima della trasformata di Fourier di
funzioni di classe y{® nelle variabili 2’ e di classe D nella variabile x,
risulta

[§(— &) < Cr,en(l+ |Ea|) ¥ exp (TC|E |Ve—2TC|E' MMe) VieD, e VN.

Passiamo ora a provare l'inverso del teorema precedente. E noto
che esistono partizioni dell’'unitd di classe »@, o> 1; di piu si pud
provare che ce ne sono di « asintoticamente analitiche ».

E cio¢ fissato un compatto K ccR* e un suo intorno £, si pud tro-
vare VNeN una funzione yyeyp® (2), yxv=1 in K, che verifica

|D* xN|<Cl"‘|“N(°‘| YV |a]<N

(con C indipendente da N).
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Il risultato & classico per funzioni di classe C* e l’estensione a
quelle di classe @ (con g > 1) & del tutto ovvia.

TEOREMA 1.2. Supponiamo che P abbia soluzione fondamentale E,
ultradistribuzione appartenente a y®’', 1< p< oo, con supporto singolare
contenuto in un cono proprio I'*. Allora per ogni parte compatta M c ' N
N 871 esistono costanti C' e C" tali che:

(1.11) Eet reali, & grande, ne M, C'|E|Ve<t<C"|E| implica
P& —ity) % 0.

DiMoSTRAZIONE. La dimostrazione si fonda sulla partizione del-
Punitd di classe y@ gid menzionata e sul Teorema di struttura locale
di ultradistribuzioni dovuto a Komatsu [5].

Sia yey®, y=1 in {|z|<R}, e supp xC {|z| < R 4 1}. Denotata
con 6 = §(x) la distribuzione di Dirac, poniamo F = ¢ — P(yF) che
¢ a supporto compatto e nulla in un intorno di 0.

Se allora % (€ @) risolve ’equazione ‘P 4 = 0 si ha

Deu(0) = {6, D2uy = <6 —P(yE), D*uy = <{F,D*uy ,
ove il crochet indica la dualitd fra 9@’ e 9@, Denotiamo con (I'*),
Pinsieme {x: d(z, I'*)<e} e con K il compatto {R—e<|z|<R-+1}N

N (I'*),e. Scegliamo ¢ piccolo abbastanza perché risulti

Hy(—n)<—c<0 VpeMnB8+~1 (ove Hy(—n) = sup{z,—n)).
zEK

Dato che avremo bisogno di controllare le derivate di y, scegliamo
2 = xn €y con le seguenti proprietd:

(1.12) v =1in {jz|<R} e supp gvC{lr|< R+ 1}
(1.13) xy = X1 in (™), (cioé é indipendente da N)
(1.14) |D* x| < CIFINI*l in REN(I'*);e  Vk|<N.

Una tale successione {y~}» puod essere banalmente costruita a par-
tire da una successione {y,}» con y,=1in {|jz|<R} e supp yy C {|jz| <
< R + 1} e verificante la stima (1.14) la cui esistenza & assicurata
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dall’osservazione precedente il Teorema. Basta sceglere allora ¢ di
classe p@ =1 in ([™*),e, supp ¢ C (I"*)se, © porre

=90+ 1 —¢)
Notiamo ora che risulta, indipendentemente da N,
(1.15) D* u(0)= {6 — P(yy E), D* uy = {F'y, D*u).

Andiamo a calcolare Fy su D* u ove u(x), # € R?, & una soluzione
esponenziale ¢~ %%, P(f) = 0. Nel fare il conto separeremo la zona di
singolaritd di Fly, contenuta in I'™* N {R<|z| < R + 1} in cui tuttavia
|u| 81 stima con un esponenziale negativo almeno quando Im e — M,
da quella ove E & analitica e quindi Fy & conseguentemente regolare;
resterd una zona intermedia in cui useremo sia la regolaritd di Fly sia
la stima con esponenziale negativo.

A tal fine prendla,mo tre funzioni Vi) i=1, 2, 3 di classe @ con

Z y;=1, supp ¢;C (F*)w SUpp ¥.C (I’*)4s\(I’*)e, supp ¥;C R™N\(I™*),,-

=

Deeompoma,mo {(Fy, D,u) nella gomma

(1.16) >y Fyy, D*u)y.

=1

Stimiamo il primo addendo renuto conto che yy= y, su supp ;.
Ricordiamo che per il Teorema di struttura locale di ultradistribu-
zioni [5] esiste una sequenza di misure {f}sen» @ supporto in un intorno
arbitrario 2 di supp y,F; che verificano, per certe costanti positive
le stime

Lisl
Bl

ove |[fs] = sup | [fo d»|/max |p|, in modo che y,F; si possa rappre-

Ifell < C

sentare come ZDﬂfﬁ Si pud allora ottenere la maggiorazione
18]=0

f feD*tPudx

I<¢1FN7 -Dm“'>|< le

< Y |fslsup [Dxtou|<
18 |8]=0 K'

0
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(ove il supremum & preso su K'= (I*),, N {R—e< |z|< R+ 1})

2 (Lg))e!
o &' 1 lal HK I .
ar oolﬂl' j¢2+#]exp (Hy(Im &) < Grl¢[ol exp (Hxe(Im D) > =g,

Si noti ora che si pud stimare

§ Ul _g (k)

1620 |B]le mle

(ove L'/L dipende dalla dimensione n)

oo /1, 1/o o 11/ 1/0\m\ o
Z= ((L ’QICI /) ) <( zo (L ;lf) g) ) — exp (QL' 1/g|¢-|1/9)

e quindi in definitiva
(1.17) K¢ Fy, D*ud|< Cy|C]l* exp (Hg (Im £) + oL’ Vel |Ve) .

Per stimare il secondo addendo di (1.16) si scelga wey@, w=0
in {|{#)]<R—¢} e w=1 in {jz|>R} e quindi in supp y, Fy.
Allora risulta

(1.18) Ky Fy, D3u)| = [Kwypo Fy, D*uy| = |CH, yntP(wy, D3u))| <
<0 3 sup [ Doy, (1-+[Z])" [¢]1 exp(Hx(Im D)),

I\m

ove K & (la chiusura di) {R—e< |2|< R 4 1} N (I™) N\ (L ™)e.

La stima (1.18) si spiega immediatamente osservando che E ¢é
analitica in supp y, N supp yx» (anzi in K) e notando che la successione
%y Puod essere scelta <1.

Il terzo addendo si stima usando I’analiticitd di E in R™\I'* che
implica per F la stima uniforme sui compatti di R*™\J"*:

(1.19) |Da B| < Clol+1 |o|!

Si scelga allora anche y;= v, » con la stima (1.14); cid obblighera
a prendere variabile anche y,= y,y mentre 1y, restera fisso. Dato
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che g,y =1 — 9,y — y, allora
[Dry, x| <CN™  V|a|<m

il che permettera di stimare il supremum all’ultimo membro di (1.18).
La stima (1.19) per E unita alla (1.14) per v,y € per yy con N sosti-
tuito con N + m da per la formula di Leibniz:

| D5, Fy)| = [D¥( 9o, P(yn B))| < Cloltmt3(N - )lalim
se |x|<N, e da cid si ottiene per qualche ¢<R 41
(1.20)  KpsnFy, Dxu)| < Claltmit (N  m)laltm exp (¢[Im¢]) V|| <N.

Si deduce allora da (1.15) e dalle stime (1.17), (1.18), (1.20), tenendo
anche conto della stima per il supremum nell’ultimo membro della
(1.18):

IE[¥ < Cle 1 exp (i (Im 8) 4 oL’ Wz ve) 4
+ CoN™(1+ [¢])™ [¢|¥ exp (Hx(Im £)) +
+ QF+m+1(N + m)¥+m exp (¢[Im {|) .
B evidente che se non esitiamo ad aumentare €, e a sostituire

K’ con K"= K U K', allora il secondo termine a destra pud essere
assorbito dal primo a.lmeno per |{| grande. Se ora si pone

ICl —1<N+m<g, '5'

se ne deduce, per |{| grande,
(1.21) 1< exp (He(Im L)+ oL Ve [£[Ue) + C exp (—¢[£[+ e[Im ) .

Se si pone allora { = & — itn con ne M N 8*~* in modo che Hg- (— 7)
sia negativo, se ne deduce che l'inuguaglianza precedente non pud
sussistere (e che quindi non pud essere P({) = 0), quando

C'lé[e<t< CTIE|

ove C' e (" dipendono dalle costanti ad esponente della (1.21). La
dimostrazione & conclusa.
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Se ora consideriamo il polinomio in ¢ P( 4 tn), n € I" allora fat-
torizzando lo possiamo scrivere, per qualche polinomio Q= 0 e per
una costante r<m,

P(E + tn) = Q) [T (¢t — w(0)

almeno nell’insieme Q(f) % 0. Se (1.11) é soddisfatta ¢ dev’essere
costante. Altrimenti se Q((°) =0 ma @ ({® 4 s£') # 0, seC, allora
almeno uno degli zeri ¢t = u;({° 4 s{') avrebbe uno sviluppo in serie
convergente di Puiseux attorno a s = 0 del tipo as~ (1 + o(1)), s —>0,
con b> 0. (Infatti il caso b< 0 Vj che darebbe P({°+tn) =0 Vit &
trivialmente escluso da (1.11).) Muovendo s—0 lungo una oppor-
tuna retta del piano € in modo che Im u;({° + s{*) = —(0"—¢)-
- |Re u;(C° + s¢Y)| (1 4 o(1)), s =0, troveremmo allora una contradi-
zione alla (1.11) non appena s & piccolo (e quindi |u;| & conseguen-
temente grande).

In secondo luogo dev’essere r — m perché altrimenti posto @ = ¢
e scelto £° con P,({°) % 0, dall’uguaglianza s"P,(l°) (1 + o(1)) =

=e¢(—1)" ]_[ 1(88,), 8 = cosi dedurrebbe che almeno uno degli zeri u;(sf,)
i=1

ha sviluppo di Puiseux attorno a oo del tipo as®(1 4+ o(1)), 8 — oo,
con b > 1. Si conclude quindi come sopra facendo tendere s — oo lungo
una conveniente retta. (In cid si & seguito strettamente il Lemma 1.4
di [1].) Si noti che per ottenere le precedenti conclusioni é essenziale
che (1.11) sussista non solo puntualmente in 9 ma anche uniformemente
in un intorno di % in 87-1; nel primo caso non si sarebbe sicuri che 7
& non caratteristico per P,,.
Comunque utilizziamo il risultato precedente e fattorizziamo

P(E + tn) = Palo) [] (6= (®) 5 Pulé + 1) = Pale) [ (1= 28)

Osservando che s~™P(s{ -+ sty) - P,(& + tn), s — oo, se ne deduce
che

8

{”——1‘85)} = {4 }-1,om 8 —>00.
i=1,...,m

Infine dato che per s grande (e per £ reale e non parallelo a 7),
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non puod essere
C"[s€ + Re uy(s8)7]te < — T pu,(s8) < O"}sE + Re u;(s8) ]
allora non pud essere, se non esitiamo a ingrandire C”:
0 < —Im A, (&) < C"|& + Re 4,(£)7).

Percid &£eR*, P, -+ ty) =0 implica oteR oppure [Imi|>
> ("|¢ + Reitn| ove O" & funzione (localmente limitata) di + ne 4
4+ I'n 81,

Sommando questo risultato col Teorema 1.1 si conclude

TEOREMA 1.3. P ammette soluzioni fondamentali (ultradistribu-
zioni) E, con supporto singolare contenuto im cont propri ¢ convessi
+ I'* se ¢ solo se la sua parte principale é iperbolica-ellittica rispetto
ad ogni direzione di + I' N 81,

2. Operatori iperbolico-ipoellittici

I precedenti argomenti servono anche allo studio della singolarita
di classe I'?, (0 > 1), di soluzioni fondamentali.

TEOREMA 2.1. P ammette soluzione fondamentale in y©@ con I'®-
supp sing, (1<o << p<00), contenuto in un cono proprio di {{x, ¥>> 0}
se ¢ solo se esistono un intorno conico I'3 9 e costanti C'y, C" per cui
(0.2) ¢ soddisfatta.

DIMOSTRAZIONE. La necessita della condizione algebrica segue da
ovvia variante del Teorema 1.2. Per la sufficienza si osservi che se
A'> 0y, A< (", I'"cc I risulta
(2.1) |P(&—itn)| > c|&],

se A'|§|Ve<t< A"|E|Mo, ne "' N 8™, |E]>1
(per qualche ¢ > 0 e per qualche numero razionale »).
Per provarlo faremo vedere innanzitutto che in tali ipotesi su ¢,

t e 7, il polinomio in 7, P(§ — 4ty 4 7n) ha gli zeri 7; che verificano

(2.2) r:] > ¢ |E}#, p>o0.
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(Con ¢ si stanno denotando differenti costanti.) Da P(§ + Re 7. —
— it —Imz,)y) =0, A'|E|Me <t < A"|E[Ve, segue infatti ¢ — Im 7, >
> ("l + Rerg|Y° oppure t—Im7;< |6+ Rerm[/e e quindi
Imz, < A"|EM°— O"|E + Re 7| oppure Im 7, > A'|E|Me— C'|E +
+ Re 7|2, Se quindi & |Re 7,| < ¢[§|, con ¢ opportuna, segue C"|E +
+ Rerm[V? > B"|£]/°, A" < B" < 0"; C'|E 4 Re tg|e < B'jE[Me, O <
<B'<A4’, e quindi Im 7, < — (B" — A")|§]''* oppure Im ;> (4’ —
— B')|&[e da cui l1a (2.2).
Da (2.2) segue che se |r|<<c¢|é]* allora

T—7T;
p <2m.

=1II

i

IP(éf — ity + )
P& —itn)

T

Applicando quindi le disuguaglianze di Cauchy alla funzione 7 — P-
(& — ity + ), (e ponendo PW(&) =ol*lP(£)/0€%, « € N"), si ottiene
la stima

(2.3) 2|¥P<a>(§—ztn)n jlat|<2m | P(E— mﬂz <c|P(&—ity)|.

e

Per mostrare come da (2.3)segua (2.1) osserviamo che un polinomio
Q(£), & € R, privo di zeri (reali) deve soddisfare per qualche razionale »:

(2.4) Q)| >e £y [E] = o0, (¢>0).

Si consideri infatti la funzione f(r) = inf |Q(&)| che pud essere riseritta
gl<r
come — f(r)* = sup — |@(§)[2 Usando allora il Teorema di Seiden-
|&]2—r<0

berg [6] e gli sviluppi in serie di Puiseux nella forma del Lemma 2.1
del’appendice di [3], segue f(r) = ¢'r* (1 + o(1)), r — oo, per qualche »
razionale; se ne deduce che vale (2.4) per ¢ = ¢//2. Analoga conclu-
sione si ha quando & appartenga ad un insieme di R* che possa es-
sere descritto mediante un numero finito di equazioni e disequazioni
f:(£) =0 con f; polinomi a coefficienti reali.

Applicando infine (2.4) al polinomio Y | > P@(& —itn)n*j!/e!|?

i lal=1

nelle variabili reali (&, #, t), (che ovviamente non si annulla mai quando

n € I'M 8*-1 perché altrimenti si avrebbe, identicamente in 7, P(& —
—itn + ) = 0), otteniamo (2.1) attraverso (2.3). (Sinoti che VI"cc I’
esiste I (I"cIccI') con I N 8" descrivibile mediante (dis)equa-
zioni algebriche.)
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Utilizzando infine (2.1) e ragionando come nel Teorema 1.1 si rico-
nosce che P ammette una soluzione fondamentale in y{’ con I'”-gupp
sing contenuto nel cono proprio I'*.
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