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Sull’additività dell’integrale.

RODNEY C. BASSANEZI - GABRIELE H. GRECO (*)

0. Introduzione.

Un integrale è un funzionale T : B - 10, + 00], il cui dominio B
è una famiglia non vuota di funzioni numeriche positive definite su
uno stesso insieme X, tale che (1) le funzioni a f, appar-

tengono a B per ogni f E B ed + oo) ; (2) T(0) = O e T è cre-
scente ; (3) T(t) = T( f na) -f-- T( f - f na) _ lim lim T(f -

n-+oo oo

- f/A(1/n)) per ogni f E B ed ogni a e 10, + oo).
Se a : ~’(X ) --~ [0, + oo] è una funzioni d’insieme monotona definita

sull’insieme delle parti di X (cioè oc(0) = 0 e a è crescente), y allora
+oo

il funzionale f- d a : [O, + oo]g -+ 10, + oo], definito &#x3E;
x x o

&#x3E; t~ dt, è un integrale, detto integrale rispetto alla funzione d’insieme
monotona a.

Viceversa è noto [8] che ogni integrale è la restrizione di un inte-
grale rispetto ad una funzione d’insieme. Inoltre l’insieme di tutte le
funzioni d’insieme che rappresentano un integrale è un intervallo,
rispetto all’ordine puntuale, che ha un elemento minimo e un massimo.

Quindi nel seguito non si mancherà di generalità se ci si limiterà
a studiare le proprietà degli integrali rispetto ad una funzione d’insieme.

Una proprietà che non genera nessun imbarazzo nella teoria clas-

(*) Indirizzo degli AA.: R. C. BASSANFZI: Istituto de Matematica, Uni-
versidade Estadual de Campinas, C.P. 6155, 13100 Campinas-SP, Brasil

(this author’s work was partially supported by the FAPE SP ) ; G. H. GRECO :
Dipartimento di Matematica, Università di Trento, 38050 Povo, Italia.
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sica della misura è l’additività. Additività che in generale non è vera
per gli integrali, definiti sopra. Si impongono pertanto alcune domande.

la) Quali sono le coppie di funzioni f , g tali che la seguente
uguaglianza (*) valga per ogni funzione d’insieme monotona a’

2’) Fissata una famiglia H di sottoinsiemi di X, quali sono quelle
funzioni d’insieme a che soddisfano (*) per ogmi coppia f, g di funzioni
H-misurabili?

38) Fissata una funzione d’insieme a, quali sono le funzioni f
che soddisfano la (*) per ogni funzione g?

L’oggetto di questo articolo è rispondere a 1*, 24, 3*, trarne alcune
conseguenze e rilevare le connessioni tra esse e altre nozioni presenti
in altri articoli.

I. Preliminari.

Con Rz si denota l’insieme di tutte le funzioni definite su X e a
valori nella retta estesa R; queste funsioni sono dette, semplicemente,
funzioni numeriche.

Sia f E RZ. Si dirà che la successione subconverge uniforme-
mente verso f , qualora valga :

TEOREMA 1.1. Siano f n, 9 gn, 9 t, 9 E (0, + oolx. Se le successioni

subconvergono uni f ormemente, rispettivamente, verso f, g,
+ subconverge uni f ormemente verso f + g.

Dimostrazione. Si è visto (vedi lemma 3.2 in [8]) che (1.1) equivale a:
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Usando questa equivalenza si può dimostrare facilmente quanto ri-

chiesto dalla proposizione..

Nel seguito si userà questa nozione di subconvergenza uniforme,
perchè vale il seguente teorema (vedi [8]).

TEOREMA 1.2. Siano f n, fE[O, -~- oo]x tali che per ogni 
Allora per ogni f unzione d’insieme monotona a su X si =

- lim f f n da uni f ormemente verso f..
~g

Sia H una famiglia di sottoinsiemi di X contenente l’insieme vuoto.
Una funzione f E [0, + oo]x si dice H-misurabile, se per ogni coppia
di numeri reali a, b E (0, + oo) con a &#x3E; b esiste H E H tale che ~ f &#x3E; a} c
c ,g c { f &#x3E; b} [7]. L’insieme di tutte queste funzioni misurabili è indi-
cato con il simbilo ~+(~, H). Le funzioni H-misurabili con un numero
finito di valori sono dette f unzioni semplici H-misurabili.

TEOREMA 1.3 [8]. Sia f E [0, -f -- oo]X. Se t è H-misurabile, allora
esiste una c 10, -~- o]- di f unzioni semplici Ii-misu-
rabili tale che {fn}n subconverge uni f ormemente verso f e per ogni n
Inoltre queste f n possono essere scelte in modo che le f unzioni siano
a valori interi..

L’insieme ~+(X, H) è un dominio di integrazione su X. Ricordiamo
che una famiglia non vuota B c [0, + oo]" si dice dominio di integrazione
su X, se

TEOREMA 1.4 [7]. Se H è un reticolo di sottoinsiemi di X, allora

Sia y : + oo] una funzione d’insieme monotona su X, cioè
H è una famiglia di sottoinsiemi di X, ~ E H e per ogni
.A, B e H con A c B. Se f e J6+(X, H), l’integrale « f f dy » di f rispetto

x

a y è definito dalla posizione ffd03B3 = f f doc, dove oc: P(X) -+ [0, -p 00]
x x

è una funzione d’insieme monotona su .X che estende y. Si verifica
facilmente che questa è una buona definizione, perchè non dipende
dalla estensione ~X di y che si sceglie.
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Sia B un dominio di integrazione su X. Una applicazione T:
B ~ [O, + oo] si dice integrale su X, se per ogni f , g E B e per ogni
a E [0, + oo) valgono:

Si dirà che una funzione d’nsieme monotona su X y : H - [0, + oo]
rappresenta l’integrale T, se

Ad ogni integrale T sono associate le funzioni d’insieme aT, PT:
~’(X ) -~ [0, + oo] monotone, definite per ogni A. c X da

Gli insiemi A tali che f3p(A) sono detti T-regolari. Indicata
con la famiglia di tutti gli insiemi T-regolari, la funzione d’insieme
~T : -4 [0, -E- oo] monotona è, per definizione, la restrizione di a~
(o, equivalentemente, di alla famiglia di insiemi 

TEOREMA 1.5 [8]. Sia T: B -4 [0, + oo] un integrale su X. Allora
la f unzione d’insieme ~T rappresenta T . Inoltre una f unzione d’insieme
monotona su X y : H - [0, -~- 00] rappresenta l’integrale T se e solo se

Infine per ogni H c ~’(X ), se B c ~+(X, H), a lora
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Si osserva che la proprietà (1.7) è verificata qualora si ponga
H = ~’(~) e y = OCp o quindi sia che !3p rappresentano
l’integrale T.

Inoltre notiamo che nel caso che T sia finito, cioè T ( f )  + o0

per ogni o, più generalmente, nel caso che per

ogni f E B ed ogni a E (0, + 00), la funzione d’insieme ~~: -+

-~ [Cy + oo], che per definizione è la restrizione di ~T a = ~A c X :
OCT(A)  + oo}, rappresenta l’integrale T.

2.1 Sul’additività dell’integrale.

Sia a : ~(X ) -~- [0, + oo] una funzione d’insieme monotona e siano
f , g due funzioni numeriche positive definite su ~. E si consideri la
seguente uguaglianza

Una prima domanda : « fissate le funzioni f e g, sotto quali condi-
zioni la (2.1) vale qualunque sia la funzione d’insieme monotona ~XY ».

Una seconda domanda : « fissata una famiglia d’insiemi H c 
e fissata la funzione d’insiemi a, sotto quali condizioni la (2.1) vale
qualunque siano le funzioni f, g E H) i ».

È evidente che queste domande hanno un senso, proprio perchè
la (2.1) non è in generale verificata.

Questi due teoremi rispondono alla prima domanda e, parzialmen-
te, anche alla seconda.

TEOREMA 2.1. ~Siano f , g due f unzioni numeriche positive definite
su X. L’uguaglianza (2.1) vale qualunque sia ~X, f unzione d’insieme
monotona su X, se e solo se per ogni a, b E (0, -~- 00) gli insiemi ~ f &#x3E; a},
{g &#x3E; b} sono confrontabili rispetto all’inclusione insiemistica (cioè uno
di essi è contenuto nell’altro).

TEOREMA 2.2. ~Sia H c un reticolo di insiemi, contenente

l’insieme vuoto e sia a : S(X) - [0, + oo] una f unzione d’insieme mono-
tona. Allora la (2.1) vale qualunque siano f, g E ~+(X, I-~), se e solo se
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Un semplice corollario di questo teorema 2.2 servirà a dimostrare
il teorema 2.1 ed una proposizione del prossimo paragrafo.

COROLLARIO 2.3. Sia H c una catena rispetto all’inclusione
insiemistica e sia a una f unzione d’insieme monotona su X. Allora la
(2.1) Vale qualunque siano le f unzioni f, g H-misurabili.

Un esempio in cui si applica questo corollario è il seguente.

ESEMPIO 2.4. Si ponga X = (0, + oo). Sia oc una qualsiasi funzione
d’insieme monotona su X . Allora per ogni coppia di funzioni 1, g:
X - 10, + 00] decrescenti vale la (2.1). Infatti le funzioni f, g sono
misurabili rispetto alla catena di sottoinsiemi di .X, composta da tutti
gli intervalli (limitati o no) che hanno come origine lo zero.

Un’altra conseguenza del teorema 2.2, via il teor. 1.5, è il seguente
teorema. Prima di enunciarlo, ricordiamo alcune ben note definizioni.
Una funzione d’insieme a : H - [0, + 00], definita su un reticolo di
insiemi H, si dice modulare, se vale la (2.2). Invece si dirà sotto-modulare
(risp. sopra-modulare) nel caso che la (2.2) valga qualora si sostituisca
« = » con c c &#x3E;&#x3E; (risp. con ~c &#x3E; &#x3E;&#x3E; ) .

TEOREMA 2.5. Sia T: B -&#x3E; [0, + oo] un integrale, definito sul domi-
nio di integrazione B c [0, + vale che

Allora valgono le seguenti proprietà :

(a) è un reticolo di insiemi, la funzione d’insiemi monotona ~~,
de f inita su (vedi fine del § 1 ), rappresenta l’integrale T ed è modulare;

(b) se una f unzione d’insieme y : I~ -~ [0, -f - 00], definita su un
reticolo di insiemi H, rappresenta l’integrale T, allora

Questo teorema 2.5 continua a valere nel caso che si sosti-
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tuisca (2.3) e (2.4) con le condizioni più forti:

Si può osservare che nelle ipotesi del teorema 2.5, le funzioni d’in-
sieme aT, rappresentano l’integrale è sotto-modulare e OCT è

sopra-modulare ed inoltre per ogni A c X risulta :

infine se B è chiusa per somme finite valgono, in virtù delle proposi-
zioni 4.4 e 4.5 di [8], le seguenti uguaglianze:

ed esiste h E B con h ~ f .

TEOREMA 2.5’. Sia T : B -+ [0, + oo] un integrale, definito sul domi-
nio di integrazione B c [0, -f-- oo]x, con le proprietà (2.3) e (2.4) del teo-
rema 2.5 e tale che

Allora valgono le seguenti proprietà:

(a) ~T è continua per successioni crescenti; cioè òt(H) = lim óT(.F~n),
quando H, Hn E 9tT e H n tH ; 

(b) la funzione d’insieme y : ~’(X ) --~ [0, -E- oo], definita per ogni
A E da
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rappresenta l’integrale T, è sotto-modulare, continua per successioni

crescenti, ed inoltre vale per ogni g E [0, -~- oo]g

OSSERVAZIONE 2.6 (sul teorema 2.1). Uno studio dell’uguaglianza
(2.1) si può riscontrare in C. Dellacherie [6]. In [6] si dimostra che la
(2.1) vale nel caso che a sia continua per successioni crescenti e le fun-
zioni f, g abbiano « méme tableau da variation ». Si dice che due fun-

zioni t, g, definite su uno stesso insieme X, hanno  méme tableau
de variation », qualora per ogni x, y c- X valga la disuguaglianza
(/(~)2013/(~))’(~(~)2013~(~))&#x3E;0; dove si conviene che (+ 00) - (+ 00) = o.
Si può osservare che il teorema 2.1 estende quanto dimostrato in [6],
perchè « due funzioni f, g hanno méme tableau de variation se e solo
se per ogni a, b E (0, + oo) gli insiemi {f &#x3E; a}, {g &#x3E; b} sono con-

frontabili ».

OSSERVAZIONE 2.7 (sul teorema 2.2). Connessioni tra i diversi

tipi di modularità di una funzione d’insieme e i corrispondenti integrali
sono state messe in luce per la prima volta da G. Choquet [5] e succes-
sivamente da altri autori (vedi [1]), nell’ambito della teoria delle

capacità. Il precedente teorema 2.2 e le proposizioni 2.9, 2.10, che
verranno eneunciate nel seguito di questo paragrafo, differiscono da
analoghi teoremi (vedi § 54.2 in [5]) per la semplicità delle dimostra-
zioni e per la mancanza di ipotesi di continuità sulle funzioni di in-
siemi. Si ricorda che una capacità è una funzione d’insieme monotona,
definita sul reticolo dei sottoinsiemi compatti di uno spazio local-
mente compatto, che è continua sulla destra [5]. Infine osserviamo
che le proposizioni 2.9 e 2.10 non sono una conseguenza immediata
del teorema 54.1 di [5], diversamente da quanto accade per i teoremi
analoghi del § 54.2 di [5]; infatti nel teorema 54.1 di [5] si dimostra
che ogni funzionale finito, definito su un cono convesso che sia un
reticolo rispetto alla sua usuale struttura d’ordine, positivamente
omogeneo e sotto-modulare (risp. sopra-modulare) è subadditivo

(risp. superadditivo); dall’altra parte per un reticolo d’insiemi H
il cono convesso H) è s  un reticolo rispetto all’ordine puntuale
tra funzioni ma non è, in generale, un reticolo rispetto alla struttura
d’ordine indotta dal cono convesso. Nonostante ciò la proposizione
2.9, per esempio, può essere dimostrata mediante l’uso indiretto del
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teorema 54.1 di Choquet, come il lettore potrà facilmente osser-

vare.

OSSERVAZIONE 2.7’ (sul teorema 2.2). Sia H una famiglia di insiemi
qualsiasi contenuta in ~’(.X) . Sia oc: ~’(X ) -~ [o, + 00] una funzione
d’insiemi monotona. Una condizione sufficiente affinchè valga la (2.1)
per ogni f, g E ~+(~’, H), è la seguente

(2.2’) è pure necessaria per avere

Infine notiamo che (2.2’) e (2.1’) continuano ad essere equivalenti,
qualora in essa si sostituisca il simbolo « = » con «  » oppure con

«&#x3E;?. N

OSSERVAZIONE 2.8 (sul teorema 2.5). Usualmente in analoghi
teoremi di rappresentazione degli integrali si privilegiano tra le fun-
zioni d’insieme che li rappresentano quelle che soddisfano qualche
tipo di «regolarità; si ricordino i teoremi classici di Riesz (vedi
anche [12], [13]). Al contrario nel teorema 1.5 si considera l’intervallo

Pp] di tutte le funzioni d’insieme che rappresentano un datoiin-
tegrale T, e si rivela l’importanza della funzione d’insieme rispetto
alle altre. Ciò significa che eventuali «buone » funzioni d’insieme

vanno ricercate in [aT, P,], e che eventuali condizioni di « regolarità »
di un integrale si riflettono su Si veda per esempio il teorema 2.5
e il 2.5’. Un altro esempio è oRerto dai teoremi 2 e 3 di [9]. Più preci-
samente in [9] si è dimostrata la seguente estensione del teorema 1
di [2] e del teorema 20 di [11]. « Sia B è un dominio di integrazione
su X contenente le funzioni f n g, - f /‘ g per ogni e B
limitate. Se l’integrale j- da è finito su B, e per ogni coppia di funzioni

x



258

f , g e B limitate vale

allora esiste una funzione d’insieme monotona f3 tale che ogni f e B
è oc-misurabile e jf da = f f dfJ per ogni f eB. Alla luce del teorema 2.5

x x

questo teorema di [9] si può migliorare, nel senso che esso continua
a valere, qualora si sostituisca la 1’) con 

’

per ogni f, g E B limitate. ·

Ora vogliamo dimostrare i teoremi enunciati sopra. In primo luogo
verificheremo il teorema 2.2 tramite le due proposizioni che seguono.
In secondo luogo si dimostrerà il teorema 2.1. Ed infine si verificherà
il teorema 2.5. e 2.5’.

PROPOSIZIONE 2.9. Sia y : ~ ~ [0, -~- 00] una f unzione d’insieme
monotona de f inita sul reticolo di insiemi H c ~’(~). Le seguenti condi-
zioni sono equivalenti:

(2.9) y è sotto-modulare

DIMOSTRAZIONE. Per ogni coppia di insiemi A, B E H gli insiemi
A n B e A u B appartengono ad H. Dalla definizione di integrale
si ha quindi + 99B) dy = y(A u B) + y(A r’1 B) dy +

x x

dy. Perciò valgono le implicazioni ( 2.11 ) =&#x3E; ( 2.9 ) e ( 2.10 ) +
x

~ (2.9).
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Dimostriamo che (2.9) ~ (2.10). Siano t, g E [0, -E- Sia ’9:
3’(.X) ~ [0, + oo] la funzione d’insieme monotona definita per ogni

da g(A) = inf ~y(,H) : :~ E I~, H D A}. Da (2.9) segue che ’9 è

sotto-modulare ; perciò dalle uguaglianze
.4. U

dt si ottiene

Ora se f, g sono H-misurabili, anche le funzioni f vg sono H-misu-
rabili, in virtù del teorema 1.4. Quindi la (2.~ 2) implica la (2.~ 0), in
virtù della definizione dell’integrale f - dy.

x

Dimostriamo che (2.9) =&#x3E; (2.]]). Anzitutto verifichiamo

n

A tal scopo si ponga h = 1 99H,. Per ogni numero naturale i &#x3E; 1 gli
2=1

insiemi {h&#x3E; i} appartengono ad H, poichè, essendo H) chiusa
per somme (vedi teor. 1.4), la f unzione h è H-misurabile. Perciò dalla
definizione di integrale rispetto a y si ha:

Ora usando ripetutamente (2.9) si ottiene
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Cosicchè la (2.13) è dimostrata. Ora siano f , g due funzioni H-misu-
rabili. In virtù del teorema 1.3 esistono due successioni di ~ f n~n, 
subconvergenti uniformemente, rispettivamente, verso f , g tali che

per ogni numero naturale n e tali che le funzioni 2"fn,
sono semplici H-misurabili e a valori in Z. Dunque per ogni cop-

pia di queste funzioni, in virtù di (2.13), si ha + 2ngn) dy c
Y

omogeneo, segue

Perciò passando al limite per n ~ -+- 00, dai teoremi 1.1, 1.2 si ottiene
la (2.11)..

PROPOSIZIONE 2.10. Sia y : H --&#x3E;lo, -~-- 00] una f unzione d’insiemi
monotona de f inita sul reticolo d’insiemi Le seguenti condi-
zioni sono equivalenti:

( 2.9’ ) y è sopra-modulare
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DIMOSTRAZIONE. Procedendo come nella dimostrazione prece-
dente si ottiene quanto richiesto. Notiamo solo che per la verifica
dell’implicazione (2.9’) =&#x3E; (2.10’) si può usare la funzione d’insieme y
definita da = sup ~y(.H) : H E H, H c A~ ; questa y è sopra-modu-
lare nel caso che valga (2.9’)..

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.1. Se per ogni a, b E (O, -E- oo)
uno dei due ~g &#x3E; b~ è contenuto nell’altro, significa
che la famiglia d’insiemi Ho = ~~ f &#x3E; a~ : a E (0, + oo)} u {{g &#x3E; a~ :
a E (0, + oo)} è una catena di insiemi, rispetto alla quale le funzioni
f , g sono misurabili. Quindi vale la (2.1) in virtù del corollario 2.3.
Per una verifica del viceversa sarà sufficiente dimostrare che esiste
una funzione d’insieme a, per cui non vale la (2.1), nel caso che la fami-
glia d’insiemi Ho, definita sopra non sia una catena. Si osserva che,
se Ho non è una catena di insiemi, esistono a, b E (0, -[- oo), xo , yo E X
tali che

Perciò indicata con oc la funzione d’insieme monotona definita per
ogni A da

si ottiene

sulta che la (2.1) non vale per la funzione d’insieme definita sopra. t

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.5. È evidente è sotto-

modulare e che aT è sopra-modulare. Quindi, essendo per ogni
coppia di insiemi A, B T-regolari risulta

Da cui si ottiene che è un reticolo di insiemi e che ò) è modulare.
Infine ò) rappresenta l’integrale T, in virtù del teorema 1.5. Cos
è conclusa la dimostrazione di (a). Ora verifichiamo (b). Anzitutto
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si osserva che, essendo óy modulare e B composta da funzioni che sono
misurabili rispetto ad dal teorema 2.2 segue che

Inoltre dal teorema 1.5 (vedi in particolare la (1.7)) risulta

poichè y rappresenta T. Quindi tenuto conto che aT, 1 (3T sono esten-
sioni di ò) e tenuto conto che ~+(~, H) è un cono convesso conte-
nente B, da (2.18) e (2.19) si ottiene la proprietà richiesta (2.5)..

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.5’. Per ogni g si indichi con T*(g)
la quantità che sta al secondo membro di (**). Il funzionale T*, defi-
nito su [0, + verifica le proprietà (1.1) e (1.2); inoltre soddisfa
pure (1.4) e (1.5), poichè è continuo per successioni crescenti (questa
continuità può essere provata mediante argomenti standard). Infine
verifica (1.3), perchè da una parte la disuguaglianza +

segue direttamente dalla definizione di T*, mentre
d’altra parte la disuguaglianza opposta segue dalla sotto-modularità
di T* in virtù del teorema 54.1 di [5] (questo teorema 54.1 di [5] af-
ferma che un funzionale omogeneo e sotto-modulare è sub-additivo).
In conclusione T* è un integrale. Perciò dal teorema 1.5 segue che

T*(g) d~3 per ogni g E [o, + oo]g, dove P è definita per ogni A E 
x

da = Inoltre, poichè T* estende T, la funzione d’insieme
03B2 rappresenta T. Quindi dal teorema 1.5 segue che la funzione d’in-
sieme fl estende öT. Dunque b, è continua per successioni crescenti,
perchè 03B2 lo è. Cos  si è dimostrata la (a). D’altra parte la funzione y,
definita in (b) estende b,; quindi y rappresenta T. Infine si può verifi-
care facilmente che y = ~8. Da cui si deduce ciò che resta da dimo-
atrare.

3. Un dominio di c-addività per l’integrale.

Sia /6[0y e a : ~’(X ) --~ [0, + oo] una qualsiasi funzione di
insieme monotona. Si indichi con A~ l’insieme di tutte le funzioni
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del tipo

dove n è un numero naturale, e bi , ci sono numeri reali tali che

+ oo, oo per ogni i.
Si dimostra facilmente che contiene f , che è un dominio di in-

tegrazione, un reticolo di funzioni ed un cono convesso; cioè

TEOREMA 3.1. Sia a : J (~) --~ [0, -E- oo] una funzione - monotona
00

ed f E [0, -~- Se una successione c è tale che ~ gn E u

U [O, + oo) g, allora n=1

00

Si osserva che senza l’ipotesi restrittiva « ! gn e A~ u [O, + », la
~=1

(3.4) non è in generale vera. Infatti si può considerare il seguente
esempio. Sia X = (O, -p la funzione definita da = x per ogni
x e (Oy + oo) ; e sia a la funzione d’insieme tale che = 1 e = O

per .X . Si ponga = per ogni x e X. Allora per
queste funzioni gn e A~ la (3.4) non vale.

Si nota pure che in generale non vale l’implicazione

Infatti si può verificare facilmente che, per una fissata funzione d’in-
sieme a, la continuità per successioni crescenti di ot è necessaria, affin-
chè la (3.5) valga qualunque sia f E [0, + oo]g.

Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo il seguente
lemma.
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LEMMA 3.2. Siano ai, bi, ci numeri reali tali che O + 00,
0 c ci  oo per ogni Si ponga per ogni t E 10, + oo] g(t) =

00

Se A è un sottoinsieme non vuoto di [0, + 00]
’G=1

tale che inf g  -f- 00, allora g(to) = inf g, dove to è l’estremo inferiore
di 

A

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA. Sia {tn}n c A una successione decre-
scente verso to, tale che g(tn)  + oo per ogni n; l’esistenza di questa
successione è assicurata dal fatto che inf g  + 00, essendo g crescente.
Dimostriamo che 

A

ciò sarà sufficiente per avere quanto richiesto dal lemma, perchè la
funzione g è crescente. A tal scopo si osserva che le funzioni hi N -
--~ [o, -~- oo], definite da hi(n) = ai(tnÅbi - tnÅCi) - ai(toÅbi - tOÅCi),
sono &#x3E; 0 e sono decrescenti al crescere di n ; qui si suppone che to ~ -~- oo,
in caso contrazio il lemma è ovvio. Quindi per ogni i E N esistono
dei numeri reali non negativi tali che

per ogni n; qui con 99,, indichiamo la funzione caratteristiva dell’in-
sieme dei primi k numeri naturali. Ora da (3.7) segue che

Da cui si ottiene che

Ma essendo ed essendo

si ottiene da (3.9) la richiesta proprietà (3.6).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.1. Sia Poichè ogni
funzione gn è misurabile rispetto alla catena a~ :
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a E (O, + dal corollario 2.3 segue che

In particolare se A è un sottoinsieme non vuoto di X ed la fun-
zione d’insieme definita per ogni B c X da « = 1, se B J A,
altrimenti ocA(B) = 0 », sostituendo in (3.10) la funzione a con a~,
si ottiene

Ora si supponga che 
«

1 oppure Allora dal

lemma precedente segue che

Quindi la successione. subconverge uniformemente verso

in virtù di (3.11) e (3.12). Perciò dal teorema 1.2 si ha

In conclusione da (3.13) e da (3.10) segue quanto richiesto dal teo-
rema.

4. L’addività e la modularità dell’integrale verso la misurabilità se-
condo Carathéodory.

In tutto il seguito a indicherà una funzione d’insieme monotona
su X. Un sottoinsieme A di X è detto misurabile secondo Carathéodory
rispetto ad a (in breve, oc-misurabile), se per ogni insieme vale

l’uguaglianza a(B) = cc(B n A) + a(B - A). È noto che la fami-
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glia /É« dei sottoinsiemi di X che sono a-misurabili è un’algebra d’in-
siemi. Le funzioni misurabili rispetto ad A« sono dette a-misurabili.

TEOREMA 4.1. Se f E [0, + è f unz2one 03B1-misurabile, allora

Si indichi la famiglia di tutte le funzioni del tipo 
dove a, b, c E (0, + 00) e b &#x3E; c.

TEOREMA 4.2. Sia f E 10, + oo]x tale che  -f - oo per ogni
h Allora ognuna delle seguenti condizioni : x

implica la a-misurabilità di t.

Si osserva che la condizione « f h da  + oo per ogni h E Bf » è equi-
x

valente alla seguente « &#x3E; t}  + oo per ogni t E (0, -(- oo) ». Essa

è evidentemente soddisfatta in ognuno di questi casi : «  + oo »,
o per ogni

b E (0, + 00) ». In questi ultimi due casi si hanno i seguenti due co-

rollari.

COROLLARIO 4.3. Sia !E[O, + oo]g tale che + 00.
Allora la funzione! è oc-misurabile se e solo se x
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COROLLARIO 4.4.

per ogni b E (0, -f - 00). Allora la funzione f è a-misurabile se e solo se

Inoltre vale la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 4.5.

sotto-modulare o super-modulare. Allora f è a-misurabile se e 

(4.1).

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.1. Verifichiamo la (4.1). Anzi-
tutto dimostriamo che

È facile notare che vale

Quindi se A è a-misurabile, si ottiene

Cosicchè la (4.6) è verificata. Ora in virtù del teorema 1.3, si sceglie
una successione in funzioni semplici subconvergente
uniformemente verso la funzione a-misurabile f, tale che per
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ogni n. Dalla (4.6) segue che per ogni g E [0, + oo]g vale

Quindi passando al limite per n ~ + oo, si ottiene la richiesta (4.1),
in virtù dei teoremi 1.1 e 1.2. La restante proprietà da verificare

segue direttamente dalla definizione di integrale e dal fatto che per
ogni insieme oc-misurabile A vale l’uguaglianza oc(A) + a(B) _
= «(A r1 B) + «(A u B), qualunque sia l’insieme B. ·

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.2. Verifichiamo che ognuna delle
condizioni (4.3) e (4.4) comporta le seguenti due disuguaglianze per
ogni t e (O, + cxJ) , E e (0, t) e B c X

Si ponga (b - c)-1 per ogni coppia di numeri reali
c, b tali che 0 C c C b C + oo. È chiaro che ogni funzione hb,c appar-
tiene a B, ed è tale che 

’

Perciò da (4.3) segue che

mentre da (4.4) segue che
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Cos  si è verificata la (4.9) nel caso che valga (4.3) oppure (4.4). Analo-
gamente si può dimostrare che ognuna delle condizioni (4.3), (4.4)
comporta (4.10).

Sia 1p, la funzione definita su (0, + oo) dalla posizione =

= Tenuto conto che + cxJ per ogni da (4.11)
x

segue è finita. Ora indicato con K l’insieme dei punti di conti-
nuità da (4.9) e (4.10) si ha per t E K

Poichè un insieme A con a(A)  + oo è a-misurabile, qualora per
ogni B c X valga a(A) + a(.B) = a(A r1 B) + a(A u B), da (4.12) e

dal fatto che è finita segue che è a-misurabile per
ogni t E g. Quindi essendo (0, + cxJ) - K numerabile, si deduce che

f è A03B1-misurabile; cioè 03B1-misurabile, come volevasi dimostrare.

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO 4.3. Se una funzione f è 
rabile, anche è a-misurabile. Quindi da (4.1) segue che vale pure
(4.5). Viceversa supponiamo che valga (4.5). Allora per ogni b,
c E (0, + oo) con b &#x3E; c si deduce da (4.5) che

D’altra parte essendo

poichè J si ottiene

Da ciò si ottiene, usando l’omogeneità dell’integrale, che vale (4.3).
Quindi in virtù del teorema 4.2 la funzione f risulta a-misurabile.

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO 4.4. È analoga a quella del

precedente corollario.
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DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 4.5. Supponiamo che a sia
sotto-modulare. Allora in virtù della proposizione 2.9 si hanno le se-

guenti due disuguaglianze

perchè a è sotto-modulare e perchè, per ipotesi, f f da  -~- oo. Ora
se vale la (4.1) si ha pure che x

Quindi, tenuto conto di (4.14) e (4.15), si ottiene la (4.5). In conclu-
sione se vale la (4.1), allora dal corollario 4.3 segue che f è a-misura-
bile. Il viceversa, cioè la oc-misurabilità di f implica la validità di (4.1),
è dato dal teorema 4.1. Infine osserviamo che, nel caso che a sia

sopra modulare, la tesi della proposizione in questione continua a
valere perchè valgono le disuguaglianze opposte di (4.14) e (4.15).

I teoremi precedenti danno una caratterizzazione diretta della
a-misurabilità di una funzione tramite l’integrale. In [3], [4], [14]
è presente un diverso modo di ritrovare le funzioni misurabili a partire
da un funzionale che svolge il ruolo dell’usuale integrale superiore
o inferiore. Perciò seguendo [3], [4], [14] si possono considerare le
funzioni f E [0, + oo]g tali che

dove è la funzione =0 su {/==-)- ed = altrove.
Le funzioni 1 che verificano (4.16) saranno dette occ-misurabili.

Si può verificare facilmente che un insieme è a-misurabile se e solo
se è occ-misurabile. Più in generale una funzione con un numero finito
di valori è a-misurabile se e solo se è occ-misurabile.
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TEOREMA 4.6. Sia f E [0, + oo]g + 00. Se f è oc-misu-
rabile, allora è pure occ-misurabile. x

TEOREMA 4.7. Sia f una f unzione tale che f h da  -~- oo per ogni
x

h c- Bf. Allora f è a-misurabile se e solo se ogni h E Bf è 03B1c-misurabile.

TEOREMA 4.8. Sia Allora

f è oc-misurabile se e solo se le f unzioni f /B b sono 03B1c-misurabili per ogni
b E (0, -~- cxJ).

TEOREMA 4.9.

ogni b E (0, + 00). Allora f è «-misurabile se e solo se le f unzioni f - b

sono 03B1c-misurabili per ogni b E (O, + 00).

TEOREMA 4.10. Sia f una f unzione tale --~ 00. Sia
x

oc sotto-modulare o sopra-modulare. Allora una f unzione f è a,-misura-
bile se è a-misurabile.

A proposito del teorema 4.6, si può osservare pure che

PROPOSIZIONE 4.11. ~Se a è sotto-modulare, allora ogni f unzione
a-misurabile è 03B1c-misurabile.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.6. Poichè gBf + f = gU f, dal
teorema 4.1 segue che

D’altra parte dalla (4.2) del teorema 4.1 si ha pure che

Perchè ffd03B1  +00. Perciò da (4.17) e (4.18) segue la validità di (4.16),
x

cioè la funzione f è occ-misurabile..

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.7. Se f è a-misurabile, ogni fun-
zione è una funzione limitata e a-misurabile. Quindi essendo
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per ipotesi f h doc finito, dal teorema 4.6 segue la validità di (4.16).
x

Viceversa se la (4.1~) vale per ogni h..E B/, si ha per ogni g E [q, + oo]g

cui, in virtù del teorema 4.2., y segue che f è a-misurabile.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.8. Si proceda come nella dimo-
strazione precedente e si usi il corollario 4.3.a

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.9. Si proceda come nella dimo-
strazione del teorema 4.7, tenendo conto del corollario 4.4 e del fatto
che per ogni funzione f oc-misurabile + 00 l’insieme

x

~ f = -f - è oc-misurabile ed a~ f = + oo~ = 0.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.10. Sia g E [0, + Valgono
queste uguaglianze per ogni b E (0, + oo) :

la (4.20) è ottenuta da (4.16), ponendo al posto di g. Quindi si ha

Ma se a è sotto-modulare (risp. sopra-modulare) si ha la disuguaglianza

(risp. la disuguaglianza opposta), in virtù della prop. 2.9 (risp. 2.10).
Perciò se a è sotto-modulare (risp. sopra-modulare) si ottiene
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(risp. la disuguaglianza opposta). Per a sottomodulare (risp. sopra-
modulare), si ha pure

(risp. la disuguaglianza opposta). In conclusione se a è sotto-mo-

dulare o sopra-modulare vale la (4.16) qualora si sostituisca f con le
funzioni Dunque dal teorema 4.5 segue la tesi : f è 03B1-misurabile.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 4.11. Poichè a è sotto-

modulare, dalla proposizione 2.9 e dall’uguaglianza g = gn f + gBf
segue che Quindi allo scopo di dimo-

g x x

strare che la a-misurabilità di f comporta la validità di (4.16), y sarà
sufficiente verificare che

Perciò sia una successione di funzioni semplici a-misurabili sub-
convergente uniformemente verso f e tale che per ogni n. Ora
vale la (4.16) con hn al posto di f ; quindi essendo per ogni n,
si ha

Dunque tenuto conto che subconverge uniformemente verso
gAf, passando al limite per n - + oo in (4.26), si ottiene la (4.25)
in virtù del teorema 1.2. ·

OSSERVAZIONE 4.12 (sulla definizione di funzione misurabile) . Usual-
mente una funzione f è detta misurabile rispetto ad una determinata
proprietà, qualora tutti gli insiemi di livello {f&#x3E;a} la verificano. Ben-
chè questa definizione sia soddisfacente nell’ambito delle misure

a-additive, non lo è più in quello delle misure finitamente additive
e meno ancora in quello delle funzioni d’insieme monotone. Per esempio
si può ricordare quanto accade per l’integrale di Riemann: « una
funzione f limitata, definita in R, con supporto limitato è integrabile
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secondo Riemann se e solo se tutti gli insiemi di livello di f , ad ecce-
zione di una quantità numerabile, sono misurabili secondo Jordan-
Peano ». Proprio in questo senso viene proposto da L. H. Loomis
una modifica dell’usuale definizione di misurabilità, quando la misura
in questione non è a-additiva. A tal proposito (vedi [9] oppure la dimo-
strazione del precedente teorema 4.2)) si può notare che, nel caso che
la funzione 1 sia 03B1-misurabile e tale che f f doc  + oo, gli insiemi di

g

livello di f sono tutti 03B1-misurabili ad eccezione al più di una quantità
numerabile.

OSSERVAZIONE 4.13 (sulla differenza di due funzioni oc-misurabili).
Diciamo che una funzione (finita) f e RX è oc-misurabile, qualora per
ogni coppia con a &#x3E; b esiste un insieme A 03B1-misurabile tale che

{/ &#x3E; a} c A c {f &#x3E; b}; ciò equivale a dire che f +( = 1 VO) e f ‘( _ - 
sono entrambe 03B1-misurabili. Si osserva che in generale non è vero
che la differenza di due funzioni finite, positive e oc-misurabili sia una
funzione «-misurabile, contrariamente a quanto accade per la misura-
bilità rispetto ad una misura esterna. Però nel caso che le due funzioni
abbiano integrale finito, la loro differenza è 03B1-misurabile. Più precisa-
mente, posto L1(03B1) = {f - g : f , g E [O, + oo)g 03B1-misurabili, ffd03B1  +

., si può dimostrare che

+ 00 ed f è 03B1-misurabile}. Ciò comporta che è un sottospazio
di Riesz di RX ed un’algebra di funzioni.
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