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Misure approssimanti
ed insiemi ad ampiezza costante.

O. STEFANI - G. C. ZIRELLO (*)

In [C-Z] si & espressa la congettura che le discontinuitd delle misure
approssimanti una misura di Hausdorff di un sottoinsieme E di uno
Spazio metrico, celino non banali proprietd geometriche intrinseche
di F. Ci ¢ sembrato poi che nello studio delle discontinuitd nel punto
t= 0 giochino un ruolo non indifferente gli insiemi §-massimali rispetto
al diametro, cioé ingiemi compatti di diametro ¢ che non sono sotto-
insiemi propri di un compatto di diametro J, i quali nel piano euclideo
sono tutti e soli gli insiemi ad ampiezza costante 4. Il presente lavoro
¢ motivato da questa osservazione.

Per la nomenclatura e le proprieta generali delle misure di Hausdorff,
degli insiemi convessi e degli insiemi ad ampiezza costante facciamo
riferimento a [R], [B-F], [L] e [E]. In particolare indichiamo con R?
lo spazio euclideo bidimensionale, econ |z — y| la distanza di due punti
z,y €R?, con K, E°, o0E, conv B, d(E), rispettivamente la chiusura,
Pinterno, la frontiera, ’inviluppo convesso chiuso ed il diametro del-
l'insieme F; con v,(E) la misura approssimante la misura unidimensio-
nale di Hausdorff di F ottenuta con coperture chiuse di E formate
da insiemi di diametro non superiore a J§. Motivazioni e tecniche di
dimostrazione sono ispirate anche dai numerosi lavori sugli insiemi
ad ampiezza costante e sulla utilizzazione delle misure di Hausdorft
nello studio della frontiera degli insiemi convessi; ci limitiamo a citare
espressamente [ B].

(*) Indirizzo degli AA.: Istituto di Matematica Applicata, Universita di
Padova, Via Belzoni 7 - 35131 Padova.
Ricerca effettuata con fondi erogati dal Ministero della P.I.
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Indichiamo con u la misura unidimensionale di Hausdorff in R?;
indichiamo con w la circonferenza unitaria di R*: o = {u e R?: |u| = 1}
Per evitare confusioni nel linguaggio, indicheremo con m la misura pu
dei sottoinsiemi di w u-misurabili, utilizzando invece il simbolo x nel
caso generale.

Sia E cR? un insieme chiuso di ampiezza costante . Elenchiamo
una serie dirisultati sostanzialmente noti, ma che non abbiamo trovato
raggruppati o enunciati e dimostrati in tutta la loro generalitd. La
frontiera 0F di F & una curva rettificabile che ammette una rappre-
gentazione f: w — R? definita mediante le rette di appoggio dell’in-
sieme E. Sia B un sottoinsieme di Borel di w; I’insieme f(B) & u-misu-
rabile; posto I(B) = u(f(B)), la misura ! si pud prolungare ad una
o-algebra di sottoinsiemi di w, contenente gli insiemi m-misurabili, in
modo da risultare completa. Risulta cosi:

(0.1) u(f(4)) =1UA) VA l-misurabile.
0.2. La misura 1 ¢ assolutamente continua rispetto alla misura m.

Per dimostrare questo enunciato basta tener presente che per la
rettificabilitd di 0F, ogni suo arco si pud approssimare con poligonali
inscritte e che le perpendicolari a due rette di appoggio si incontrano
ad una distanza da ciascuno dei loro piedi compresa fra 0 e 4.

Esiste pertanto una funzione R(u) definita in w, m-misurabile,
tale che per ogni sottoinsieme I m-misurabile si abbia:

(0.3) Ul = f R(uw)m(du) .

Se parametrizziamo « al solito modo mediante 1’argomento ¢,
8i ha, indicando sempre con il simbolo I il corrispondente insieme degli
argomenti: I(I) = fR[u(«p)]d«p, per cui, per ogni %€ w, ad eccezione

1
dei punti di un insieme di misura m nulla, si ha:

(0.4) R(u) = Rlu(g)] = tim {® spA;!: 4¢))

Detto Ny il sottoinsieme di misura nulla di w formato dagli « in cui
il limite (0.4) non esiste, per il modo stesso in cui si definisce la fun-
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zione f, 1a funzione R(u) per 4 € o\ Ny & il raggio di curvatura di oF
nel punto .

La funzione R(u) verifica m-q.0. (m-quasi ovungue) in w le seguents
relazions:

(0.5) 0<R(u)<$.

(0.6) Rw) + R(—u) = 8.

La prima delle diseguaglianze di (0.5) segue da (0.4), mentre la
seconda si ottiene con tecniche analoghe a quelle usate a proposito
dell’assoluta continuité. La (0.6), ben nota nel caso che F sia sufficiente-
mente regolare, vale in generale perché la dimostrazione classica uti-
lizza solo 1’esistenza del limite (0.4) in entrambi i punti 4 ¢ — » nonche
Pesistenza della tangente a 0F nei punti f(«) in cui il limite (0.4) non &
nullo, circostanze queste che per gli insiemi ad ampiezza costante di R?
sono verificate m-q.0. Dalle proprieta dei sottoinsiemi di un insieme
convesso segue infine:

(0.7) vy(B) = vy(0E) = & .

Indichiamo con s4(%) il salto che le misure approssimanti hanno
in t =24, cioe, posto v, (E) = h_;l‘pv,(E) e v (B) = h_x)on v(E) & ss(B) =
-8~ >0+

= y,-(B) — v,+(E). Ricordando poi che v5(E) = v,(E) (cfr. [S-S] o [C-Z])
8i ha:

(0.8) 8,(E) = v,-(E) — vy(E) .

Nel presente lavoro, per gli insiemi d-masgsimali e le loro frontiere,
daremo una maggiorazione di s, ed una condizione sufficiente affinche s,
sia nullo.

Nel seguito E sara sempre un ingieme §-massimale, ed adotteremo
relativamente ad esso il simbolismo sopra introdotto.

Sia I c w, indichiamo con I* il simmetrico di I rispetto all’ori-
gine cioé:

IP={ucw:—uel}.

Posto K,= {u € o\ Np: R(u) = 0}, indichiamo con X la famiglia



194 0. Stefani - G. C. Zirello
deisottoinsiemi K di w m-misurabili che godono delle seguenti proprieta:

k1) Ko K,,
k.2) oNK = K-,

Indichiamo con Jo* la famiglia dei sottoinsiemi K di @ m-misurabili
che oltre alle proprieta k.1) e k.2) godono della proprieta:

k.3) KU N non contiene archi di lunghezza maggiore o
uguale a 7.

OSSERVAZIONE 0.4. Le proprieta k.1) e k.2) non sono in contraddi-
ztone perché per la (0.6) se ue K,, —u ¢ K,.

OSSERVAZIONE 0.B. X mnon é vuota. Infatti, detta S una semieir-
conferenza semiaperta contenuta in w, posto

K,= {ue o\ Ngz: R(u) < §/2}, K,= {ueS\Ng: R(u)=90/2},

K,= (NknNNp)N S, K,=K,VUK,UK,,

K,={ue Ng: —u¢K,},
non & difficile dimostrare che K = K, U K; & un’insieme di J.

PRrOPOSIZIONE 1. Se K e X allora m(K) = .
DiM. Segue ovviamente da k.2) e dal fatto che m(K®) = m(K). [/

PROPOSIZIONE 2. Se Ke X e K ¢ X*, Ipe K:
K*= (K\{p}) U {~p} e k*.

Dim. Per la prop. 1 e per la k.3) un tale K ha la proprietd che

K U Np= 8 U N ove S & una semicirconferenza semiaperta di estremi g

e — g ed N un sottoinsieme di Np. Poiché f(8) ¢ un arco che sottende

una corda di lunghezza d, si ha é <I(S) =IR(u) m(du) = fR(u)m(du)<
8

S\K,o
<Om(S\K,), da cui m(S\ K,)>1. Uno qualsiasi degli infiniti punti
dell’insieme S\ (K,U NpVU {q, — q}) fa al caso nostro. /|
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Indichiamo con s la famiglia dei sottoinsiemi aperti A di w che
godono delle seguenti proprieta:

al) dKe X*: A>DK U Ny,

a.2) A non contiene archi di lunghezza maggiore o uguale a .
PROPOSIZIONE 3. Gli insiemi A € A godono anche delle proprietd:

a.3) A> K,U Ny,

a.4d) o\ Ac As

a.5) se u¢ A allora —ue A,
a.6) m(A) > n.

DmM. B tutto immediato compreso il fatto che a.4) ed a.5) sono
tra loro equivalenti. //

Poicheé A & aperto A = | 4, ove A, sono archi aperti a due a due

i
disgiunti e 'unione é al piti numerabile. Poiché si ha inoltre > m(4,) <
i
<2m, si puod supporre che gli archi siano ordinati per lunghezze decre-

secenti e che, per la a.2), m(4,) < m.
In seguito quando scriveremo A =|J 4; intenderemo sempre la

i
scomposizione appena descritta con i A, ordinati per lunghezze decre-
scenti. Per ogni ¢, poi, chiameremo p; e ¢; gli estremi dell’arco. Se
necessario penseremo o orientata, in tal caso p, sara il primo estremo
e ¢; il secondo.

PROPOSIZIONE 4. Sia A =|JA,€ 4. Gl insiemi conv (f(4,)) e

conv (f(w\A)) formano un ricoprimento chiuso di E (e quindi di oE)
con massimo diametro t, minore di 9.

Dmm. In questa dimostrazione faremo uso di varie proprieta degli
insiemi ad ampiezza costante e della rappresentazione f. In particolare:

4.1) Se per x = f(u) passano due rette di appoggio distinte, u € K,
0 u € Ny, che per a.1) implica u € A.

4.2) Se per x passa un’unica retta d’appoggio, f~({x}) contiene un
solo elemento, quindi la f subordina una corrispondenza biunivoca fra
o\ A ed f(w\A); seque subito che f(A) N f(o\A4) = 0.
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4.3) Se A & un arco aperto di estremi p e q, f(A) é un arco chiuso
di estremi f(p) ed f(q), non é detto invece che Varco f(A) sia aperto, perd
se f(p) ed f(q) somo punti con una sola retta di appoggio allora f(A) é
aperto in oE.

Cid premesso, per ogni 4, sia x;= f(p;) ed y:= f(q:); P:, ¢: € 0\ 4.
Siano 7; ed s; le rette di appoggio rispettivamente per x; ed y,, r; ed s,
non sono parallele altrimenti p,= —¢; in contraddizione con a.5).
Sia 2, il punto d’incontro di r; ed s; e sia T, il dominio triangolare di
vertici x,y,2;, posto F;,= T, N E, dimostriamo che:

4.4) AF) = |o,— i < 6,
4.8) {(4,) = T, N oF,
4.6) conv (f(4,)) =

4.7) f(4,) = T N oE.

Che d(F;) = |x;— y;| 8i pud dimostrare sfruttando proprietd degli
insiemi ad ampiezza costante, in particolare il fatto che un insieme K
ad ampiezza costante 6 & 'intersezione di tutti i cerchi chiusi di raggio é
e centro in E; |r;—y,| < 0 segue dal fatto che se |v;—y,| = d, r, ed s;
sarebbero parallele.

Per 4.3), f(4,) deve essere uno dei due archi chiusi in cui z; e y;
spezzano 0E, cioé o f(4,) = 0B N T; o f(4;) = 8E\ T3, ma se f(4;) =
= 0E\T; poiche d(F,)< d posto u,= (v;— y,)/|®;— y;| 8i avrebbe
|f(e) — f(— w,)| = 6 ed u, @ — u, € A; in contraddizione con @.2), quindi
anche 4.5 é dimostrata.

4.6 segue dal fatto che f(A4,) c F,; ed inoltre F, & chiuso e convesso
ed i suoi punti estremi sono i punti di f(4,). 4.7 & banale conseguenza
di 4.5 e di 4.3.

Dimostriamo che:

4.8) linsieme {d(F;)} ha massimo.

A tal fine basterd dimostrare che la serie z d(F;) converge. Si ha,
infatti:

SAF) = | —yl <3 UAY) J' R(u)m(du) = f R(u)m(du) <278 ,
[ 1 [ 1
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ove le successive relazioni sono giustificate da 4.4, dal fatto che la
lunghezza dell’arco & maggiore della lunghezza della corda sottesa,
dalla 0.3 e dalla 0.5.

Sia F,= E’\(U T;’), posto t,= d(F,), dimostriamo che:
é

4.9) B =F,U (U F,.),

4.10) Gonv (f(w\A4)) = F,,

4.11) t,= d(F,) < 9.

La dimostrazione di 4.9) ¢ immediata.
Poiché per 4.7) f(4,) =°oE N T; si ha f(4) = 0E N (U T;’) ma
i

0F = f(w) = flo\4) U f(4) con f(o\.4) Nf(4) =0 (cfr.4.2)), allora
HONF(A) = flo\4) ciod aE\(U T;) — f(o\A) & quindi fw\4)c

c E\(LIJ T;’) — F,. Dal fatto che E\(U _’I’;.’) = () (B\T3) o, per ogni

EN\ T; & chiuso e convesso, segue che F, & chiuso e convesso, e contiene,
per quanto appena visto, f(w\4); allora conv (f(w\ 4)) c F,. Non &
difficile perod verificare che i punti estremi di #, sono i punti di f(o\ 4)
e quindi 4.10) & dimostrata.

Siano H;(u), Hy(u) e H(u) le funzioni di appoggio di E\T;, di F,
e di F rispettivamente. Dalla costruzione di E\ T risulta evidente che
H,(u) < H(u) YVue A;, poiché F,c E\T; Vi, Hy(w)<H,(u)< H(u) Vi
e Yu e 4;, questo implica che Hy(u) < H(u) Vu € 4; dalla a.5) segue:

Hyu) + Hy(—u)< Hw) + H—u) =68 Vuco.

La compattezza di w e la continuitd delle funzioni di appoggio impli-
cano: d(F,) = max {H,(u) + Hy(— %), 4 € o} < 6.

La dimostrazione della prop. 4 segue da 4.6), 4.10), 4.9), 4.8), 4.4),
4.11), e dal fatto che t, = max {d(F,), max {d(F)}}. [/

OSSERVAZIONE 4.A. Poiché 0F = f(wo\A) U f(4) c F, U f(4) si ha:

v,(0B) <9 (Fy) + v, (f(4)) <ta+ v.,(f(4)) .
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PROPOSIZIONE 5. Ve>0 ¢ VA€ A, esiste un v, con t,<71,< ¢
tale che:

ve (B) <ta+ v, (f(4)) + &

DiM. Fissato ¢, esiste un ricoprimento {C,} di f(4) tale che z da(Cy)
< :,(f(4)) + /2 e max {d(0,)} <i4.

Si pud costruire, vedi [R] teor. 28, un ricoprimento di aperti {G}
con G;0C,; Vi, tale che § = max {d(G,)} < 8, D> dG.) <Y d(C,) + ¢/2
e quindi Y d(G;) < v, (f(4)) + e. ¢ :

]

Consideriamo C,= E’\(U Gi). C, & chiuso e d(C,) < §. Se, infatti,
A(Cy) = 8, v, ye Cy: |&—y| = 6. Poiché Coc B, tali @, ye oEN C,
ed essendo C,Nf(A) =0 si avrebbe z,ye€ f(w\4), ma allora
d(conv (y‘(w\A))) = g, contrariamente a quanto dimostrato nella

prop. 4. Sia 7,= max {6, 4(C,), t.}, poiché C, U (U @i) D EedC,) b
+ Z d(G) < d(Cy) + ,,(f(4)) + € si ha: ‘

'V‘),'A(E)<TA+ ”tA(f(A)) +e. /l

PROPOSIZIONE 6. V5 >0, se AcA ¢ m(A)<zn+ (9/2) allora
Ip, g€ o\ A4 tali che |(—p)—q| <n.

D, Sem(4) < m + (n/2) allora m(A N A*) < 5. Infatti m(o\ 4)
= m(w) — m(4) > n — (n/2); ora, tenendo conto di a.4), (4°N A)
= AN (w\4) e, poiché m(4*) = m(A4), si ha:

I

m(4d N A®) = m[A\ (o\4)] = m(4°*) —m(o\4)<7.

Pensiamo che w sia orientata ed A = |J 4, con le solite notazioni.

[

p, ¢ A quindi per a.5) — p; € A, esiste pertanto un j > 1 (altrimenti
m(4,)>n) tale che —p, € 4;; sia I' Parco di @ che ha come primo
estremo —p,; e come secondo estremo gq;, si ha: I'cA4;, m(I") <
<m(4;)<m(4,) e percid I'c A]. Da cui si deduce I'=I"N Ajc AN A*
e di conseguenza: m(I') < m(4A N A*) < 7. Pertanto poiche |(— p,) —
—¢;| <m(I') i punti p, e ¢; sono i punti p e g di cui si afferma
Pesistenza nell’enunciato. [/

PROPOSIZIONE 7. V K € X* ¢ Ve > 0 esiste un insieme A € A tale
che m(ANK)<c¢e e t, e t, verificano la relazione: § —e < t,<t, < 6.
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Dim. Che t,<t, < 6 & stato gia dimostrato nella prop. 4. Fissati K
ed g, consideriamo la funzione g: w Xw — R cosi definita: g(u, v) =
= |f(u) — f(v)|, essa risulta evidentemente uniformemente continua,
pertanto in corrispondenza ad ¢ esiste un 7 tale che per |u, —u,| <9
e [v, —v|<m si abbia ||f(u) —f(v)| — [f(u) — f(v,)]| < &. Sia 9=
= min {, 2¢}, poiché m(K U Np) =z, 34 aperto tale che A2 KU N,
e m(4) < m + (1,/2) che implica m(A\ K) < #,/2, non solo ma poiché
K U Ny non contiene archi di lunghezza maggiore o uguale a mz, an-
che A si pud prendere con la stessa proprietd e quindi appartenente
ad 4. Ora per la prop. 6, Ip, ¢ € o\ 4 tali che |(— p) — q| < #,, pren-
dendo u,= p, v;= —p, U= p, v, = ¢, si ha:

If(p) — f(—p)| — If(p) — fl@)]| <

cioe 6 — |f(p) — f(q)] < ¢ ed ancora |f(p) —f(q)] > 6 —e; ma poiche
P, geN\A ed f(oNA)CcF, si ha t,=d(F) >d—e. |/

COROLLARIO 7.4. VK € Jo*, esiste una successione di insiemi A, € £
tali che A,D K U Np, m(ANK)<1/n e t, — 4.

(An)n 8¢ puo prendere decrescente ¢ (t4), crescente.
Dm. B immediata conseguenza della prop. 6. /]

Nel seguito per brevita indicheremo s, CON ;.

ProPOSIZIONE 8. Sia K € Jo* ed (A,), una successione che gode delle
proprietd di cui al precedente corollario, allora v, (f(A,\K)) — 0.

Dm. m(A,N\K)— 0, per 0.2, implica I(4,\K)— 0; ma per la 0.1
anche u(f(4,\ K)) — 0. Dal fatto poi che Vn », ({(4.\K)) <u(f(4.\K))

segue la tesi. [/

PRrOPOSIZIONE 9. Sia N un sottoinsieme di w l-misurabile, sono equi-
valenti le sequenti proprietd:

9.1) I(N) = 0,

9.2) Vt > 0 »,(f(N)) = 0,
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9.3) 3t > 0: »,(f(N)) = 0,
9.4) YD Cw e Vt> 0, v,(f(D)) = v/({(D\N)) = »,(f(D U N)).

DivM. Immediata. [/

COROLLARIO 9.4. VDcw, ¢ Vt>0 »/(f(D)) = ».(f(D\K,) =
= vt(f(—D v Ko))-

Div. Segue da 9.4) e da I(K,) =fR(u)m(du) =0. |/
CorOLLARIO 9.B. VK e X, 3K, € X* tale che:
Vt, 'Vt(f(K*)) = 'V,(f(K)) € 'Vt(f(Ki)) = "’t(f(Ks)) .
DiM. Se K ¢ J* segue dalla prop. 2, dalla 9.4) e dal fatto che se
K= (E\{p}) U {—p}, K, = (EN{—p}) U {p}. |
ProPOSIZIONE 10. 8¢ K € X allora v,(f(K)) = v4-(f(K)) <.

DiM. Per il corollario 9.B & lecito supporre K € J*. Dimostriamo
dapprima che v,-(f(K*))<é. Poiché K € X* prendiamo una succes-
sione (A4,), di insiemi di £ come nel Corollario 7.4, si ha:

v:,(f(E?)) = 9., (f(0\K)) <v, (f@\4a)) + v, ([(ANK)) <
<tn+ v,”(f(A,,\K)) ’
ove le successive relazioni sono giustificate da k.2) dalla subadditivita

delle v; e da 4.10) e 4.11). Passando al limite, tenendo conto del corol-
lario 7.4 e della prop. 8 segue:

(10.1) ve-(f(K*) <6 .
Sia K, = (K\K,)*U K,; si ha: K= (K\ K, U K, e K,e X. Per il

corollario 9.B non & restrittivo supporre K, € }*; poiché K\ K, c K3,
tenuto conto del corollario 9.4 e di (10.1) si ha:

(10.2) va-(f(K)) = v5-(f(E\K)) <7s-(f(K}) <6 .

Ora se fosse v,-(f(K)) > v,(f(K)) seguirebbe, per [C-Z] corollario 5,
v5-(f(K)) > 6, in contrasto con (10.2). //
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PROPOSIZIONE 11. $,(0F) <3,(E) <inf {,(f(K)), K € ¥}.

Dm. La prima disuguaglianza é ovvia, per la seconda dimostriamo
che se K € X allora s,(E) <v(f(K)). Per il corollario 9.B e per la prop. 10
basterd dimostrare che s,(E)<v,-(f(K)) con K € X*. Al solito fissato
K € X* prendiamo una successione (4,), come nel corollario 7.4. Per
ogni &£ > 0, indicando per semplicitd di scrittura 7, con 7,, per la
prop. 5 si ha:

‘V,”(E) <Tn+ 'th(f(An)) +e,
e quindi

Ve B) < T+ v, (f(ANK)) + v, (f(K)) + .

Passando al limite, per la prop. 8 ed il fatto che t,<7, << 0 si ottiene:
v5-(B) <8 + v,-(f(K)) + ¢, da cui, per 0.7 e D'arbitrarietd di ¢ si ha:

8(B) <vs-(f(K)) . ]

COROLLARIO 11.A4. s,(0E)<ss(F)<0.
DmM. Segue subito da prop. 11 e 10. [/
COROLLARIO 11.B. Se m(K,) = m allora 8s(0F) = 84(H) = 0.

Dm. VKeX si ha m(KE\ K, =0 cioé, per 0.2, I(K\ K, =0,
da cui per la prop. 9 ed il corollario 9.4 »(f(K)) =0. /|

CoROLLARIO 11.C. Se Py é un poligono di Reuleaux allora s,(0Pg) =
= 8,(Pa) =0.

Dmx. E noto che per un poligono di Reuleaux & m(K,) =n. |/
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