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REND. SEM. MaT. UNIv. PADOVA, Vol. 72 (1984)

Rotating Drops in a Vessel. Existence of Local Minima.

GIUSEPPE CONGEDO (*)

1. Introduzione.

In un recente lavoro [2] si & considerato il problema di minimizzare
il funzionale che rappresenta ’energia totale di un liquido di volume
assegnato in un contenitore ruotante intorno ad un asse con velocitd
angolare costante. L’energia del sistema & data da quella di volume
dovuta alla forza di gravitd ed alla energia cinetica e da quella di
superficie dovuta alla tensione superficiale. In tale lavoro si dimo-
strano teoremi di esistenza di minimi assoluti insieme alla limitatezza
ed alla regolaritd degli stessi nel caso in cui il contenitore & la super-
ficie che si ottiene ruotando intorno all’asse verticale la curva grafico
di f(t) =t*, con a>2.

Nel citato lavoro si dimostra anche che nel caso 0 < a<< 2 non
esistono minimi assoluti.

Nel presente lavoro mi propongo di dimostrare che per ogni o> 0
esistono sempre dei « minimi locali » purche la velocitd di rotazione sia
sufficientemente piccola.

Di fatto, non mi limiterd a considerare soltanto contenitori del tipo
precedente (con 0 < & < 2), ma prenderd in considerazione ogni conte-
nitore le cui pareti tendono a infinito quando ci si allontana dall’asse
di rotazione e verifichino inoltre una « maggiorazione di traccia »
(vedi 1.4).

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica Universitd di Lecce.
Ringrazio il Prof. E. H. Gonzalez sotto la cui guida ho realizzato questo
lavoro.
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Per una formulazione matematica del problema ritengo utile ri-
chiamare il significato di alcuni simboli:

R” indichera lo spazio euclideo ad n dimensioni, x = (y, 2) con
yeR"1 ¢ con 2€ R un generico punto di R*, H, la misura di Hau-
sdorff k-dimensionale (vedi[5]).

Se con FE indichiamo un insieme di R*» misurabile secondo Lebesgue,
con @, denoteremo la sua funzione caratteristica e con D@y il gra-
diente di @; (nel senso delle distribuzioni). Posto y: R*~*— R fun-
zione lipschitziana tale che

(i) >0
(ii) p(y) - + oo quando |y| - 4 oo, e
VU = {(y,2) e R*: 2> yp(y)}

" con f |D®g| indicheremo la variazione totale di D@y e con Dg: 0V —

QU
—[0, 1] la traccia di E su 9V (vedi[4],[9],[10],[6]).
Possiamo allora considerare il funzionale

(1.1) Fa(B)= f |D®,| + f cos 0Bz dH,_, + ¢ zdydz_gf ly|* dy de
U oV E E

dove ¢ > 0, 2>0 sono costanti assegnate e
(iii) 6: 90U —[0, 6,] (0 < 6, < m)
¢ una funzione continua.
I1 problema che c¢i proponiamo & quello di minimizzare il funzionale

(1.1) fra tutti gli insiemi E c U tali che |E| = H,(E) =1 cioé mini-
mizzare il funzionale nella classe

1.2) &= {Ec VU |[B|=1}.
Indicheremo inoltre

(1.3) Vr= {(y,2) e V:2< T}.
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Risolveremo il problema cercando « minimi locali » nel senso della
seguente

DEFINIZIONE 1.1. Si dice che F € & & « minimo locale » per il fun-
zionale (1.1) nella classe (1.2) se esiste T' > 0 tale che

a) Ec{(y,2):2< T}
b) Fo(E)< Fo(F) per ogni F € & tale che EAF c V.

Faremo inoltre le seguenti ipotesi:

(iv) 34> 0 e Ju > 0 tali che VE c U si ha:

(1.4) [zl .-, <A[ID®s| + B,
oV @“
con
1
(1.5) cos 0] < 7 -

I1 paragrafo 2 & dedicato alla dimostrazione della equilimitatezza dei
minimi di & dove &, ¢ il funzionale (1.1) con 2 = 0 (cioé esiste 7 >0
tale che E,c U, per ogni £, minimo di &,).

Per dimostrare poi, nel paragrafo 3, l’esistenza di minimi locali
del funzionale (1.1) nella classe (1.2) considero una successione di
funzionali

Fa(E) =f|D@E| -{—fcos 0D aH, ,+ g|zdydz — .ij|y|2dydz
v v E E

dove £2,>0 per ogni j e Q,—0 per j — 4 oo e faccio vedere che
da ogni successione B, di minimi di F,, in U, (¢ > 0 fissato opportuna-
mente) si estrae una sottosuccessione convergente in L(9U,) ad un
minimo di &,.

Quindi, prendendo ¢ > v e migliorando la precedente convergenza
concluderd che esiste 2, tale che E C U, ,y,C VU, per ogni E, minimo
di §; con Q< 2, e quindi gli E, sono minimi locali in V.

Per ottenere tale risultato dimostrerd vari teoremi e proposizioni
utilizzando dei metodi usati da pit autori per lo studio delle super-
fici minime.

Per ogni notazione che non & stata qui richiamata si fa riferimento
alla nota [2].
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2. Equilimitatezza dei minimi di 7.

Fissato 2 = 0 il funzionale (1.1) & quello considerato da E Giusti
(vedi[7]).

In tale lavoro si dimostra ’esistenza, la limitatezza e la regolarita
dei minimi di &, nella classe & Scopo di questo paragrafo & quello di
far vedere la equilimitatezza dei minimi di &,.

Si noti che il nostro metodo permetterebbe anche di ottenere diret-
tamente il citato risultato di esistenza, limitatezza e regolaritd di[7].

Per ottenere tale risultato si seguira il seguente schema:

I)

1)

I1I)

V)

Ve>0 3T.> 0 tale che

|ByN {2 > Te}| < & per ogni E, minimo di &, in & Quindi
|EBoN Vyp,| >1 —¢ per ogni E, minimo di &, in §&.
Fissato £: 0 < e <1 si ha che:

VE, minimo di &, in & esiste Ty= T, (F,) tale che 0 < T, < T,
e inoltre
1—e¢

5

|Eo N Vy,| =

Questo risultato segue subito da I) e dalla continuitd della funzione
t — |H,N Uy .

Da II) si ottiene facilmente ’esistenza di v e r, v > 0, r > 0 tali
che VE, minimo di &, in § esiste x,= x,(F,) tale che

B,(»,) C (U:r,_ ClTT, y |B,(w0)| N Eol >v.

Un argomento pil sofisticato, introdotto in [8], Lemma 1 (vedi
anche [3]) permette di dimostrare che:
VA >0, Vpe (0,n2(n—1)) esiste ry= r,(4, p) > 0 tale che

VE, minimo di &, in &§3x(H,), Ir(E,) >, tali che

B,z)(@(By)) € Vg, e |Byg,(2(B,)) —E,| <A[r(E,)].



V)

VI)
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Scegliendo opportunamente 4 e p si dimostra che:

VE, minimo di &, 3p = o(E,) tale che

<o<r(E,) e Dy, dH,—; = nw, "

Bo(2(E,))

r(H,)
2

anzi si ha

J. Dy, dr = w,0" e quindi
Bn(z(Eo))

f @3, d = 0,05  VE, minimo di F,, dove go= 1

Bc,(z(E o))

139

Analogamente si dimostra che, prendendo 7' sufficientemente
grande, allora: per ogni E, minimo di &, in & esiste v = 7(E,)

tale che

T<tB)<T+1 e qu,,dﬂn_l: 0
{z="7(E,)}
anzi

[#z,d0=0.

{s=>7(E,)}

Quindi, posto v = sup z(&#,), dove il sup & preso su tutti gli E,
E

]
minimi di &, in §, risulta

Passiamo quindi alla dimostrazione dei passi I), V), VI).

E,c9U, per ogni tale E,.

Sia dunque F, un qualunque minimo del funzionale

(2.1)

F,(B) = f |D®y| + f c08 0By dH,_, + g[edyde
Vv oV E

nella classe

(2.2)

&= {Ec: B =1}
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Vale il seguente

LeMMA 2.1. Per ogni ¢ >0, ¢<<1 esiste T. tale che
(23) |B,n{Z>1Tg|<e VE, minimo di ¥, nella classe &.

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ = inf &, e sia E, un minimo di &, in &. Si ha
&

= FolBy)> f |DDy,| — fq)p,n dH,—, + gfz dy dz>

E,

>f|p¢,,°| — I(Af]Dq)E.I + ,4|E0|) + gfzdydz _
Vv GV

= —’j‘ [Ho| + yjzdydz =— — + gfzdydz
E, E,

da cui

gfzdydz<'i + % =K.

E,
Posto ora T.= K/ge, risulta

ngsdydz<gfzdydz<K

Eon{z>Ts} Eon{z>Te}

da cui

=¢g. c.v.d.

K
|Eo N{z>T} = gT

8

\

Per cidé che seguitd & necessario dimostrare il seguente

LEMMA 2.2. L’insieme di tutti gli B, minimi di &, & una famiglia
di insiemi di perimetro equilimitato.

DIMOSTRAZIONE. Da (1.4) si ha

i = 30(H,) =J.|D¢E,| -l-jcos 0Pz, dH,—, + g|2dy dz>
v oV

E,
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> f |D®;,| — |cos b, f ®p dH,_,>
| v U

> [1D®s,) — leos 0] (2[|1DPs,| + wlBol) =
v Vv
= (1— Alcos b)) f | DBy, | — plcos by
Vv
da cui

it + plcos b, - s
(2.4) f[D@E.|<(1 — Zoos0y)) VE, minimo di , in §.
O

Pasgiamo ora a dimostrare il passo V).

TEOREMA 2.3. VE, minimo di F,,3p = o(E,) tale che

(2.5) 700 <o <r(m)
(2.6) J' By, dH,—y = nop™
0Bo(x(E,))

dove x(H,) ed r(F,) sono stati definiti in IV).

DIMOSTRAZIONE. Sia F, un minimo di %, in §. Allora £, = Uy, — E,
minimizza il funzionale

FAF) = [ID® | —g[wdyas
Vr, r

nella famiglia degli insiemi Fc Uy, con @,|say, = 1 — Pg,)|svy,

Consideriamo la pallina B,(%,) C V7, — Uy, tale che |B,(@), N Hy| =
= 7> 0 (passo III)). Scegliendo opportunamente A e p in IV) & pos-
sibile prendere B,,(*(E,)) tale che \E, N Bz, (@(By)) | <.

Per procedere oltre & necessario dimostrare una disuguaglianza di
tipo isoperimetrico.

Introduciamo le seguenti notazioni.
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Per t,,1,,1, tali che r(H,)/2 < i, < 1, < ;< r(H,), poniamo:

(ti; ta) = B, (¥(B,)) — B, (@(BW)) ,  (tay ts) = B, (2(B,)) — B,,(#(E,))
E1=Eon(t17tz) ’ Ez—_—Eon (tz,ts)

Vi=|B|, V.=|E|, V=V.+7,

dove, per comodita, assumiamo 9B, (¢(E,)) (¢ = 1, 2, 3) continue (& fa-

cile verificare che questa supposizione non toglie alcuna generalitd al
nostro ragionamento).

Per la proprieta isoperimetrica della sfera abbiamo

@0 [IDB] =[|D®s |+ [ B AH -+ [ B3, 2By >0, VI

R™ (bs,t141) B¢ 0Bitg4y
Definiamo ora un nuovo ingieme F, nel seguente modo:

0 in (ty,1)
Fy= Eo in Ur, — (1, 1) — B(,)
B, (w,) Y Eo in B,(x,)

dove 7' & scelto in modo che |£,| = |F,|:
Dalla proprietd di minimo di #, si ha:

Fo(By) < Fo(Fy)
cioé

f[D@;,J —|—f|D¢;’.| —gfzt‘iydz——gfzdydz<
(OWA) Bi(2o) Eoo(tsts)  EonBrla,)

<[ 03,48, s+ 05,40, + [|DS,,| — g[wdyde.

0B¢,(2(E,)) aB;,(a;(E.,)) Br(zo) Fon Br(z,)
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Assumendo la traccia di E, su 0B, (x,) continua si ha:
(2.8) f DD | + f \DD; | — gf edyde — gfzdydz<
(81,5t3) Bre(2o) E‘o”(tuh) -E-onBr'(T/o)

<J.di;,° dH,_, +f¢i. dH,_, -+ nw,r"1 —f‘f’;,.dﬂn—l — gfz dydz .

8B4y (x(E,)) 0B:s(2(Eo)) 0By () Br(x)

Poiché risulta

g zdydz>gfzdydz + gfzdydz

By (%) EonBri(x,) Eon(ty,ts)

ne viene

@9)  [1D®;| +[1D; | < [@; dH, .+

(81,ts) By (o) th(MEo))

+ (@5, dH s+ nogr's —[ @3 0H,.-,

0B¢y 0By (20)
Ora, ricordando che (vedi disuguaglianza 1.18 in 11)
(2.10) f ®,dH,, < f D&, | + % |L|
OB B

dove B & una sfera di raggio R ed L & un sottoinsieme di Borel di B,
otteniamo

NW,r "1 _f¢io adH,_, :J.di(B,,(%)_ ) alH, <

0Brt(2o) 8By1(x,)
4 n
<le%.| + 5 B O (b t)] = f Do; |+ V.
Br(ee) Br'(zy)

La (2.9) diviene allora

|D®s,| < | @5, aH ey + | B3, AH,y + = V

(tists) 0B (2(E,)) 0B, («(E,))
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e, tenendo conto che w,r'">7V,

(2.11) [1pe;) <[ @3 a8, + [#5,88 .+ nestin =i
(ty5ts) 6Bll(w(Eo)) 33;,(-’6(174',))

Da (2.11) e (2.7) segue

3
/nw;llln(Vin—l)ln + V(2n~1)ln — V(n—l)ln) <2 .zl
i=

¢;. dH"__l .

an(x(En))

Supponiamo ora che V,<V,. Allora Vi=sV,e V=148V,
con s$>1; posto f(s) =1 4 st-in— (1 | g)tn—vin gj ha, da (2.7)

3
(2.12) 2 z @;,o AH > nwk/» Vie—vin f(s) .

i=1
8Bey(2(E,))

Poiché f(s) ha minimo in s =1 ed inoltre f(1) = 2(1 —2-1n),
da (2.12) scende

3
(2.13) 2 Z @5 dH, ,>2nwls(1 — 2-1n) Yin-din |

1
0By(x(E,))

B chiaro anche che (2.13) vale con V, al posto di V, se V,<V,.
8i ha quindi

VA 172 — min {V“ Vz} <[3n—-1w;lln(1 — 2—1/ﬂ)—1m]n/(n-—1)
cioé
(2.14) ViAVy<e(n)m?
dove N = n/(n—1) e ¢(n) = (Bnrw Yn(1 — 2-1/m)-1)nin—1,
Ragionando ora in modo perfettamente analogo al Teorema 1 di[8],
ma partendo nel processo ricorsivo da a,= 7(H,) e by=r(H,)/2 e so-

stituendo alla (22) di[8] |Brz,)(#(B,)) — B,| < A[r(E,)T?, si dimostra
che, se | B, (x(H,)) — E,| & abbastanza piccolo allora esiste o tale che

r(H,)
2

<o<r(E,) e Q;,.dH,._lz 0
8Bo(x(E,))
e da cui la tesi.
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Anzi vale il seguente
TEOREMA 2.4. VE, minimo di F;:
(2.15) [Bs,8 =0 ciot [®y,dn = w,0".
Be(m(Eo)) Bn(x(Eo))

DIMOSTRAZIONE. Se la (2.15) non si verificasse, ponendo

Eo in Uy, — B,(#,) —Be(w(Eo))
Fo=160 in Bo(x(E,))
B, U By(w,) in B,(z)
dove 7 & scelto in modo tale che |F,| = |E,| si avrebbe
F(EFy) < F(By)

che ¢& assurdo. Infatti:

FolBo) — Fo(Fo)> f |D®; | —g f edydz + | | D5 | —

By (x,) io nBF-(zo) BG(“(EB))
— gfz dy dz —f]Ddi;hl ——g |E, N By((Ey))| + gfz dy dz >
BonB(a(By)  Brlmo) By (o)
n
> (Do — 2 18 0 Bo(@(B0)| > [ 1Dgs.| —ns B0 Bufe () [o->0
Bo(w(Eo)) Bo(2(Eo))

OSSERVAZIONE 2.5. Dal teorema precedente posto g,= 7,/2 si ha,
tenendo conto che

”?5; VE, minimo di %, in §,

|Ey N B, (4(B,))| = |Be,(#(E,))| VE, minimo di ,.

0 = o(Ho)>

Vale il seguente

TEOREMA 2.6. Esiste v > 0 tale che

BN (VU —U,) =60 VE, minimo di &,.
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DIMOSTRAZIONE. Anche in questo teorema & necessario prima di
tutto provare una disuguaglianza di tipo isoperimetrico.
Per T > 0 siano t,,%,,t, tali che T<t, <1, <13
Poniamo inoltre
B;= EyN (L tira) dove (b, ti41) = VUy,,— VU, (¢ =1, 2)

Vizl-Eily V—: V1+ Vz.

Supponiamo che le tracce di B, su {# = ¢,} siano continue e definiamo

(2.16) m=max [&dH,,.

i=1,2,3
t=h {z=t:}

Per la proprieta isoperimetrica della sfera si ha

@17)  [ID®s) =[|DBs,| + [ Ps,aH s + [ Ps,dH. + f @y, dH -, >
Rn [C'R77%Y) {z=t:} {#=ti41}
> nw;/u Vgn—l)ln

Per la (1.4) si deduce dalla (2.17)

N, Vin—Din < f D&, | + f @y dH,, + f B dH,—, + A f DD | + pV,=

(b,t141) {z=t:} {z=ti41}

= [|D®s| + [ O3, AH s+ [ Os,AH 1+

(byt14) {z=Ht} {z=t141}

+2 [ f |D®y,| + f &y dH,, + f diE‘dHn-l] + uv,

(istie1) {z=t:} {z=t141}
cioe
(2.18)  melr Vg

<@+ N[ [IDBs| +[ By, dH s+ [Br, dH s |+ Vs

(bistisq) {z=t} {z=tis1}

Sia ora T*< T tale che |E,N {¢>T}| < w.gy/2 © tale che esista
una sfera B c Up. di raggio g, con |B — Eo|>w,0;/2 e definiamo un
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nuovo insieme F togliendo E,U E, ed aggiungendo una pallina
B,,(®) C VUy. tale che |Eo| = |F|. Essendo E, minimo risulta F,(H,) <
<F(F).

Ricordando (2.10) otteniamo

le@E.l +feos 0®g dH, , + gJ‘z dyde + g J. 2dyde<
(t15ts) U Nty ts) Eo0(trsts) EonBec(E)
<f¢EodHn-1 +f¢,,,dﬂ,,_l +ry 4 gfzdydz;

Qo
{z=t,} {z=1s} Be, (=)

essendo
gfzdydz + gfzdydz — gjzdydz>0
Eon(ty,ts) E,n B, (x) B, (%)

si ha

(2.19) f[DQE.| + f cos 0@z, dH,, < f Dy, dH, -, +J‘4i,g,dH,,_ll +ry.
(t1,ts) 3V 0 (ty,ts) {z=t,} {z=ts} %

Ricordando che 0<0 < 0,< m e la (1.4) si ottiene

[1ps) + [cos 00, aH,1> [1D@s,| — lcos b, [@s,8,>
(t15ts) 8V n(ty,ts) (b1,5t3) AV a(ty,ts)

> j |D®y,| — |cos 6| [}. f \D®y | + uV] —
(t14ts) A (b ,s)

= [1D@y,| — leos ] [ A[IDB| + 4| Gs, Al s+ 4 P, AH s+ uv| =

(81,5ts) (t1,ts) {z=1,} {z='x)
— (1 — A|cos 6,) f |D®;| — Alcos 0.,1( f By dH,,+ f qs,,,dH,._l)— ulcos 6,V
(t1,ts) {z=t,} {z=13}
cioe
(2.20) f |D®y| + _[ 08 0Bz dH,_, > (1 — Alcos b)) f DG | —
(81,483) AU n(ty,ts) (t1yts)

— 2|cos 6| ( f @y dH,_, + f di,,.dH,,_l) — plcos 6]V .

{z=t1} (3=t}
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Combinando (2.19) e (2.20) risulta

(221)  (1— Aleos o)) f D, <
(1,t3)

<(1 + Alcos b)) [ f@EndH,,_l —|—f¢EodH,,_1] —|—g— V + plcos 6,|V .
]

{z=1,} {z=t5}

Da (2.18) si ha

(2:22)  nor(Vetin g Voovin < (14 1) [ [1D@y,)| + [y, dH,
(815¢s) {z=14}

+ [P, 0B s + 2[Bs, 0B, + T

{z=t,} {z=t3}
Tenendo conto che >0 e 1 — Alcosb,| >0, da (2.21) e (2.22)
ne viene

(1 — Alcos 6,)) -

nw'l‘/»(V(ln—l)/n + V;”_l)/") T 7 <

<2f¢E°dH,._1 -+ 2fq5EodH,,_1 + 2(1 — Alcos Ool)f¢EodH”_1 +

{z=t,} {z=t5} {z=t,}

1 — Alcos 0,
+ (—Z; + ulcos 6, + -T—,}—To' u) V<ém+ eV
cioé
(2.23) oM VE—Din L YE-Diny <om + ¢V

dove ¢, = ¢y(0, 1) e ¢;= ¢4(6,, Ay Qos M4)-
Da (2.23) si deduce facilmente, come nella disuguaglianza isoperi-
metrica precedente

[ ViAVa<e(n, 6,)(m 4+ KEV)¥
(2.24)

K = K(0,, 00, Ao, Hym) .

Consideriamo ora una striscia Vi, ; — V.
Ragionando come nel teorema 1 di[8] & facile vedere che per T
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sufficientemente grande esiste 7(E,) tale

T<t(B)<T+1

f @y, dH, ,—=0 VE, minimo di F,.
{z="7(Z,)}

Sostituiamo ora un insieme K, con un ingieme F ottenuto cancel-
lando E,N {(y,2): 2> ©(H,)} ed aggiungendo una pallina B, (') C
C VU (0o € T* scelti come prima) in modo tale che |Ey| = |F|.

Per la disuguaglianza (2.10) e per la (1.4) si ha:

30(Bo) — 2o(F) > | |DDsg,| + J- cos 0Dy dH,, + gfz dy dz —
VU a{z>1(Ey)} 0V n{z>7(E,)} Eon{z>1(E,)}
Ty gfzdy dz>f|D(DEn] — |cos Go[f@ga dH,_,— 2y

Qo Qo
Boy(z') U n{z>1(E,)} oV n {z>1(E,)}

>f|D¢’E.I—I00801[/1 f |D¢Eol+uV]—eﬁV:
0

U {z>7(E,)} U 0 {2>7(E,)}

— (1 — AJoos eol)le%l — uleos BV — 2 ¥ —
(4

‘U‘n(z>‘t(E,,)}
= (1 — A|cos Bol)lediEJ —eV
U n{2>7(E,)}
cioé
(2.25) Fo(By) — Fo(E)> (1 — Alcos b,) f |DD; | — e,V

U a{z>7(E,)}

© questa quantitd & strettamente positiva se V = |E,N {z > 7(E,)} |
& abbastanza piccola. Infatti:

(2.26) f | DBy, | >neptin vin=in
U n{z>1(E,)}
€

(2.27) [|D¢Eo| =le%.,!+ f @EodH,,_1<f|D¢Eal +zf|pq>,,.|+ uv.
{z>1:(E.,)} WV n{z>1(E,)} 0V n{e>1(E,)} U n{z>1(Ee)} VU n{z>w(E,)}
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Da (2.26) e (2.27) scende

711(1)'1'/" Vin—bin __ ”V
1+

ID¢En| >
VU n{z>7(8,)}

Pertanto
nw:'l'/n V(n—l)/n —_ [uV
1+2

_ (1 —_ Alcos 00') nco,l‘/” Y in—vin __ Cs V

1+

(1 — AJcos b,)) | |[DDz,| — ¢ V >
U n{z>1(E,)}

(1 —A4lcos O)) —e, V =

e questa quantitd é strettamente positiva se V & piccolo.

Indicando quindi con v = sup =(¥,) si ha la tesi.
E,

3. Esistenza di minimi locali per 5.

Scopo di questo paragrafo & quello di dimostrare che assegnata una.
quota T > 7, con 7 tale che B, N (VU — U,) = @ per ogni E, minimo
di &,, esiste Q,> 0 tale che F, ha minimi locali in U per < Q,. Per
fissare le idee prendiamo 7' = 7 4 1. Vale il seguente

TEOREMA 3.1. Per ogni 2>0 e per ogni g > 0 esiste Eq c U, tale che.
Fo(Bq) =infF, dove &= {Ee&: Ec VU,}.
&z

DimMosSTRAZIONE. Infatti
FolB)> f cos 0@z dH,_,— O j ly|2dy de>
oV E

>—[ Dy dH ., —Q sup {jy]*: (4, %) € Vi} || ,
oVUr
cioé
(81)  Fo(B)>— H,(0Vy) — 2 sup {|y|*: (y,2) € Up} =
=Cco8t > —oc0 VEEeEbr.
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Sia ora {Ej};cy una successione minimizzante, <.e.

Fo(B,) =225 inf 5,
&

T

Esiste una costante C tale che

(3.2) Fo(B)<c VieN

da cui

(3.3) f |D®y | < e _f cos 005 dH, , — g[zdds + Q f ly|2 dy dz <
aQ vy 1

Eq¢ E

<6 + Hoy(0Vr) + Qsup {|y|*: (y,2) € Uz} =0 < + 0.

Essendo per la (3.3) i perimetri equilimitati per un noto teorema
di compattezza (vedi[4],[9]) esiste Eq ed una successione j(K) tali che

.Ej(K) i:iio) Eﬂ

nella topologia L(VU;). La tesi scende allora dalla semicontinuita
inferiore di ¥, rispetto alla topologia L(VUy). ec.v.d.

Sia £, una successione tale che ;> 0,Vj, 2,—> 0. Sia inoltre
Eq, un qualunque minimo del funzionale ¥, in &;. Per brevitad poniamo
E;= E,, §F;= Fq,. Vale il seguente

TEOREMA 3.2. La famiglia {E;};,.y ¢ compatta in L(%V7).

DIMOSTRAZIONE. Sia F un qualunque insieme di perimetro finito
tale che |F| =1, F c U,. Posto V; K,= F,(F) si ha K,;>F,(E;) per
la proprietd di minimo di E,. Poiché £, 2% 0 si ha F,(F) =23 3,(F)
© quindi esiste K tale che K>F;(F) Vje N da cui K> F,(E;) Vje N.
Si ha

K>5,(E,)> I|D¢E,‘ —f¢x, dH,—; — Q;||y|*dy dz>
T RV Vr

> [ID®By,| — H,1(0V7) — max 2, sup {J3]2(9, 2) € Vi |V
U'r
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da cui, posto
K =H, 0V, + max O, sup {|y|*: (y,2) € Vp} |Vz| + K

risulta

(3.5) f ID®;|<K VjeN.
VUr

Pertanto i perimetri degli E; sono equilimitati. La tesi scende allora.
dal citato teorema di compattezza (vedi[4],[9]).

OSSERVAZIONE 3.3. Dal teorema precedente scende l’esistenza di
una sottosuccessione j(K) e di un ingieme E* tali che

(3.6) By =23 F*  in LY(V).
Vale il seguente
TeorEMA 3.4. E* & minimo di F,.
DIMOSTRAZIONE. Per ogni F € &, risulta

f]D@E.[ +|cos 0Dy dH, , + gfz dy dz <
U U E*

<minlim ( fI'D¢EI(K), —l—fcos 0D, dH n—y - gfz dyde — Q0 | ly|2 dy dz)

K—>+ oo
Eiw Eiw

<minlim(f|Dq§,,] +|cos 60D, dH,_, + gfzdydz—!),mflylzdydz)z
K->+ o0 ay e s K
_f|D¢F| +|cos0DraH, , + gfzdydz .
oU F

Pertanto E* & minimo per il funzionale &,.
Per ottenere 1’esistenza di minimi locali basta seguire uno schema
analogo a quello seguito per il programma della equilimitatezza.
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I) Ve> 0 3Jje tale |E;N (VU — U,)| < ¢ per ogni j>7j.

(cid segue subito dai teoremai 2.6 e 3.4) e quindi
|[B; N U,|>1—¢ per ogni j>j.

II) Vj}je 3T,= T,(Eg) tale che

0<T, <7t e IE,n‘UT,]:-l—é_—s

(immediato da I)).
IIT) Da II) si ottiene subito ’esistenza di > 0, r > 0 tali che
VE:I' (j)?'e), Elw,.z- xj(Ej) tale che

B,(#;) c U,— VUr, e |By(a;)N Ej|>v.

VI) VA>0, Vpe (0, n%/(n —1)) esiste r,= r,(4, p) > 0 tale che
VEB; (j>§e) I%;= &;,(E,), Ir(E;)>r, tali che

Bz)(#) C VUr,, |Buz)(&) — E;| < Alr(E;)]e

(vedi teorema 1 di[8]).
V) Scegliendo opportunamente A e p si dimostra che
VE; (j>je) J05= 0,(E;) tale che

7

ry_1(E)
2

r
<T5r<e,<r(B)
e f @y dH, = nw,0}~%. Anzi, f @ d0 = 0,07
0Boy(%5) Bos(&5)
VI) Si dimostra quindi che se j & abbastanza grande allora 37, = 7,(E;)
tale che

t<T<t+} e f@,,dﬂ,,_1=o

{z=13}
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Si conclude che
f(pz d$ - O
qj-—"‘fn}

provando cosi ’asserita esistenza di minimi locali.

Per la dimostrazione di V' si procede come nei corrispondenti teo-
remi 2.3 e 2.4 nel programma della equilimitatezza. L’unica differenza
é nella diseguaglianza (2.14) che ora diventa

(3.7 VIAV;<e(n)(m; 4+ EV;)¥
dove k = k(z,g,n) & una costante e

Vi= BN (t,t)], () tin) = By, (&) — By(&))
V? = 'Ea N (tzy ta)l
V;=V;+V;, m;=max ( J‘(D;,jdH,,_).
0Bty

©=1,2,8

Il procedimento iterativo che conduceva alla dimostrazione della
(2.6) funziona anche qui con opportune modifiche (vedi anche [1],[3]).
Si ottiene cosi I’esistenza di p; e di &; tali che

f¢E’dw = 0
Bﬂj(éj)

come asgerito in V.
11 passo VI) & anch’esso analogo al corrispondente per 1’equilimi-
tatezza. Anche qui la (2.24) va sostituita dalla

(3.8) ViNVi<e(n, o) (m; + KV ;)¥
dove &k = k(f,, g,y 4, 4, n) & una costante e dove ora
V% = lEi N (th tZ)I y (tn tH-l.) = qjtc+1_ T)‘“
V;z = |E,ﬁ (tZy ts)l
V,=Vi+ 7V} m; = mMax ( J-¢E:dH”_1)

i=1,2,8
{z=H}
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Dalla (3.8) si ottiene

f@,,’dw =0 Vj abbastanza grande.
‘U—"\Jn-*

Abbiamo cosi dimostrato

TrOREMA (Esistenza di minimi locali). Esiste T > 0, esiste £2,> 0
tali che VQ < Q, esiste E, con

E,c{(y,2):2<T}

FolB)<Fo(F) VFe§ con EAF c V.

Procedendo ora come in[8],[1] si ottiene anche il

TeOREMA (Regolaritd). Sia E, minimo locale per §,. Allora oE,
& una varietd analitica (n — 1)-dimensionale eccetto al pilt su un in-
gieme singolare chiuso X, che ha misura di Hausdorff non supe-
riore a (n — 8).
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