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Analogue d’un Lemme de Kohn et Nirenberg (*).

S. ZAIDMAN (**)

1. Introduction.

Le but de cette note est celui d’établir un résultat similaire &
Pinégalité (A.8) dans D’article [1], en effectuant ainsi un passage de
Pespace L*= H° & un espace de Sobolev arbitraire H*. Tout comme
dans I’Appendix de [1], Théoréme A.3, nous prenons comme modéle
le Lemme 9.1 de [1] et son schéma de démonstration, mais sans la
partie finale. On s’inspire aussi des trés courtes indications de la
démonstration du Théoréme A.3, mais notre raisonnement, exposé ici
avec ampleur de détails reste néanmoins différent. Aussi le résultat
gu'on obtient contient un terme additionnel (par rapport & l’iné-
galité A.8) dont ’apparition reste pour nous un peu « mystérieuse ».
Enfin, il y a lieu & dire, nous ne sommes pas arrivés a compléter les
détails absents davs la démonstration du Théoréme A.3 exposée par
Kohn et Nirenberg et aussi, si ’on pose s = 0 dans notre résultat plus
loin on ne retrouve pas (A.8) sans lui ajouter un term correctif. Comme
nous ne connaissons aucune autre source ou on pourrait lire quelque
chose sur les recherches exposées dans I’Annexe du travail fonda-
mental [1], nous estimons que le papier qu’on présente ici peut avoir
de Yintérét pour un groupe assez large de mathématiciens.

2. Ce paragraphe sera trés court. On se raméne pour la plupart
des notations et définitions au travail de Kohn et Nirenberg (on pour-
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rait consulter aussi notre article & paraitre[4]). On considére des
symboles a(z,£) comme dans (A.1l) vérifiant la condition (A.2) o#%
pour un nombre reel fivé s, la fonetion (1 -+ [n[2)@eI+V4k(y) e LI(R~), et
aussi les conditions (A.3) et (A.4).

On démontrera le suivant analogue au Lemme 9.1 de [1]:

THEOREME. Supposons que la fonction a(x, &) vérifie les conditions
(A.1)-(A.4) dans [1] et que les fonctions u et v dans S(R") ont les supports
situés & distance positive un de Vautre. Alors, pour Vopérateur £ de
la forme (3.7) et pour la fonction @,(|n]) = sup o(z)/@ + [r—7n]) o
lieu l’mégahté

(4w, v)| <c{lp(ID]) ]z @i ID])vlm-++ [ ]me o]z} .

3-I. La démonstration est assez longue et délicate; elle sera ici
divisée en plusieurs étapes. Au début on introduit la fonction J comme
dans le lemme 9.1 de[1] et ensuite le « symbole corrigé » b(z, &) =
= (1 + |&]?)~ma(x, &) ot m est un entier >n. Aussi Pon pose w =
= (I — 4)™u et on définit les fonctions

(&) = (2m) 13 [T(& — 7)(b(oo, 7) — (0o, &) dv ()
Rﬂ
et

HE) = (27) [ [Tt — 0B (& — 1, ) — 86— n, ) @) dn e .
R* xRn

On voit que:

(afu,v) = — [ [owde a + fH(«f) aeat] -

On a maintenant le

LeEMME 1. La majoration

|G(E) | < CIBE){(1 + [E2) ™1+ (1 + [E])Vo([E]) Veu([E])  est vraie.
En effet on a

1) |6(§)] < Cl(&)| [T (¢ — D][b(oo, 7) — bloo, &) dr .
R»
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Aussi (voir [2], p. 369) il vient que

(2) (oo, &) — b(oo, 7)< |a(oo, T)||(X + |7[2)"— (1 + |&]2)-"| +
+ (1 + [€]2)~™|a(oo, T) — (oo, &) < Cy(1 + |§ — |-
(4 g4 (X A+ |€2)™ |aloo, T) — a(oo, 8)] -

De (A.3) on déduit (pour & —>oco) que |a( oo, 7) — a(oo, &)|<
<@ + |€—7])@(]&]), et aussi que |a(co, T) —a(oo, &)|<(1 + |§—7|)-
“@(z))-

Remarquons maintenant que si 'on a: 0< A< B,, 0< A<B,

alors /A <+/B;, VA < +/B,, et A<+/B; B,. Par conséquent

(3)  la(oo, &) — a(oo, T)|< (1 + 1§ — =) Ve([E]) Ve(lel) <
< O(1 + [ —<PVp(I&]) Ve(l]) -
et donc aussi
(4)  [b(oo, &) — b(oo, 7)| < C(1 + [& — T[)m(1 + [£2)4 4
+ C(1 + g2 (1 + 1€ — = )iVe((E]) e(Ie]) =
= O(1 + | — 7|1 + [El2) 4+ O(1 + [Ef2) (1 + 16— 7[?)*
Vo(EN(A + & — 7)) Ve(le))(L + & — 7))t

A cause de I'égalité:
elIn)) = rs:}g (1 + |z —nl)e(l]),

on déduit que ¢(|7))/(1 + |§ —7])<@i(|4]) et ensuite on obtient
I’inégalité

(B)  [b(00, 7) — bloo, &) < C{(1 + [ — w21 + [é]2)
+ (1 P+ 16— P Vo(E) ValEN( + 18— =]2)3)
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Cette derniére inégalité, introduite dans (1) nous donne:
©®  1EHOI<OE)]- [ITE — DL + [ —wl)+ (1 + g])mdar +
Rfl
+ OlB(E) (1 + [62)V(EN VeullED) [IT€ — DI + [§ — v])tde =
R'l

= Cl@@)[{(1 + [£]2)-"+ (1 + [E]2)"Vo(lE]) Veu([E])}.
Le'lemme 1 est donec démontré.

3-II. On établit ici le suivant

LEMME 2. L'inégalité

H©)|< 0k — 2)gH(Inl)1 + & —nl)p(l€]) +
" b (U ) laenldy  est vraie.
PREUVE. On part de: §'(4, &) = (1 + [£]2)-™@'(4, &) et on obtient
b'(2,m) —b (4 v) = (1 + [n)~{@@,m) — @@, 7] +
+[@ + [7[)— @ + [7])"]a"(4, 7)

et ensuite

(N B —b8@, <@ + R + [n—De(n)e@d) +
£ O + [ — (L + )=t

Par conséquent on peut déduire de la définition de H(£), les majorations

®  HEI<O[[Tn— (1L + iz

RrxR®

(1 4 |n— v *o(In])k(E —n)|@D(n)|dn dv +

+ Of [T — (& —m)(1 + Iy — 71)™(1 + Inl2)-Hln) | dy de
R* xR®
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= o[t — ) ( [ITon—DI(L +In— ) de ) (1 + b)) )| an +
R» R"

+ ofee —n)( [ITor— 01 + In — wl)+ae) (1 + ple)=-tvtn) | dn =
R!I RH

= O, JkE— (1 + Inl*) () lin) dn +
w
+ CaflE — (L + ) () dn -
Aussi on a: )
o(ln) = e(n) @ + [§=n)@ + [§ =) <eu(|ENQ + [£ — 7))

et ¢*(In)) <OPi(lEN (X + |& — 73
En introduisant cela dans (8) on obtient que

(9 [H(E)| < [k(E—m)(1+ In[s)mgH( 1) gh(|E)(1 + [E—nl*)H@0n)] dn+
Rr
+ O [kE — (1 + i)t |y =
Rﬂ

= O [k& —mygH(ml)(1 + I —nl*)egk(I£]) iy +
R’l

+ 0fkE—n(1 + P Hfam)|dy . CQED.
R'l

3-111. Le théoréme sera une conséquence des deux lemmes qui
suivent:

LEMME 3. On a Uinégalité

10) | [6(&)56) d&| < O{lulalola-++ [¢¥(1D]) wlale(1D]) o]
K

En effet, d’aprés le lemme 1, on obtient que

| [e@seasi<ef( + eraele | +
R» R®
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+ o 1@ Vo ([EN56)| Ve IET) a¢ =
R"
= Of(1+ [EP)=H@|(1 + [¢])-215(6) | a€ +
Rﬂ

+ 0f(1+ [V ENI@IL + 6]2)—=V s ([E) (6)| d <
R® :

<O{u]m]v]z-+ l9H(|D]) ]z [g}(1D]) o]z}

c’est-a-dire (10).
Finalement on a le

LeMME 4. La majoration

an | [rers (6) €| < O [ullo L+ + IgH(1D]) al|h(1D]) oL~}

est vrate.

En effet, par le lemme 2, on trouve
(12) (L -+ [ER)IHE)| < Cpk(I]) [k — mgi(In])-
Rr

(1 [&— pfE)e (L )y dy +
+ Ofk(E—m)(1 + & — 9L 4 [p[2)e-D2(a)]|dy .
Rn

D’un autre coété on a

(13) | fH ©ag =| [ f - IERRHE) (L + 6) e ag] <
<[(+ R EIEE 1L + 817) o) ds
R‘n

et par conséquent on déduit que

aa) | [rOF ) <cf( [re—neH(in( + e -
R® R® Rn»
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(1 4+ lnlz)”’zlﬂ(n)ldn)(l + |ER)*2g}(|€]) 5(8)| d€ +
+ Of( [rE—m( + = nB)R(1 4 )2 dn) -
R» R»
(1 E2)e25(8)] dé .

I1 résulte sans difficulté que la premiere intégrale a droite est ma-
jorée par

(13) ¢ [it6 =g a0+ 16— )30+ Pl g

X f (14 1512)"s<p1(|§|)]6(§)12d§)%<(Lemme 5.1 de [4[3]) <
. < (1 4 [AP)el2+2£(2) | 1o ]| (|1 D]) e e |2 (| D0 |-

tandis que la seconde est plus petite que

n X
]L’(Rg)

(16) || [1e —m(x -+ 16 —n)Im( + i)l ay
Rn

x ([0 + tgR) @ ag) < (1 4 ()RR o ool

R»

Cela termine la démonstration du théoréme.
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