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Formulazione relativa delle leggi di evoluzione
di un sistema continuo in Relativita generale. Nota II.

G. CArICATO (*)

1. Introduzione.

In una recente Nota col medesimo titolo, inserita nel volume
dedicato al prof. G. Grioli in occasione del suo 70° compleanno [1],
ho iniziato lo studio sistematico dell’evoluzione relativistica di un
sistema continuo a trasformazioni reversibili 8 rispetto a un deter-
minato riferimento fisico. Scelta la congruenza {L} delle linee d’uni-
verso delle particelle del continuo medesimo per rappresentare un
riferimento fisico, e introdotto in un intorno di ogni particella P un
riferimento (locale) di moto incipiente

Ry: {€,=0,P, p=1,2,3, e,= 0,P}

ho precisato in qual modo & possibile definire nella generica confi-
gurazione C di 8 uno stress come campo di tensori doppi simmetrici,
puramente spaziale, dello spaziotempo V,. Ho indicato con X** le
componenti controvarianti in coordinate euleriane di tale stress, e con
Y™ le analoghe componenti in coordinate lagrangiane. Ricordo anche
che le coordinate lagrangiane introdotte hanno il pregio di essere adat-
tate al riferimento fisico {L}.

Poi, limitatamente ai continui dentro i quali fra elementi contigui
non avvengono scambi termici, ho scritto il corrispondente tensore

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico G. Castelnuovo, Cittd Univer-
sitaria, Piazzale A. Moro, 00185 Roma.
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energetico materiale, ed ho imposto ad esso la condizione di conserva-
zione, che ora richiamo in coordinate lagrangiane (cfr. [1] (3.2)):

(1.1) ij"”‘ =V, [03” (1+ Zi:) uh wk -+ th] —0.

La proiezione spaziale di questa equazione mi ha permesso di dedurre
Tequazione vettoriale indefinita (cfr. [1], (3.13))

(1.2) M (1 + ‘0/';‘:) .A. == — C.’rYfQ 69— er’Q'ég VPE e

che ho anche chiamato 'equazione fondamentale della meccanica relati-
wvistica dei continui, nonché le condizioni al contorno (cfr. [1], (3.21))

(1.3) Ywi, = Q) VQeaC

f(Q) essendo la proiezione spaziale del 4-vettore F(Q) che rappresenta
la 4-forza agente sul generico evento @ della frontiera 0C della con-
figurazione C.

2. Equazione simbolica della meccanica relativistica dei continui.

Tenendo presenti I’equazione fondamentale (1.2) e le condizioni al
contorno (1.3), introduciamo i campi vettoriali

w * ~ ~ L3 ~
2.1) | 4V E—,u(l—|—5) c2Cee,— Vs Yeoe,— (,Y*e, VPeC
W(Q) = f—Deii, V@ e oC

¢ prendiamo in esame il funzionale

(2.2) J(5) EfV-zde +fW-zdae
(] aC

% essendo un arbitrario campo vettoriale regolare definito in C. In
virth dell’equazione (1.2) e delle condizioni al contorno (1.3) J(z) &
nullo comunque sia scelto il campo di vettori z; viceversa se il fun-
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zionale J(z) risulta nullo per ogni scelta del campo di vettori regolari
z, necessariamente sussistono le equazioni

V(P)=0 VPecC
(2.3) { W@ =0 VQeoC.

La dimostrazione di questo risultato é¢ immediata, come nel caso clas-
sico, procedendo per assurdo e sfruttando la continuitd dei vettori ¥(P)
e W(Q) nei rispettivi campi di esistenza (cfr. per es. [2], cap. V, §1).
Se sostituiamo in (2.2) a ¥ e W le corrispondenti espressioni (2.1), e
teniamo conto delle identitd (cfr. per es. [3], 11.3, 1V.2)

5910g\/)—/;:.fedo, 5QET=PQ;.1'EZ

(2.4) L e
= ae(\/'}/ée) - VQYQ"‘GT
vy

Tequazione

(2.5) J(z)=0

assume la forma

(2.6) ~—J',¢(1+ )A zdc—f\/_.ag (V) zdC +

—fézYle Z,dC +Jf-zd8€ —J‘@@'ﬂe-z doC=0.
c aC C
Tenendo conto inoltre della trasformazione seguente (cfr.[3], I11.4.)
fv_ 0e( \/y@e zde*fv_ 0e( \/yCIM’ z) dC—J-CIW 0p%+dC =

- —fée-zﬁgdae—f@-éezde,
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I’equazione (2.6) diventa

2.7 J(z) E_fp (1+ c—u:)A-sz +f(l’e'5ezd6 +
Cc [
—J'é,ywzede —i—ff-zdae =0.
(] aC

Attribuiamo ora a z il significato di un arbitrario spostamento infini-
tesimo

(2.8) z=udy*+ dP = u*d,P-dy* + dy e,

e costatiamo quale forma assume l’equazione scalare (2.7). A tale
scopo esaminiamo innanzitutto come si trasforma il 2° integrale che
compare in (2.7) in virtl della simmetria del tensore stress Yr: ot-
teniamo

(2.9) f¢9-5gzd(‘3 :erl 61:9,2dC = %fYQ‘(EQ-ézz + €1-0,%)dC;
(4 (¢ Cc

attribuendo a z ’espressione (2.8) veniamo ad avere
(2.10)  Yeo(8, 005 + 85°0p5) =
= Yeo[e, 4050, P + &5+9480, 0, P]dy* + Yeo[8,-05 8¢ + 85°0p &:]dyr.
Poiché valgono le identita
(2.11) 260, P8 = 0,95 P~ &, ,
Pespressione (2.10) diventa

(2.12)  Y5(8,-0,% + 65+ 0p%) = 2(Xe0 4143, Sp5-dyt + Yo, [2.dy®) ;
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pertanto 1’equazione (2.7) assume la forma
(2.13) —fp (1 + Eu—:)A-JP dC + dy*| Yeo utd, s0sdC +
Cc (]

+fY19f¢lrdy7dC—fYAQ Cody*dC +ff~JPd8€ =0.
Cc (64 ac

Nell’equazione (2.13) cui siamo pervenuti possiamo attribuire ad
ognuno degli integrali presenti un preciso senso fisico relativo:

(2.14) oL™= —fy (1 + E—u;) A-dPdC lavoro elementare delle forze
C

d'inerzia;
(2.15) oLw Ef I dPdeC lavoro elementare delle forze
e superficiali;
(2.16) oL® =dy* J. Yeo 1449, £06dC lavoro elementare di deforma-
c zione delle forze intime;
(2.17) oL@W= f Yo, I dy*dC lavoro elementare complemen-
C tare;
(2.18) oL" = —fYE é’e dy*dC lavoro elementare delle forze
c dinterazione .

Di conseguenza l’equazione (2.13) pud essere scritta nella forma se-
guente:

(2.19) OL™ 4 9L 4 QL@ 4 dLW 4 oL = 0 ;

la chiameremo ’equazione simbolica della meccanica relativistica dei
continui.

3. Sistemi a trasformazioni reversibili: equazioni costitutive.

Se teniamo conto del contributo dato dall’equazione (2.19) all’ana-
lisi del lavoro delle forze intime in una trasformazione infinitesima di
un sistema continuo a trasformazioni reversibili, siamo indotti a tra-
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durre il 1° principio della Termodinamica per il generico elemento ¢
di C, nel riferimento locale di moto incipiente R, nella seguente
equazione:

(3.1) Budq-dC = pdy*L,u-dC 4 Yerl, &0 dy*dC

ove 0q indica la quantitd di calore assorbito (in senso algebrico) dal-
P'unitd di massa del corpo nel passaggio da una configurazione ad una
infinitamente prossima, £,u-dy* esprime la corrispondente variazione
di energia interna e

ol = Yerf, £or dy*
il corrispondente lavoro di deformazione delle forze intime per unita

di volume. Poiché abbiamo ammesso che il corpo 8 sia a trasformazioni
reversibili, vale per esso la relazione

(3.2) 8_; =£,8-dy*;

di conseguenza per la corrispondente variazione di energia libera

F = u—FEsT
deduciamo da (3.1) I’equazione
(3.3) Pt F = — Yer 449, £or — Busutd,T .
Supposta nota l’energia libera &, come funzione caratteristica della
struttura del corpo 8, l’equazione (3.3) mostra la dipendenza di F
dalla variabile evolutiva %%, in ogni evento P di C, per il tramite delle

caratteristiche lagrangiane di deformazione EQ, e della temperatura as-
soluta 7. Pertanto ’equazione (3.3), scritta nella forma

8\7'- * * a\‘;‘ * - * *
(3.3)’ u [a—g;r' 484 gor 1 —ﬁ’ ut 84T] = — Yeryst 64 Eor — E‘usu4 8411

congsente di dedurre le relazioni

0F

1
3.4 Yor — —y ——— —_
( ) l‘ agg‘r ! § E

Sk
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Come nel caso classico, il potenziale termodinamico & deve verificare
il postulato di Helmholtz perché abbia senso fisico, e deve percid sod-
disfare la limitazione

0rF

(3.5) 5—172< 0.

Se, al contrario, supponiamo nota l’energia interna specifica u, ed
esprimiamo la dipendenza di » dalla variabile y* per il tramite delle

59, e dell’entropia specifica s, per variazioni infinitesime di % lungo
le linee di corrente, da (3.1) e (3.2) deduciamo ’equazione

» 1 - - -
(3.6) UL u-dyt = — ‘; Yerut o, eor-dy* + ETu40,s-dy*

donde seguono, come da (3.3), le relazioni

ou 1 ou
. YQT = e — _ —_— —,
S F ot E s
Analogamente a cid che avviene nel caso classico, 1’energia interna
specifica u deve soddisfare la limitazione

o
(3.8) Freke 0.

A questo punto ricordiamoci delle formule (2.17) cui siamo pervenuti
nella Nota [1], che per comodita riseriviamo:

(3.9) th:( X )(6'—6’ )Yer
uA

Sostituendo in esse alle Y¢° le corrispondenti espressioni assegnate
dalle relazioni (3.4) o (3.7) dedotte poc’anzi, possiamo attribuire alle
caratteristiche lagrangiane dello stress Y** le rispettive forme

0F  per trasformazioni
3.10 Y= — (6" — " E__ &k
(5-10) # ( )(6 —o )8891 isoterme;

(3.11) Ym— (5;;_ P )(6" 5 uf) ou  per trasformazioni

,) 080r isoentropiche .
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OSSERVAZIONE. Le equazioni costitutive (3.10), (3.11) ci permet-
tono di completare ’analisi dell’equazione (3.30) ottenuta in [1], che
-qui riseriviamo:

(3.12) Pt w= — 3 Y0 L, por = — YT 49, Zor .

Ad essa eravamo pervenuti considerando la proiezione temporale del-
Tequazione di conservazione (3.2)

ij,hk = 0 .

In virth delle equazioni costitutive (3.10) o (3.11), valide per un sistema
continuo a trasformazioni reversibili, possiamo sostituire in (3.12) alle
Y,. le espressioni

ow

3.13 Yor — — gy —

(3.13) o

intendendo w coincidente con F nelle trasformazioni isoterme e con %
nelle trasformazioni adiabatiche. Ne consegue l'identita

- » aw aén » 3w
. 4 = [ QP S .
(3.14) uw 34@0 nw aggt o0 uw ont

Pertanto la proiezione temporale (3.12) nel caso di un sistema continuo
a trasformazioni reversibili si riduce a una identita.

4. Qualche cenno sul problema di evoluzione.

Nel dedurre ’equazione fondamentale (3.3) nella Nota [1] e I’equa-
zione simbolica (2.19) nonché le equazioni costitutive (3.10), (3.11) in
questa Nota, abbiamo supposto che la struttura metrica dello spazio
tempo V, e il campo di vettori »* fossero noti. Ma in realtd struttura
metrica di V,, riferimento fisico {L} e leggi finite di evoluzione del
sistema § sono intimamente connessi fra loro si che la conoscenza
effettiva delle leggi finite di evoluzione del corpo § implica la cono-
scenza del campo di vettori w* e della metrica di V,, e viceversa.

Pertanto la risoluzione del problema di evoluzione del corpo § in
Relativitd generale esige che accanto alle equazioni evolutive stabilite
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sia posto il sistema di equazioni gravitazionali einsteiniane; e il com-

plesso di equazioni atte a studiare ’evoluzione del continuo § viene
ad essere cosi il seguente:

bl 1 - WY « «
th_ -‘;Rghk - — x [czlu (1 + —c—g)uhuk + th] ’

{4.1) [u(e® + w) 8F 4+ YZ 4t Vytie = — Vo X7,

L ow 5 - - 1 .
191:—'“859:, ‘u,‘/%“—‘,u, Ser:§(Var—‘mer)-

Tenendo presente che la configurazione di riferimento dev’essere sup-
posta nota, e che quindi sia la densitd u* sia il tensore m,, sono da
ritenere assegnati, come & da supporre assegnata la funzione energética
w, caratteristica della struttura materiale del corpo, le incognite essen-
ziali presenti nel sistema di equazioni (4.1) sono il tensore metrico
spaziale ;';'hk(y) e il campo di vettori d,,(y).

Siamo cosi giunti a disporre di tutto cid che serve per formulare
correttamente il problema di Cauchy per lo studio dell’evoluzione di
un continuo a trasformazioni reversibili. Tale argomento sara ’oggetto
di una prossima Nota.
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