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REND. SEM. Mar. UnN1v. PADOVA, Vol. 68 (1982)

Introduzione alla Meccanica relativistica

dei continui con struttura scalare.

G. FERRARESE (*)

Introduzione.

Al di 13 della realizzazione del contesto naturale per la descrizione
dei fenomeni meccanici ed elettromagnetici, la Relativita speciale
costituisce, gia nell’ambito puramente meccanico, una significativa
tappa di quel processo di unificazione concettuale che corrisponde alla
massima aspirazione del pensiero scientifico. Questo processo ha inizio
nella dinamica delle particelle con struttura scalare, attraverso la
duplice unificazione della massa con ’energia (cinetica), e dell’azione
meccanica con quella termica (cfr. ad es. [I], cap. IX.2). Di qui si
estende, in modo naturale, alla Meccanica dei continui, nei termini
che appaiono evidenti da questa breve introduzione, la quale prende
le mosse dalla situazione classica, e procede via via con i ritocchi
indispensabili per una teoria relativistica. Ne risulta un quadro pro-
fondamente modificato, sia per le correzioni relativistiche degli in-
gredienti fisici tradizionali (sforzi meccanici, potenza delle forze in-
time, energia interna, ecc.), sia per la diversa invarianza strutturale
di questi. Tuttavia, ’approccio classico ne viene meglio illuminato,
gpecie per quanto riguarda il I principio della termodinamica (n. 6),
il quale viene sostanzialmente a costituire la correzione di ordine ¢-2
(¢ velocita della luce nel vuoto) del principio di conservazione della
massa (cfr. Pham Mau Quan[2], n. 22).

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « G. Castelnuovo », Cittd Uni-
vergitaria, 00185 Roma.
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Per brevita viene qui esaminato, dal punto di vista generale, il
solo caso dei continui non polari, caratterizzati, nello schema ordinario,
dalla condizione che il tensore proprio degli sforzi meccanici sia sim-
metrico (la rimozione di questa ipotesi non pud essere disgiunta dal-
lintroduzione dei momenti di sforzo e di massa: cfr. G. Grioli[3]
e, dal punto di vista geometrico-cinematico, dall’ampliamento della
struttura scalare mediante direttori: cfr. [4], cap. III). In questo caso,
il flusso termico non é indipendente dalla velocitd, e si riassume in un
termine d’« inerzia termica » che si accoppia, in modo naturale, con
P« inerzia di pura materia », come accade per i fluidi (cfr. A. Lichnero-
wicz [5], cap. IV, e Pham Mau Quan [2]).

1. Equazioni generali della Meccanica Classica dei Continui.

Esaminiamo brevemente il quadro delle equaziont generals della Mec-
canica classica dei continui nell’ambito dei riferimenti galileiani ().
Siano: § il solido galileiano, riferito a coordinate interne di tipo car-
tesiano, arbitrariamente prefissate, cioé brevemente: T =0 ¢, c.c; la
terna di riferimento; C la configurazione attuale (in S) del sistema
continuo; #* (¢ =1,2,3) le coordinate del generico punto Pe C:
nds un arbitrario elemento di superficie orientato per P, e &.do
il relativo sforzo meccanico.

Innanzitutto, il principio di conservazione della massa (1n 8),
tradotto in termini euleriani, da luogo all’equazione di continuitd:

(1) Bup 4 2u(pv) = 0

essendo u(x[t) la densitd di massa e v(x[t) la velocitd. Inoltre le equa-
zioni cardinali della Meccanica, adattate alla generica porzione del
campo C, danno luogo, per via di limite, a tre ulteriori condizioni
locali. Si vuol dire:

I) 4l teorema di Cauchy, il quale precisa la dipendenza dégii
sforzi da n:

(2) ¢n = niq)i = ¢" = (¢n)n=c. y Co

(*) I1 passaggio ad un riferimento solido qualunque si realizza aggiun-
gendo, nell’equazione di moto, le forze specifiche di trascinamento e di Coriolis
a quella di inerzia.
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II) la I2 equazione indefinita:
3) po = uF—0,¢¢,
essendo F la forza di massa specifica e ()* la derivata sostanziale:

(4) () =0:()+ 0.()v*;

III) la 22 equazione indefinita, ovvero le relazioni di reciprocita
per gli sforzi:
(5) b, n'=d¢.n Vn,n'.
Infine, il teorema dell’energia si traduce sostanzialmente (cfr. [6],
Cap. I1.3) nel

IV) I° principio della termodinamica:
. 1 .
() d=g—3 w0,

essendo & Penergia interna specifica (cioé per unitd di massa), ¢ la
potenza termica specifica (2), e w® la potenza specifica delle forze di
contatio:

(7 wh = i-0,v.
Introdotto il temsore euleriano degli sforzi X* (i, k =1,2,3) me-

diante la decomposizione ¢* = X**¢,, la (5) si traduce nelle proprieta
di simmetria

:(5/) Xie — Xkt ,
e la (7) assume la forma
(71) wH = X”‘kik)
(2) Essa comprende generalmente due termini, uno di irraggiamento, ed

uno di conduzione: ¢ = r— 1/u divq, essendo q il vettore di conduzione ter-
mica (cfr. ad es. [7], p. 295).
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essendo k,, il tensore velocita di deformazione:
(8) kg = %(a;”k + 0,v,) .

Nell’ambito delle deformazioni finite, il punto di vista lagrangiano
assume carattere prioritario rispetto a quello euleriano, e ad esso fa
capo, sia in sede classica che relativistica, un’espressione della potenza
delle forze intime gignificativa ai fini della precisazione delle variabili
interne; ma di ¢id non ci occuperemo in questa sede. Qui ci limiteremo
ad osservare che, nel quadro classico:

a) ci sono vari ingredienti dinamict separati di fatto: massa ed
energia interna — forze esterne di massa e azione termica (attraverso
il termine di potenza gq);

b) le equazioni somo imvarianti, sia formalmente che sostanzial-
mente, rispetto alla scelta del riferimento galileiano, cioé verificano il
principio galileiano di relativita in senso forte.

Come si modifica il quadro nella situazione relativistica?

2. Estensione relativistica.

Consideriamo il punto di vista della Relativita ristretta (), po-
nendoci nello spazio tempo di Minkowski M,, di segnatura — + 4 4-.
Supponiamo M,, orientato, e munito altresi di uno dei due semiconi lu-
ce, diciamo C*; ciod dotato delle sole basi cartesiane {ca} (o« = 0,1, 2, 3):

(9) C,"Cs =M,z (Mmoo = _1’ My = 07 my = 6m) ’

concordi e con asse temporale appartenente a Ct.
In terminiintrinseci, cid equivale a considerare in M, la sola classe co?
dei riferimenti galileiani {S} equiorientati, sia nel tempo che nello spazio.
Nel seguito porremo anche ¢, =y (Y'Y =—1) per sottolineare l
ruolo diverso di ¢, dai vettori spaziali c;, nell’ambito del riferimento
galileiano § associato alla base cartesiana {cs}. Si vuol dire che § &
caratterizzato dal versore ¢, C*; laddove i versori ¢; sono definiti,

(3) Il passaggio alla Relativitd generale (cio® ad uno spazio tempo curvo V,)
& automatico, attraverso la regola di trascrizione.
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nel 3-piano orientato X2+ normale a y, a meno di una arbitraria rota-
zione spaziale.

Nella situazione relativistica, bisogna innanzitutto distinguere la
formulazione assoluta (invariante per traslazioni e rotazioni nello spazio
tempo: trasformazioni di Lorentz) da quella relativa ad un arbitrario
riferimento galileiano (invariante solo per le traslazioni del tempo,
traslazioni e rotazioni spaziali). Quest’ultima — la piu significativa
dal punto di vista fisico — & formalmente invariante rispetto alla scelta
del riferimento galileiano (principio di relativita), ma non lo é sostan-
zialmente, nel senso che fa intervenire grandezze relative, per le quali
occorre precisare il modo di variare rispetto ad un cambiamento del
riferimento galileiano.

>+
[

S — e —

Cominciamo col considerare il punto di vista assoluto: il continuo &
rappresentato da una congruenza oo?® di linee orientate del genere tempo,
le quali riempiono un tubo di universo TC M, (per V punto FeT
passa una ed una sola linea della congruenza (¢)). Sia V(E) la 4-velo-
citd locale del continuo ed A(E) il vettore derivato rispetto al tempo
proprio particellare (4-accelerazione). Insieme ai 4-vettori ¥V ed A
(I'uno del genere tempo e di norma — ¢2, P’altro del genere spazio),
sono definiti in G due scalari fondamentali, entrambi positivi: Dy(H)
e uy(E), aventi rispettivamente il significato di « densitd numerica pro-
pria» delle particelle, e densita propria di massa propria. Questi sca-
lari discendono dal punto di vista relativo ad un arbitrario riferimento

(4) Lasupposta regolaritd del moto esclude ogni tipo di urto o lacerazione.
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galileiano y (°). Invero questo, insieme al legame
(10) V=nw+tey)=inv., n=1V1I—uvc,

da luogo alle relazioni di invarianza locale (rispetto alla scelta del
riferimento (D = Jacobiano delle #* rispetto a coordinate lagrangiane):

(11) ND =inv.=D,; u/n?=inv.=p,,

le quali precisano il significato degli scalari D, e u, in relazione al
riferimento proprio.

Per quanto riguarda gli sforzi relativi ¢, (ne8), essi andranno
sostituiti dai 4-sforzi Ty, con Ne M,, dato che questi devono aver
significato in ogni riferimento galileiano, e pertanto in ogni sezione
spaziale X~ per E €. Naturalmente si ammetterd che i Ty soddisfino
le proprieta analoghe a quelle classiche (2) e (3):

(12) Ty=NaT*, Ty N=Ty-N VN, N'.

Si tratta ora di precisare Vestensione relativistica dell’equazione di
Cauchy, la quale va naturalmente postulata. L’estensione pil natu-
rale & ancora suggerita dal quadro classico (1)-(3), interpretando queste
come componenti temporale e spaziale rispettivamente di una me-
desima equazione 4-vettoriale. Piu precisamente, essendo, in virtl
delle (1) e (4):

p = () — iv = d(uw) + 3,(uw)v* + pw d,0* = 0,(uv) + ,(uviv)
il sistema (1)-(3) si pud serivere nella forma

Oepp 4 0;(uv') =0, 0i(uw) 4 0, (uviv) + 0:p* = uF.

Pertanto, tenuto conto delle (10), e (11),, esso equivale (almeno in
2@ 0) all’equazione

%lpoV2V) + 0" = f  (f=7"F);

(®) Il passaggio ad un riferimento fluido generale non presenta alcuna dif-
ficolta (cfr. [8]).
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di qui Vestensione relativistica pit naturale:

(13) Oa(to V2V + T*) = po f .

3. Sforzi meccanici propri ed energia termica propria (di conduzione).

Alla (13) si pud dare una forma pill espressiva, spezzando i
4-gforzi T*, per Vo = 0,1, 2,3, nelle due parti parallela e normale
alla 4-velocita V (sforzi meccanici propri e di conduzione termica):

(14) Tz = @ + Q*V,
con
(15) @ V=0.

Naturalmente, trattandosi di un continuo ordinario (non polare),
ammetteremo che anche gli sforzi meccanici propri <y soddisfino gl
assiomt (12):

(16) oy = Nap®, oy N'=cpyIN VN, N';
si che la (15) diviene
(17) (Py = Va(Pa — .

Cid posto, moltiplicando scalarmente per ¥ la (14), e tenendo conto
della (15), si ha successivamente

—OZQ“ = Ta'V: 1"17‘0‘z = va'ca —l— VﬁQﬁVa
cioe, come dalla (17):

(18) Qs — %Eo,cva

-

essendo ¢, , 'energia termica propria (di conduzione):

(19) &,c=—0Q 'V |.
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Naturalmente introdurremo anche la densita di conduzione termica
propria:

(20) Mo,e = Eo,c[C*
si che la (18) diviene piu semplicemente
(18") Q* = p, V.
In definitiva, con lintervento degli sforzi meccanici propri di cui

alla (14), ’equazione di Cauchy relativistica (13) assume la forma
seguente:

(21) avx(ﬁoV“V + %) = ,uof
essendo fi,:
(22) g = g + Ho,cy

la densita propria totale, somma delle densitd di pura materia e di con-
duzione termica.

Si noti esplicitamente che la proprieta di parallelismo tra il 4-vet-
tore di conduzione termica Q e la 4-velocitd V é conseguenza diretta del-
Dipotesi di simmetria degli sforzi meccanici propri di cui alla (16). Si
tratta di una proprietd caratteristica det continui ordinari non polari.
Per i continui a caratteristiche di tensione non simmetriche (cid che
porta ad un allargamento dello schema, sia dal punto di vista geo-
metrico, che dinamico) la (18’) non sussiste e, dal punto di vista ener-
getico, la situazione & presumibilmente analoga a quella di un campo
elettromagnetico.

In ogni caso, in termini euleriant, introdotte le componenti V<
della 4-velocita, nonché le caratteristiche di tensione X% con la de-
composizione

(23) @* = X*bcg,

la (21) assume aspetto tipico delle equazioni di conservazione con sor-
gente; invero essa & del tipo

(21") 0aT* = pu,f6  (f=0,1,2,3),



Introduzione alla Meccanica relativistica ecc. 39

essendo

(24) T%8 = ji,V*V6 4 X8,

noncheé

(25) VaVy=—¢2, X2B=Xb2r, X2Vg=0.

Naturalmente il campo di tensori simmetrici T=f, di base G, riassume
lo schema materiale del continuo, subordinatamente alla sola condizione
di ammettere un autovettore del genere tempo (V) ed autovalore
corrispondente negativo (i, > 0). Si vuol dire che la conoscenza di
T=8 equivale a quella di g,, V* e X*8, compatibilmente con la (25).

4. Formulazione relativa.

L’equazione vettoriale (21), o la sua equivalente scalare (21'), &
del tutto soddisfacente dal punto di vista assoluto, dato il suo carat-
tere invariantivo rispetto alla scelta delle coordinate cartesiane x*
(x=0,1,2,3).

Tuttavia essa non fa direttamente trasparire il suo contenuto fisico,
in relazione ad un arbitrario riferimento galileiano 8. Per precisare
tale aspetto fondamentale occorre:

i) fissare la direzione temporale y che caratterizza il riferimento,
e decomporre localmente tutte le grandezze tensoriali in gioco
secondo y e la giacitura normale X' (decomposizione naturale);

ii) definire correttamente (®) le grandezze relative;

iii) ricavare la legge di variazione di tutte le grandezze relative,
in un arbitrario cambiamento del riferimento.

Per quanto riguarda gli sforzi meccanici ¢% posto che ¢, =
= Va* = 0, si ha innanzitutto, tenuto conto della decomposizione (10):

1 .
(26) @ =70 ;

(%) Sia dal punto di vista matematico che fisico.
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cid che vale ad esprimere ¢® mediante i tre vettori ¢f. D’altra parte,
la decomposizione naturale di ¢*: ¢ = ¢ — @’ yy, con

(27) ¢t =X*c,eX (i=1,2,3),

essendo @'V =0 < ¢i-v 4 cei-y =0, non differisce da

. o1,
(28) th :¢t _|__ Z¢t.vY

Pertanto: gli sforzi meccanici * sono funzioni ben determinate degli
sforzi relativi ¢ (oltre che di v e ).

Proiettiamo ora la (21) su 2' e su y, cominciando col decomporre
0a(fi,V¢V). Tenendo conto della (10) e ponendo

(29) A= fon®,
8i ha successivamente
) 1, .
Ul V2¥) = 8 jiv'(v + oy)] + _ ddae(v + ey)] =
= 0;(fiviv) + 0,(Fv) + [0:(fiv’) + 0.i]ey 5

di qui, esplicitando le derivate spaziali ed utilizzando la (4), nonché
I’identitd cinematica (cfr. ad es. [1], p. 514):

(30) 0vf =dive = %ﬂ'),

segue la decomposizione

Q@7 eV) = 5 [(ED)" -+ (ED)ey].

Analogamente si ha, come dalle (28) e (26),

1 1 ) 1
Oap® = 0;* + p Oi(di-v)y + o 04(v:?) + o 04(vipi-v)yY;
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si che, introdotta la forza di massa relativa

(31) UF = pofz = po(f + f YY),

la (21) d& luogo rispettivamente al teorema della quantitd di moto:

1. 1 .
(32) D (ADw)* = pFio, = pF— 814)’—-5; 0¢(v:dp?)

e al teorema dell’energia:

(BDe): = — pacfy — b v) — 5 D(vbt-)

Bl=

A differenza della (32), quest’ultima equazione non si presenta an-
cora in forma espressiva; tuttavia essa si trasforma facilmente tenendo
conto della (10): — ¢y = v — ¥V/n, e sviluppando le derivate spaziali.
Piu precisamente, introducendo le seguenti grandezze relative speci-
fiche (per unita di volume relativo):

pe = jic? (energia interna)

(33) ug =—pofVin (potenza termica)

w® Eq:i-(a,-v +§;v,.a,v) (potenza delle forze intime),
8i ha il teorema dell’energia nella forma tipica

1 1
. . o)
(34). H———g) (uDe)*=Fpp'v +¢q p wo

5. Leggi di variazione delle grandezze relative fondamentali.

Le equazioni generali (32) e (34) soddisfano il principio di relativitd,
in quanto sono formalmente invarianti rispetto alla scelta del riferi-
mento galileiano §; tuttavia non sono invarianti in modo sostanziale



42 G. Ferrarese

(e non pud essere altrimenti nel contesto relativistico), dato il carat-
tere relativo delle grandezze in gioco.

In ogni caso, tutte le grandezze relative introdotie, in particolare &, q
e w, hanno un reale contenuto fisico, cioé non sono evanescenti (come
le forze apparenti del moto relativo), nel senso che non possono sparire
con un semplice cambiamento del riferimento. Pili precisamente, con-
trassegnando con l'indice , le grandezze proprie, valgono le seguenti
proprietd di invarianza locale (formale e sostanziale):

& = C*fio/th = INV. = g,

(35) nq=—fV=inv. =g, :

nw® = % 0, ¥ = inv. = wf’

di qui, tenuto conto del legame generale (cfr. [1], p. 570):

(36) n'[n = ofx,
con
(37) ae=V1i—wife*, o=1—u-vfe,

seguono le leggi di variazioni di ¢ e w'® nel passaggio da S ad §’:

(38) W' =w9lo, ¢ = q(afo)?

Naturalmente, nella situazione classica (¢ — o), le (38) si riducono ad
altrettante relazioni di invarianza.

Per quanto invece riguarda le forze di massa di cui alla (31), la
relativa legge di trasformazione si desume direttamente dal caso del
punto con struttura scalare interna, salvo l’adattamento conseguente
alla presenza della densitd u = w,n?. Invero si ha (cfr. [1], p. 571):

(39) F'= [aF + (F-w— q)u/c*]o/c*

-

con lintervento della potenza termica ¢ di cui alla (33), e del vet-
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1
1+«

Il

u—7v.

(40) w

Infine, non resta che la legge di variazione degli sforzi meccanici (re-
lativi) ¢ = X?*¢,, ovvero dei ¢, = n,¢p’. Per questa, si tratta di:

i) partire dagli sforzi meccanici propri ¢*:
(41) = Xesecy,

ovvero dal tensore associato X¢8;

ii) tener conto delle trasformazioni di Lorentz (in coordinate
xl-gtandard):

(42) a'° = (2°—fat)foc, @'t = (¥'—pfa)]a, a>P=ax»%, B=ulc*;
iii) esplicitare le componenti X'i* = A4, A X6, con

—fle  1ja 0 0
A= o o 1 o0
0 0 0 1

Si hanno innanzitutto i legami diretti:

X1 = (f2X00— 28X10 4 X11)/q2

X2 = (X2 — BX%)/x

X8 = (X5 — BX%)/o

X2 X2, X' X%, X's3— X0

e di qui, tenuto conto che le X*# si esprimono in termini delle sole X*
mediante le (26) e (28):

1 , 1 .
X0k = EviX”‘, .XW:-O-E’U,-T),CX"‘,
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i vettori ¢’ = X'**¢, in funzione dei vettori ¢:

(43) d'i= (f%i + 3}0—2 u"wk) (d>’° +— <l>’°-wu)

6. Teorema dell’energia e 1° principio della termodinamica.

L’equazione generale (34) conferma l'interpretazione del 1° prin-
cipio della termodinamica quale principio sostitutivo del teorema del-
Venergia (cfr. [6], Cap. I1.3). Si tratta di eliminare nella (34) la po-
tenza meccanica uF,,-v, utilizzando l’equazione di Cauchy relati-
vistica (32). Piu precisamente da questa, moltiplicando scalarmente
per v e tenendo conto che v? = ¢?(1 —1/5?), si ricava successivamente

1. 1. 1 1, s
pFu 0 = & (AD) 0? + 5 f(v*) = & (A0* D) — Do (fe* D) + 7o

Pertanto la (34) diviene

1
Dnt

~

1
(Mc2ﬂ))o_$ﬂ62ﬁ — Mq — w(i)

ovvero, in virtl delle (35),5 € (11),:
n’ = ;
oy (e*D)* — fie*n) = pugo— n*w;” .
0

Questa, a sua volta, avuto riguardo alla (29), non differisce da
(fi0€®Dy)*n/Dy = poqo — w, € traduce pertanto, in conformita della (35),,
il 1o principio della termodinamica:

(44) (o Doe)* [0 Do = qo— Wi o | -

Si tratta ovviamente del teorema dell’energia (34), quale esso
risulta nel riferimento galileiano (locale) di moto incipiente per il ge-
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nerico elemento del continuo. Da questo punto di vista, essendo
(45) 7n( ) =djdr =V?* 04,

Tidentitd cinematica

(307) D, v

= asz“

consente di trasformare la (44) nella “equazione di continuitd’’ per
Tenergia interna propria:

(44") Oaltto & V) = pogo— 0 ;

¢id che risulta direttamente dalla (21) moltiplicando scalarmente per V.

7. Continui privi di struttura materiale interna.
La (44) si pud ulteriormente trasformare tenendo conto che u,e =
= ji,¢® riassume, come dalla (22), Penergia propria di pura materia e

Venergia termica propria:

(46) o€ = PoC* + € ;.

Piu precisamente, essa si serive nella forma

_no .- l _ 1‘_ w__ N .
(47) ,U'o‘«Do (,uoiDo) = [ ( ‘uo’wo Hoﬂ)o (Doto,e)*| 5
o anche dalla (44'):

! a 1 (2) o
(47") 9a(oV'*) = = [10go— 05" — Oa(e0,:V*)] 5

¢io che vale a precisare le sorgenti complessive per la sola energia materiale.

In ogni caso, le (32) e (47) fanno riscontro, nell’ambito dei continui
non polari, alle equazioni dinamiche di una particella a massa propria
variabile (cfr. [1], p. 570). Esse costituiscono pertanto le equazioni
generali della Meccanica relativistica dei continui (non polari) con strut-
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tura materiale interna. Si tratta di quatiro equazioni scalari in diect
incognite: u, v\ e X* = X* (4, k =1, 2, 3) se, come & naturale, si in-
tendono assegnate le leggi di tutte le sorgenti: F, q e ¢, ,; quest’ultima
direttamente o indirettamente [attraverso il vettore di conduzione ter-
mieca di cui alla (14), come dalla (19)], mediante ’« equazione » del calore.

Ai fini del pareggiamento, almeno nello schema meccanico, bastera
aggiungere, come nel caso classico, le sei equazioni costitutive.

La (47)-(47") mette bene in evidenza che, nella situazione classica,
viene meno Daccoppiamento termodinamico, e vale 'ordinaria equazione
di conservazione della massa; con il risultato che il 1° principio
della termodinamica deve essere postulato a parte.

Nella situazione relativistica, invece, particolare importanza as-
sumono i continui privi di struttura materiale, caratterizzati dal vin-
colo interno:

(48) UoDy = cost. V elemento del continuo.

Per siffatti continui la (47) si traduce nella seguente limitazione per le
sorgenti:

N 1.6
49 —— (Do&o.c)* = qo— — W 5
(49) ,uo(uoo( 0€o,¢) o o o )

limitazione che corrisponde pil propriamente al contenuto classico del
10 principio della termodinamica (6).

La (49), intesa valida per V trasformazione del sistema, apre la
strada ai continui reversibili, sia in senso agsoluto che relativo; ma cid
porterebbe ben oltre questa breve introduzione.
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