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REND. SEM. MaAT. UNIV. PADOVA, Vol. 68 (1982)

Premesse alla cosmologia razionale (*).

DioN1GI GALLETTO (**)

1. Introduzione.

Nel lavoro [7] & stata presentata una rielaborazione e sistemazione
organica di vari risultati di natura cosmologica conseguiti in prece-
denti lavori e operando puramente nell’ambito della meccanica new-
toniana. Da questa rielaborazione ¢ emersa una teoria dei riferimenti
fisici che, a differenza di quanto accade per i riferimenti inerziali i
quali costituiscono una pura astrazione che non trova riscontro nella
realtd fisica, tiene conto delle indicazioni fornite dall’esperienza. Inol-
tre, essendo i riferimenti fisici individuati da corpi che mutuamente
8i attraggono, & evidente che detta teoria risulta necessariamente con-
nessa alla teoria newtoniana della gravitazione.

L’osservazione astronomica indica che su larga scala 1'Universo si
presenta omogeneo e che, risultando trascurabili i movimenti irregolari
locali delle galassie rispetto al movimento d’insieme dell’Universo, il
suo comportamento rispetto a un riferimento J, individuato dalla
nostra galassia e da tre galassie lontane ad essa non complanari &
tale che le velocitd delle generiche galassie risultano radiali rispetto
a detto riferimento.

Da queste semplici indicazioni segue che i riferimenti individuati
da quaterne di generiche galassie non complanari (riferimenti naturali)
8i muovono tra loro di moto traslatorio e che rispetto ad ognuno di essi
1"Universo (che é ritenuto esteso a tutto lo spazio) presenta il medesimo

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. del C.N.R.
(**) Indirizzo dell’A.: Istituto di Fisica Matematica «J.-L. Lagrange »,
Via Carlo Alberto 10, 10123 Torino.
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comportamento cinematico, espresso dalla legge di Hubble, la quale,
stabilita per via empirica da Hubble nel 1929 (), é in realta una diretta
conseguenza delle suddette indicazioni, assunte come ipotesi unita-
mente a quella che lo spazio fisico sia euclideo.

Una volta stabilita 1’equivalenza dal punto di vista cinematico dei
riferimenti naturali (nel senso che I’Universo presenta dal punto di
vista cinematico il medesimo comportamento rispetto ad essi), in [7]
ge ne & provata l’equivalenza anche dal punto di vista dinamico. Per
ottenere questo risultato si & perd assegnato al riferimento naturale J,,
almeno inizialmente, un carattere di riferimento privilegiato che, anche
8e a posteriori viene poi rimosso, non elimina affatto 'impressione che
alla base dell'intera costruzione, almeno per quanto concerne l’aspetto
dinamico, vi sia ancora l'intervento determinante di un riferimento
assoluto.

Inoltre, nella suddetta esposizione, partendo dalle medesime ipotesi,
§i & giunti alla conclusione che la forza che si esercita tra due galassie
qualsiasi & proprio espressa dalla legge di gravitazione universale. Tale
risultato & stato perd ottenuto considerando il easo in cui I’Universo
¢ esteso a tutto lo spazio come caso limite del caso in cui esso sia limi-
tato, caso in cui il suddetto risultato si pud provare, senza dubbi di
sorta, partendo dalle medesime ipotesi (con al pil, eventualmente,
quella aggiuntiva che la forza che si esercita tra due galassie ammetta
un polo al tendere a zero della distanza) (2).

B evidente che un simile modo di procedere per acquisire il suddetto
risultato pud dare adito a perplessita ed & quindi anche per questa
ragione che si & ritenuto opportuno riesaminare ex novo l'intera teoria
dei riferimenti naturali con le relative conseguenze cosmologiche,
completate con un cenno alle implicazioni che ne derivano non appena
si tenga conto del comportamento della velocita della luce.

Nel presente lavoro si & cosi pervenuti a stabilire, tra I’altro, 'equi-
valenza dinamica dei riferimenti naturali evitando di assegnare ad
alecuno di essi il benché minimo carattere di riferimento privilegiato.
E per quanto concerne la legge di gravitazione universale, senza af-
fatto considerare il caso in cui I’Universo & esteso a tutto lo spazio come
caso limite, si & pervenuti al risultato che a determinare il moto di una
generica galassia rispetto a un qualsiasi riferimento naturale inter-

(*) Cfr. [15].
(%) 8i veda in proposito quanto esposto al § 7 del presente lavoro. Si tenga
anche conto di quanto detto nella nota (19).
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vengono soltanto le forze a distanza espresse dalla legge di gravita-
zione universale (il che, naturalmente, non & perd sufficiente per poter
asserire che dette forze siano le uniche che si esercitano tra le galassie,
a meno che, come gia si & detto, non si consideri il caso in cui I’Uni-
verso & esteso a tutto lo spazio come caso limite). Quanto sopra basta
per provare l’inconsistenza della convinzione pressoché generale che
non sia possibile applicare la teoria newtoniana della gravitazione al
caso di un fluido omogeneo esteso a tutto lo spazio.

Si & inoltre posta nella dovuta evidenza I’impossibilita di distinguere
per detti riferimenti tra forze di trascinamento e forze effettive (forze
gravitazionali), impossibilitdh che discende in ultima analisi dall’indi-
stinguibilitd tra massa inerziale e massa gravitazionale, indistingui-
bilitd che a sua volta, schematizzando 1'Universo in un fluido omogeneo,
viene ad essere imposta addirittura dall’omogeneita, senza affatto
dover far ricorso a quanto indica al riguardo l’esperienza.

11 lavoro si conclude con un cenno, come gia si & detto, alle implica-
zioni che discendono dalla costanza della velocita della luce rispetto
ai riferimenti naturali. Da questa proprieta segue che la metrica dello
spazio-tempo & proprio quella introdotta da Einstein e de Sitter
nel 1932 operando nell’ambito della relativitd generale e che 1’energia
meccanica delle galassie nelle ipotesi sopra elencate & necessariamente
nulla. E infine segue che, nel contesto di questa metrica, la forma
intringeca delle equazioni della cosmologia newtoniana, che discendono
unicamente dalle ipotesi sopra elencate senza affatto far ricorso alla
teoria newtoniana della gravitazione, si traduce proprio e necessaria-
mente nelle equazioni della teoria einsteiniana della gravitazione.

2. Equivalenza dal punto di vista cinematico dei riferimenti naturali.

Le ipotesi su cui si fondano le considerazioni che seguono sono:

«) lo spazio fisico & ’ordinario spazio euclideo a tre dimensioni;

p) I'Universo, almeno su grande scala, & omogeneo ed & esteso a
tutto lo spazio;

y) il comportamento dell’Universo rispetto alla nostra galassia &
isotropo, nel senso che, considerato il riferimento individuato da una
terna di assi avente l'origine nel baricentro della nostra galassia e gli
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assi diretti verso tre galassie lontane ad essa non complanari, rispetto
a tale riferimento le velocita delle galassie risultano puramente radiali.

Le ipotesi ) e y) sono suggerite dalle indicazioni osservazionali.

Assumendo come schema per I’Universo quello della materia disgre-
gata, 'Universo verra pertanto rappresentato mediante un fluido (3)
(fluido cosmologico) — che nel seguito verra indicato con  —, in cui
siano assenti gli sforzi interni ed esteso a tutto lo spazio, fluido che,
stante l’ipotesi f), si riterrd omogeneo. In proposito, soprattutto in
vista delle considerazioni che verranno svolte nel seguito, & il caso di
rilevare esplicitamente che ’omogeneita per il fluido % si pud definire
prescindendo dal concetto di densitd, dopodiché quest’ultimo si pud
far discendere da quello di omogeneita.

L’ipotesi ) implica poi che esista un riferimento J, con I'origine
in un elemento O di % rispetto al quale % abbia comportamento
isotropo.

Indicata con u(t) la densitd di e posto

M W) =—34,

dall’equazione di continuitd e dal principio di conservazione della ma-
teria si ottiene (%)

doP
@) % = h(t)OP,

dove P & un qualsiasi elemento di %.

Comunque si consideri poi I’elemento O’ di Z e il riferimento
con Dorigine in O’ e in moto traslatorio rispetto a J,, la velocita di P
rispetto a J, risulta ancora espressa da

do'p

(2’) T _ h(t) OI.P,

(3) E questo lo schema che usualmente viene adottato nelle trattazioni
di cosmologia. Al riguardo & il caso di osservare che il rapporto tra il diametro
di una generica galassia (stimato oggi in circa 10® anni luce) e il diametro della
parte dell’Universo oggi accessibile all’indagine astronomica (ritenendo ovvia-
mente lo spazio fisico euclideo) & dell’ordine di 5-10-8.

(4) Cfr. [7],2. E il caso di osservare che la legge (2) necessariamente im-
plica che la funzione h(¢) abbia l’espressione (1): si veda in proposito la
nota () di [7].
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con la stessa funzione h(f) che compare in (2). Conformemente alla
terminologia introdotta in [7], chiamati naturali i riferimenti J, e J,,,
8i pud quindi affermare che:

I. Il fluido % presenta il medesimo comportamento cinematico,
espresso dalla legge (2), rispetto a tutti © riferimenti naturals.

11 riferimento 7,, dal punto di vista cinematico, ¢ quindi assoluta-
mente indistinguibile da ogni altro riferimento naturale.

Da (2) si deduce poi subito ’espressione dell’accelerazione di P
rispetto a J,:

d:0P

_gth: (h + h*)OP,

3)

espressione che, come subito segue da (2’), risulta ovviamente avere la
stessa forma in ogni riferimento naturale:

da:0'pP

3. Equivalenza dal punto di vista dinamico dei riferimenti naturali.

In accordo con quanto indica ’osservazione astronomiea, salvo di-
verso esplicito avvigso, si riterrd che 1'accelerazione di P rispetto a J,
(e quindi rispetto a ogni riferimento naturale) risulti diversa da zero (5).

Cio premesso, si osservi che in tutto 'intervallo di tempo, eventual-
mente infinito, in cui la funzione A(f) ¢ di segno costante (ad esempio
positivo: caso in cui % si espande, che ¢ il caso in accordo con la realta
quale oggi si presenta) la densitd u(t) risulta funzione monotdna di #
in senso stretto e quindi funzione invertibile di ¢, che si pud pertanto
esprimere in detto intervallo in funzione di u. L'eguaglianza (3), dove

(5) I1 parametro di decelerazione ¢, definito da
k+ b2
BT
& ancora oggi assai mal conosciuto. Comunque le indicazioni astronomiche
forniscono per esso sistematicamente valori positivi, il che comporta &+ h2<0,

ossia, stante (3), un processo di decelerazione per il fluido # e quindi per
I’Universo.
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ora, stante quanto osservato al § precedente, il riferimento J, & un
qualsiasi riferimento naturale, si pud pertanto scrivere

a:0P
—— = F(u)0P,

(4) dt

con la funzione F(u) continua non appena si ritenga continua, come
d’altronde é implicito nelle considerazioni sino ad ora svolte, la fun-
zione h + k2. La suddetta considerazione potendosi ripetere per ogni
intervallo in cui h(t) & di segno costante (%), ’eguaglianza (4) sussiste,
con F(u) continua, in tutto Pintervallo in cui b + k2, intesa ovvia-
mente come funzione di ¢, & continua.

L’equaglianza (4) indica che & la presenza della materia che costi-
tuisce il fluido  — come appunto esprime la comparsa in essa della
densitd u — a dare origine all’accelerazione di P rispetto a J, (e quindi
rispetto a ogni altro riferimento naturale), accelerazione che risulta
specificata non appena sia nota la funzione F(u).

Intendendo per forza che agisce su P considerata rispetto al riferi-
mento Z, tutto cid che pud produrre per P un’accelerazione rispetto
a J,, leguaglianza (4), in base alla precisazione fatta sopra, rappre-
senta 1’equazione fondamentale della dinamica seritta nel riferimento J,
per 1’elemento P e riferita all’unitd di massa, nel senso che F(u)OP
rappresenta il risultante delle forze specifiche (forze per unita di
massa) () che agiscono su P, considerate rispetto al riferimento J,.

Comunque considerato un valore della densitd x4 nel suo intervallo
di variabilitd (che & 'intervallo in cui & definita F(u)), valore che verra
ancora indicato con u, e comunque considerata una sua decomposizione
in due addendi yx, e u, soggetti alla sola condizione di essere positivi,
le accelerazioni a, a,, a, che si otterrebbero per P in corrispondenza ai
valori, u, uy, 1, Per la densitd di % risulterebbero espresse da

a=FuoP, a=Fu)OP, a,=ZF(u)0P,

ed & pertanto sufficiente fare ricorso al principio di sovrapposizione delle

(®) E ovvio che il numero di detti intervalli & superiore a uno se e solo
se  non si espande indefinitamente.
(?) Per ulteriori eventuali precisazioni si veda il § 4.
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forze simultanee (8), ossia al principio del parallelogrammo delle acce-
lerazioni, per dedurre che deve risultare

Fu) = Fus+ pe) = Fpy) + Flus,) .

Questa eguaglianza, dovendo sussistere per ogni possibile scelta di u,
€ us, oltre che di u, stante la supposta continuitd della funzione F(u)
implica a sua volta, come & ben noto:

(5) F(u) = nu ,
con % costante (x = F(1)).
Posto
_ 3«
T 4m’

la sostituzione di (5) in (4) da luogo a

azopP 4

che & ’equazione esplicita del moto di P rispetto al riferimento naturale I, .

Detta equazione coincide con 1’equazione che si sarebbe ottenuta
ritenendo il riferimento J, inerziale, nullo il risultante delle forze spe-
cifiche a distanza esercitate su P dalla parte di % esterna alla sfera
materiale S, di centro O e raggio |[OP| e le forze a distanza espresse
dalla legge di gravitazione universale (con % costante di gravitazione
universale). Nulla perd autorizza, a priori, un tale modo di procedere
che ¢& quello che sino ad oggi & stato seguito nelle trattazioni di cosmo-
logia fatte in termini newtoniani (°). L’equazione (6) & stata invece
qui ottenuta senza imporre a prior: alcuna limitazione al riferimento
T, e soprattutto senza far ricorso alla legge di gravitazione universale,
ricorrendo invece unicamente alle ipotesi fatte su %, ipotesi che sono
suggerite dall’osservazione astronomica.

Va inoltre detto che, conformemente a quanto indica I’osservazione

(8) Il comune istante in cui le forze agiscono simultaneamente & ovvia-
mente quello in cui la densitd di # assume il valore u. Detto istante & univo-
camente determinato soltanto se # si espande indefinitamente.

(°) Si veda in proposito [7], 13.



302 Dionigi Galletto

astronomica (1) (e in accordo con quanto suggerisce il fatto che le forze
a distanza hanno carattere attrattivo), il segno della costante k non
puod che essere positive. Introducendo il parametro di decelerazione:

b+ h2
= — hz 9

si ottiene anzi

relazione esprimente che dalla conoscenza dei valori attuali di &, u, ¢q
8i pud risalire al valore della costante %k, con la possibilitdh (sia pure
al momento ancora teorica, stante la grande difficolta che ancora oggi
sussiste nel determinare i suddetti valori attuali, specialmente quello
di q) di effettuare un confronto di tale valore con il valore della co-
stante di gravitazione universale quale viene determinato per via spe-
rimentale. Ulteriori considerazioni e precisazioni al riguardo, special-
mente per quanto concerne ¢, verranno svolte al § 11 e in particolare
nella nota (33).

Va poi esplicitamente osservato, come d’altra parte & implicito
nelle considerazioni che hanno condotto a (6), che, analogamente
all’eguaglianza (2), ’equazione (6) conserva immutata la sua forma in
ogni riferimento naturale, nel senso che, comunque considerato un
altro riferimento naturale Z,,, ’equazione del moto di P rispetto a
detto riferimento risulta espressa da

aaor 4

(6")

B il caso anzi di osservare in proposito che (6') segue direttamente
da (6) ed & quindi sufficiente ottenere (6) rispetto ad un assegnato rife-
rimento naturale per dedurre I’equazione analoga in ogni altro rife-
rimento naturale. Infatti da

d20’P_d20P az00’
diz a2 dir

(1°) Si tenga presente quanto ricordato in nota (5).
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tenendo presente (6), segue

azo'p 4 4 ,
=3 akuOP + 3 aku00’,

che corrisponde appunto a (6').

Osservando anche che il caso in cui Paccelerazione di P rispetto
aJ,, € quindi rispetto a ogni riferimento naturale, risulti nulla rientra
come cagso particolare (caso caratterizzato da k = 0) nella presente
esposizione, si ha pertanto:

II. I1 fluido % presenta il medesimo comportamento dinamico,
espresso dall’equazione (6), rispetto a tutti © riferimenti naturali.

Ricordando il risultato I si pud quindi affermare che:

III. Tutti © riferimenti naturali sono tra loro equivalenti, nel senso
che % ha, sia dal punto di vista cinematico che da quello dinamico, il
medesimo comportamento rispetto ad essi.

B infine il caso di osservare che, indicata con ¢(r) (con r = |0OP|)
una qualsiasi funzione il cui gradiente risulti uguale al secondo membro
di (6), si ha che ¢(r) soddisfa all’equazione di Poisson:

Ap = — dnky .

Dal confronto di (6) con (3) segue poi ’equazione di evoluzione per
il fluido %:
. 4
(7) h—l—h2=—§nk,u,

da cui segue

8
(8) h= V3 a4 s,

con a costante di integrazione, ecc., conformemente a quanto esposto
in [7], 4.

4. Digressione sulle forze gravitazionali.

Premesso che si possono sempre immaginare esperienze e disposi-
tivi, sia pure soltanto ideali, atti a fornire una valutazione autonoma,
ossia indipendente da ogni considerazione di natura dinamica, delle
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forze a distanza (forze gravitazionali, che I’esperienza indica essere di
tipo attrattivo) (') — esperienze e dispositivi atti quindi a misurare
Tintensita di dette forze —, le considerazioni svolte ai nn. 1, 2, 3 di [7],
App. I, opportunamente adattate, si possono ripetere per due qual-
siasi elementi di %. Esse, facendo ricorso al principio di sovrapposi-
zione delle forze simultanee (al quale nel caso delle suddette forze,
per quanto sopra osservato, si pud dare una formulazione che pre-
scinde da ogni considerazione dinamica) e al principio di azione e
reazione, portano all’introduzione per gli elementi di % delle masse
gravitazionali attiva e passiva ed alla loro identificazione — la massa
gravitazionale per detti elementi — non appena si assuma la stessa
unita di misura per dette masse (ossia uno stesso « campione » a cui
si attribuisca massa gravitazionale attiva e massa gravitazionale pas-
siva unitarie).

D’altra parte l'introduzione delle forze & stata fatta al §3 per via
dinamieca, il che comporta I'introduzione, accanto alla massa gravita-
zionale, della massa inerziale, la cui identificazione con la precedente,
in generale, puo essere legittimata soltanto dall’esperienza. E sufficiente
pero tenere presente ’omogeneita di % perché per i suoi elementi non
soltanto si vengano ad identificare le masse gravitazionali attiva e pas-
siva, come accade in generale non appena si assuma la stessa unita di
misura per dette masse, ma anche la massa gravitazionale con la massa
inerziale, non appena, scelta opportunamente 1'unitd di misura per le
forze (naturalmente nella loro valutazione fatta in modo indipendente
da considerazioni dinamiche), si assuma per le suddette masse ancora
una volta la stessa unitd di misura. In altri termini, nel caso di un
mezzo continuo omogeneo, per ’identificazione delle masse inerziali dei
suoi elementi con le rispettive masse gravitazionali non ¢ affatto ne-
cessario far ricorso al principio che sancisce ’identita tra le suddette
masse.

Pertanto, nel caso di un continuo omogeneo, come appunto & il
caso del fluido %, si pud semplicemente parlare di massa dei suoi ele-
menti e, conseguentemente, come si & fatto sino ad ora, si pud parlare
semplicemente della sua densita u(t), senza distinzioni, in pieno accordo
con quanto si & osservato al § 2 parlando dell’omogeneita e della den-
sitd di %. E resta cosi anche eliminata ogni perplessita che poteva esser
sorta nel momento in cui al § 3 si & parlato di forze specifiche.

(1) Come gid & stato implicitamente escluso sino a questo momento, si
esclude anche ora l’eventualitd che i punti o elementi materiali considerati
nel presente § possano essere elettrizzati.
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Inoltre, tenendo presenti le considerazioni e precisazioni ora fatte,
le considerazioni svolte in [7], App. I pongono chiaramente in evi-
denza che, non appena si ritenga (come, almeno a livello locale, indica
Pesperienza) che la grandezza della forza che si esercita tra due elementi
P e Q di  dipenda unicamente da detti elementi e dalla loro distanza,
essa risulta uguale al prodotto della massa dei due elementi per una
funzione positiva f(|PQ|) della sola loro distanza |PQ|. La forza che Q
esercita su P ha poi, per motivi di simmetria, la direzione di PQ e,
stante il carattere attrattivo delle forze a distanza, ne ha anche il verso.

Pertanto, considerato un qualsiasi dominio limitato € dello spazio,
il risultante riferito all’unita di massa delle forze gravitazionali eserci-
tate nell’istante ¢ su un qualunque elemento P di  dagli elementi ¢
di % che nell’istante ¢ sono contenuti in € risulta espresso da

©) t)f 1(12Q) (g 4

dove, come gia in precedenza, si sono usati gli stessi simboli per indicare
sia gli elementi del continuo che le posizioni da questi occupate nel-
listante considerato. B poi ovvio che in (9) I'integrazione si intende
effettuata rispetto a Q.

Stante il suo significato fisico, la funzione f(|PQ|) risulta ovviamente
definita per ogni P 7= @Q. Essa nel seguito, al pari di ogni altra funzione
sin qui considerata, verra ritenuta continua nel suo intervallo di defi-
nizione. Inoltre, stante il suo significato fisico, & evidente che 1l'inte-
grale (9) va ritenuto convergente nel senso usuale del termine, ossia
nel senso che, nell’ipotesi che nell’istante ¢ P sia contenuto in %, co-
munque considerata una successione di aperti &;, &,, ..., &,, ..., COD-
tenenti P e tali che risulti &7, > &7,, per ogni n e¢ lim diam &, =0,
e posto D, =€ — € N L, il limite e

lim f H12QI) o 4

esista finito (con ovvio significato del termine) ed indipendente dalla
successione di aperti considerata. B pertanto sufficiente calcolare detto
limite in corrispondenza a una particolare successione per ottenere il
valore dell’integrale.

Analogamente, con le debite precisazioni che verranno fatte in
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seguito, anche nel cago in cui il dominio % sia Pordinario spazio euclideo
3 Pintegrale (9) va inteso convergente nel senso usuale del termine,
risultando ormai ovvio che cosa si debba intendere con questo.

5. Considerazioni sul moto di P rispetto ai riferimenti naturali.

Le considerazioni svolte al § 3 si possono riassumere, come si &
visto, nel seguente risultato:

IV. Dalle ipotesi fatte su U segue Uequazione esplicita del moto di P
rispetto a ogni riferimento naturale, senza far ricorso alla teoria mewto-
niana della gravitazione.

I1 fatto poi che questa equazione, espressa da (6), conservi immutata
la sua forma rispetto a ogni riferimento naturale comporta, come &
stato messo in evidenza, che anche dal punto di vista dinamico tutti i
riferimenti naturali siano tra loro equivalenti.

Cid premesso, la possibilita di parlare di un riferimento assoluto,
o piu semplicemente di un riferimento inerziale J — riferimento in
moto traslatorio uniforme rispetto al riferimento assoluto —, compor-
terebbe la possibilitd di associare ad ogni elemento P del fluido %
un’accelerazione assoluta, ’accelerazione a, di P rispetto a J. Ma il
riferimento J non & affatto reperibile (reperibili risultano soltanto i
riferimenti naturali e, ovviamente, ogni altro riferimento per il quale
sia noto il moto rispetto a un riferimento naturale) e pertanto il campo
di accelerazioni costituito dalle accelerazioni assolute degli elementi
di % risulta indeterminato: ritenendo, come d’altra parte indica il
risultato III, che i riferimenti naturali si muovano di moto trasla-
torio rispetto a J, si ha che, dati due elementi qualsiasi O e P di %,
risulta determinata la differenza a,— a,, espressa, ricordando (6), da

az0pr 4
(10) G —o =" = —3

akuOP ,

ma non risultano determinate le singole accelerazioni a, e a,, e nessuna
esperienza di tipo meccanico & tale da permettere di determinare il
suddetto campo, ossia tale da poter individuare il riferimento iner-
ziale I (12).

(*2) Almeno fino a quando non sopraggiungano fatti nuovi, che possono
essere forniti unicamente da scoperte nell’ambito dell’astronomia extragalat-
tica, scoperte essenzialmente collegate alla radiazione di fondo.
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Tale campo permane pertanto completamente indeterminato (per
poterlo determinare occorrerebbe poter determinare, stante (10), lac-
celerazione di un elemento, sia pure qualsiasi, di %) e la perfetta equi-
valenza sia dal punto di vista cinematico sia, soprattutto, da quello
dinamico che sussiste tra i riferimenti naturali e che deve essere rispet-
tata non permette di assegnare il ruolo di riferimento privilegiato a
nessun riferimento naturale, a meno che, assegnando inizialmente tale
ruolo a uno di questi riferimenti, tutto accada in modo tale da permet-
tere di assegnare contemporaneamente detto ruolo a tutti i riferi-
menti naturali.

Assegnando il suddetto ruolo al riferimento naturale J, ritenendo
a, = 0, ossia ritenendo J, inerziale, I’accelerazione di P rispetto a J,
risulta determinata dal risultante delle forze effettive agenti su P,
forze effettive che nella presente trattazione si riducono alle forze
gravitazionali esercitate su P dagli altri elementi di %. Detto risultante,
riferito all’unitd di massa, risulta espresso, stante (6), da — $7wkuOP.

D’altra parte, assegnando invece il suddetto ruolo di riferimento
inerziale al riferimento naturale J,,, si ha che il risultante delle forze
gravitazionali specifiche agenti su P risulta espresso da — $nkuO'P,
che & quanto basta per poter affermare — come d’altronde era gia
implicito nelle considerazioni svolte per le accelerazioni assolute —
che, come nel caso di queste, anche irisultanti delle forze gravitazionali
agenti sugli elementi di % risultano indeterminati.

D’altronde cid appare naturale non appena si osservi che, ricor-
dando anche quanto osservato alla fine del § 4 sulle forze gravita-
zionali, il risultante delle forze gravitazionali specifiche esercitate su P
dagli altri elementi @ di # risulta espresso dall’integrale generalizzato

f 1(12Q) 011

integrale che, cosi come & scritto, risulta, come si pud facilmente con-
statare, affatto indeterminato.

Occorre perd osservare che, non appena si assegni a Z, il ruolo di
riferimento inerziale, il suddetto risultante viene ad essere espresso
dal secondo membro di (6), il che comporta che per il suddetto integrale
generalizzato debba risultare

PQ 4
ST = —
é{mPQ[) T 3 WOP,
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eguaglianza che, ricordando quanto precisato alla fine del §4 circa
la convergenza, equivale ad affermare che deve essere

(11) lim f 1(1PQ)) Iigl i% = % 7kOP,

dove con &, si & indicato il dominio sferico di centro O e di raggio
r>|OP|.
Congiderata pertanto la differenza

k

(12) H(1PQ)) = f(1PQ) —PgR’

e ricordando che, qualunque sia > |OP|, risulta

PQ ., 4
(13) flPQlad% —370P,

da (11) segue

(14) lim |£,(]PQ|) ngl =0
&

che & quanto basta per poter asserire che la funzione f(|PQ|) risulta
indeterminata. La relazione (14), tenendo presente (12), precisa perd
che la totalita delle funzioni che soddisfano a (11) & costituita dalle
funzioni ottenute aggiungendo a k/|PQ|* una qualsiasi funzione f,(|PQ|)
che soddisfi a (14) e per la quale inoltre risulti (%), ricordando che
deve essere f(|PQ|) > 0:

(15) fl(pol) IPle >0.

Stante (11) e (6), una funzione f,(|PQ|) che soddisfi a (14) non da
perod alecun contributo al moto di P rispetto al riferimento J, (e quindi
rispetto a ogni altro riferimento naturale) e si pud quindi conclu-
dere che:

(13) Tale &, ad esempio, ogni funzione f(r) che sia infinitesima di ordien
superiore a 1/r? al tendere di » ad infinito e che soddisfi a (15).
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V. Nellipotesi che il riferimento I, sia inerziale, a determinare
il moto di P rispetto ad esso contribuiscono soltanto le forze gravitazionals
espresse dalla legge di gravitazione universale (con k costante di gravita-
zione universale).

Pertanto, tenendo presente, come d’altronde gia risulta da (13), che &

PQ 4

oP

(16)

dove con S si ¢ indicato il dominio sferico di centro O e raggio |OP|,
il fatto che a determinare il moto di un qualsiasi elemento P di %
rispetto a J, contribuiscano soltanto le forze gravitazionali espresse
dalla legge di gravitazione universale implica che risulti, con il signi-
ficato di &po ormai ovvio:

a:0'P _ d*0P d200' PQ 09
@ T ar ae 1PQ|* 4&— 10°QJ i,

OP OO

da cui, osservando che quest’ultima differenza ¢ proprio uguale a

Po
Pep ¢

o'p

8i puod affermare che anche rispetto al riferimento naturale J,, qua-
lunque esso sia, a determinare il moto di P rispetto a detto riferimento
contribuiscono soltanto le forze gravitazionali espresse dalla legge di
gravitazione universale. Con cid, stante il carattere di forze effettive
rivestito da dette forze, segue che anche J, si comporta come se
fosse inerziale.

Pertanto non sussiste alcuna incompatibilita con quanto visto sino
ad ora (%) se le considerazioni svolte per il riferimento naturale J,
si ripetono per il riferimento naturale J, . L’assegnare ad esso il ruolo
di riferimento inerziale comporta che debba essere

4
f (12Q) T 4 = —5 740",

(14) 8i veda anche, al riguardo, quanto osservato all’inizio del § 6.
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con il significato da attribuire all’integrale generalizzato ormai ovvio,
ecc., da cui segue, come d’altronde si & gid visto sopra, il risultato V,
ecc. Inoltre le funzioni f,(|PQ|) in corrispondenza alle quali risulta,
analogamente a (14):

lim f 1(PQ)) |112?)l i%=0,

dove &, ¢ il dominio sferico di centro O’ e raggio r>|0'P|, essendo
indipendenti dal riferimento, non differiscono dalle funzioni f,( |PQ|)
che soddisfano a (14).

Con quanto ora visto si ha quindi che quel ruolo di riferimento pri-
vilegiato inizialmente assegnato a J, risulta in definitiva posseduto
da ogni riferimento naturale, risultato che pertanto rispetta e conserva
Passoluta equivalenza tra tutti i riferimenti naturali.

Si pud quindi concludere che:

VI. I riferimenti naturali si comportano come se fossero imerziali
¢ a determinare il moto degli elementi di % rispetto ad essi contribuiscono
soltanto le forze gravitazionali espresse dalla legge di gravitazione
universale.

6. Ulteriori considerazioni sui riferimenti naturali e sulle forze gravi-
tazionali.

La conclusione contenuta nel risultato VI che agli effetti del moto
di P i riferimenti naturali si comportino come inerziali non sta affatto
a gignificare che, considerati due siffatti riferimenti, 7, e J,, essi siano
in moto traslatorio uniforme I’uno rispetto all’altro. Infatti 1’accelera-
zione di O’ rispetto a J, non & affatto nulla, in quanto é data, ricor-
dando (6), da — $7ku00’. L’apparente paradosso si spiega tenendo
presente che il fatto che ’equazione del moto di P conservi immutata
la sua forma, espressa da (6), in ogni riferimento naturale, non sta
affatto a significare che detta equazione sia la medesima in ognuno di
essi: cambiando riferimento cambia il termine — $7kuOP, ossia cambia
il risultante delle forze specifiche agenti su P, risultante che invece
8i dovrebbe mantenere immutato se detti riferimenti fossero in moto
traslatorio uniforme 1'uno rispetto all’altro.

I1 fatto che i riferimenti naturali si comportino, agli effetti del moto
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di P, come inerziali sta in sostanza a significare, come ampiamente si &
visto al § 5, che, comunque considerato il riferimento naturale J,,
il risultante delle forze specifiche rispetto ad esso che agiscono su P,
dato da — $nkuOP, si pud interpretare come il risultante delle forze
specifiche effettive (ossia delle forze gravitazionali specifiche) che agi-

scono su P, risultante che in effetti é invece indeterminato, come
indeterminato ¢ ’'integrale generalizzato che esprime detto risultante:

PQ
af. 120D 7€

ossia l’integrale (%)
PQ
I_P o a¥,
ai

stante il fatto che a determinare il moto di P contribuiscono soltanto le
forze gravitazionali espresse dalla legge di gravitazione universale.

La suddetta indeterminazione & conseguenza, come si & visto, del-
Pimpossibilita di parlare di un riferimento assoluto, o pilt semplice-
mente di un riferimento inerziale, che si traduce nell’impossibilita di
determinare il campo delle accelerazioni agsolute, e, conseguentemente,
nell’impossibilith di determinare il campo dei risultanti delle forze
gravitazionali agenti sugli elementi di % (*¢). Tale impossibilita si tra-

(%) E proprio I’indeterminazione di tale integrale che ha generato in pas-
sato ’erronea convinzione, risalente a C. Neumann (cfr. [24], Cap. I, Intro-
duzione), e da C. Neumann in poi sistematicamente ripresa (cfr., ad es., [18],
87, 89 e, per maggiori dettagli di carattere storico e critico, [7], 13 e [10]),
che un universo infinito e omogeneo sia in conflitto con la legge di gravita-
zione universale.

(*%) L’impossibilitd di determinare il campo delle accelerazioni assolute
(a cui gid accenna Synge in [28], 2) & gid stata considerata da Milne in una
breve nota del 1942 (cfr. [23]), in cui al riguardo enuncia chiaramente un
principio di impotenza che si pud aggiungere a quelli elencati da Whittaker
in [30], 25. Va perd detto che le poche considerazioni svolte al riguardo da
Milne si fondano sui lavori [22] e [20] per i quali valgono le considerazioni
critiche qui svolte al § 3 a commento dell’equazione (6).

Cenni su detta impossibilitd erano gid stati adombrati in precedenza da
Maxwell in [19], dove al § 102 parla di «relativitd della conoscenza dina-
mica ». Si veda, per maggiori indicazioni al riguardo, [10], 11.

L’argomento relativo alla suddetta impossibilitd e al conseguente para-



312 Dionigi Galletto

duce in definitiva nell’impossibilita di distinguere tra forze di trasci-
namento e risultanti delle forze gravitazionali: qualunque sia il riferi-
mento naturale J, rispetto al quale si considera il moto di P, della forza
di trascinamento e del risultante delle forze gravitazionali esercitate
da % su P si conosce, e 8i pud conoscere (), soltanto il risultante, dato
dal risultante delle forze gravitazionali espresse dalla legge di gravi-
tazione universale esercitate su P dalla parte di % costituita dalla
sfera materiale &)p.

Questa impossibilita di distinguere tra forze di tragcinamento e
risultanti delle forze gravitazionali, ossia tra forze apparenti e forze
effettive — conseguenza, come 8i & ampiamente sottolineato, dell’im-
possibilitd di determinare il campo delle accelerazioni assolute —,
deriva in ultima analisi dall’indistinguibilitd tra massa gravitazionale
e massa inerziale, indistinguibilitad che per il fluido %, come & stato dif-
fusamente rilevato al § 4, discendendo necessariamente dal fatto che
esso & omogeneo, ¢ addirittura indipendente dalle indicazioni fornite
al riguardo dall’esperienza.

In conclusione si pud quindi affermare che (8):

VII. La forza specifica di trascinamento e il risultante delle forze
gravitazionali specifiche esercitate da % su P si presentano inscindibil
e ammettono come risultante, qualunque sia il riferimento naturale I,
rispetto al quale si considera il moto di P, il risultante delle forze gravita-
zionali specifiche espresse dalla legge di gravitazione universale esercitate
su P dalla parte di U costituita dalla sfera materiale Fop.

I1 risultato ora stabilito, come d’altronde tutta la trattazione sino
ad ora svolta, in analogia con quanto accade per la relativitd generale,

dosso che ne deriva (qui chiarito all’inizio del § 6) & stato ripreso da McCrea
in [21], dove tra D’altro stabilisce un risultato che presenta aspetti analoghi
a quello qui stabilito sull’equivalenza dei riferimenti naturali; McCrea, sotto
Pinfluenza delle critiche rivolte da Layzer in [17] ai lavori [22] e [20] (si veda
in proposito il § 8 del presente lavoro e, per maggiori indicazioni, [7], 13), fa
perd riferimento al caso fortemente riduttivo in cui il fluido # sia limitato
(caso in cui esiste un riferimento privilegiato sul quale McCrea fonda la sua
deduzione) e, analogamente a Milne, parte naturalmente dalla legge di gra-
vitazione universale, legge che si pud invece dedurre come necessaria conse-
guenza dalle ipotesi fatte da McCrea per il fluido #.

(*) Almeno sino a quando non emerga la possibilitd di individuare fisi-
camente un effettivo riferimento privilegiato. Si ricordi al riguardo quanto &
stato detto nella nota (12).

(*%) Per ulteriori considerazionisuiriferimenti naturalisiveda[7], 7, 8, 9, 12.
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pone in piena luce Paspetto inscindibile che nei suoi fondamenti la
meccanica newtoniana presenta nei confronti della teoria newtoniana
della gravitazione.

7. Caso del fluido % limitato e caso del fluido % esteso a tutto lo spazio
considerato come caso limite.

Ritenendo momentaneamente che il fluido % sia, oltre che omogeneo,
limitato, & sufficiente l’ipotesi che esso abbia comportamento isotropo
rigpetto a un riferimento J, con origine in un suo elemento O per de-
durre — ritenendo che la funzione f(|PQ|), in analogia a quanto ac-
cade per la legge di gravitazione universale, ammetta un polo per
|PQ| = 0 (**) — che le configurazioni assunte da % al variare del tempo
sono necessariamente sferiche e che le forze gravitazionali che si eser-
citano tra gli elementi di % risultano necessariamente espresse dalla
legge di gravitazione universale. Detto risultato si ottiene facendo
ricorso a un teorema di inversione del tipo di quello dimostrato in [14]
e verra esposto per esteso in un successivo lavoro ().

Il risultato ora richiamato implica che a determinare il moto del-
’elemento P di %, qualunque esso sia, sempre nell’ipotesi che % sia
limitato, contribuiscano soltanto le forze gravitazionali esercitate dalla
sfera materiale S,y (*!) di centro O e raggio [OP|. In altri termini, la
parte di % esterna a detta sfera non di alcun contributo al moto di P,
risultato che a sua volta, sussistendo qualunque possa essere il dia-
metro di %, si pud continuare a ritenere valido anche nel caso in cui %
sia esteso a tutto lo spazio purché detto caso venga considerato come
caso limite del caso in cui # sia limitato.

Intendendo il caso di % esteso a tutto lo spazio nel senso suddetto,
segue necessariamente che anche in tale caso le forze gravitazionali
che si esercitano tra i suoi elementi risultano espresse dalla legge di

(1?) Detta ipotesi & certamente sovrabbondante, ma da essa per il mo-
mento non si pud prescindere in quanto la dimostrazione del teorema a cui
si accenna ¢ stata per ora ottenuta ricorrendo proprio a tale ipotesi.

(20) Esso & stato ottenuto in [3] con limitazioni per la frontiera di # e
in [5], ma per via non corretta. Detto risultato & stato ottenuto anche, ma
con un procedimento meno diretto di quello al quale si & qui accennato,
in [7], 6.

(') Naturalmente detta sfera se non & interamente contenuta in % va
pensata egualmente costituita da un fluido avente la stessa densitd di %.
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gravitazione universale. E pertanto con la precisazione relativa ad #
ora fatta che va inteso tale risultato quando viene ritenuto valido anche
per il caso in cui % sia esteso a tutto lo spazio ed & quindi con questa
precisazione che esso va inteso in [7], dove d’altra parte & stato otte-
nuto considerando il suddetto caso proprio come caso limite (22).

Nella presente esposizione, e precisamente nel § 5, si & provato come,
partendo da % esteso a tutto lo spazio, si pervenga al risultato che a
determinare il moto di P contribuiscono soltanto le forze gravitazionali
espresse dalla legge di gravitazione universale, ma non ad escludere
che accanto a dette forze ve ne possano essere altre che, unitamente
a queste, agiscano tra gli elementi di %. Queste altre forze devono essere
tali da soddisfare alla condizione espressa da (14), la quale non é suf-
ficiente per poter asserire che la funzione integranda debba essere
nulla (23).

Poiché al moto di P contribuiscono soltanto le forze gravitazionali
espresse dalla legge di gravitazione universale, si ha che, in assenza di
esse, il risultante delle eventuali restanti forze gravitazionali agenti
su P risulterebbe nullo e pertanto il moto di P rispetto al riferimento
naturale J,, e quindi rispetto a ogni riferimento naturale, risulterebbe
traslatorio uniforme; di conseguenza tutti i riferimenti naturali risul-
terebbero tra loro in moto traslatorio uniforme e verrebbero a svolgere
il ruolo di altrettanti riferimenti inerziali, che & esattamente quanto
accadrebbe nel caso in cui le suddette restanti forze fossero assenti,
ossia nulle.

Alla luce di queste considerazioni e precisazioni, le eventuali forze
gravitazionali che differiscono da quelle espresse dalla legge di gravi-

(22) Come d’altra parte & stato fatto in [4], [5],[1] e [6]. Ed & con la
precisazione fatta sopra che va quindi inteso il suddetto risultato, ampiamente
richiamato in [8], [9], [10], [11] e [13].

(23) Ad esempio soddisfano alla condizione (14) forze per le quali f,(r) &
del tipo ke=#r/r2, con A costante positiva, che & la modificazione alla legge
di gravitazione universale proposta da Seeliger in [26] e [27] (modificazione
gid proposta da Laplace in [16], Tomo V, Libro XVI, Cap. IV) per formulare
una teoria cosmologica compatibile con la convinzione, a quel tempo univer-
salmente accettata (con forse un’unica eccezione, quella di Maxwell (cfr. [19],
§ 102)), che I’Universo, ritenuto su larga scala omogeneo e infinito, fosse sta-
tico. Analogamente soddisfano a (14) forze per le quali il potenziale & del
tipo di Yukawa, ossia del tipo ke~#r/r, con A costante positiva, che & proprio
la modificazione al potenziale newtoniano proposta da Neumann in [24],
Cap. V per ragioni analoghe a quelle considerate da Seeliger. In proposito
si veda anche [10].
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tazione universale — queste ultime essendo le sole, come piil volte si
¢é ricordato, che contribuiscono al movimento di % — possono essere
ignorate ed ¢é anche in tal senso che va quindi intesa 1’affermazione che
anche nel cago in cui % sia esteso a tutto lo spazio le forze gravitazionali
risultano ancora espresse dalla legge di gravitazione universale.

8. Sulla possibilita di applicare la teoria newtoniana della gravitazione
a un fluido omogeneo esteso a tutto lo spazio.

Le considerazioni svolte sino ad ora hanno permesso di provare,
senza far ricorso alla teoria newtoniana della gravitazione, che I’equa-
zione del moto di un qualsiasi elemento P di % & necessariamente
espressa da (6) e che a determinare il moto di P contribuiscono unica-
mente le forze gravitazionali espresse dalla legge di gravitazione
universale.

Ritenendo, anche alla luce delle considerazioni esposte al § 7 (e
come d’altra parte viene fatto in ogni trattazione di cosmologia new-
toniana), che le forze gravitazionali diverse dalle suddette forze siano
nulle, ossia ritenendo che le forze gravitazionali che si esercitano tra
gli elementi di % siano proprio espresse da detta legge (come d’altronde
§i otterrebbe considerando il caso in cui % & esteso a tutto lo spazio
come caso limite del caso in cui % é limitato) e tenendo presente (16),
da (6) segue cheil risultante delle forze specifiche agentisu P, rispetto al
riferimento Z,, & dato dalrisultante delle forze gravitazionali specifiche
esercitate su P dalla parte di # costituita dalla sfera materiale &p.

Si puod pertanto affermare che:

VIII. Agli effetti del moto di P rispetto a un qualsiasi riferimento
naturale I, tutto accade come se il riferimento I, fosse inerziale, le forze
gravitazionali fossero espresse dalla legge di gravitazione universale e la
parte di U esterna alla sfera materiale F,p non desse alcun contributo al
moto di P, cioé come se U si riducesse unicamente alla sfera materiale Fpp.

Ovviamente, una volta ritenuto che le forze gravitazionali siano
proprio espresse dalla legge di gravitazione universale, a detto risultato
8i poteva pervenire direttamente e brevemente partendo da (6), te-
nendo presente che sussiste ’eguaglianza (16), che le forze gravitazio-
nali per il loro carattere intringseco sono forze effettive e ricordando
che un riferimento ¢ inerziale quando I’equazione del moto di un punto

\

o elemento rispetto a detto riferimento e espressa dall’equazione
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fondamentale della dinamica nella quale il risultante delle forze agenti
sul punto o elemento & dato dal risultante delle forze effettive.

11 risultato VIII legittima quindi il modo di procedere per la dedu-
zione dell’equazione (6) che viene seguito nelle trattazioni di cosmologia
newtoniana e che & stato richiamato al § 3, modo di procedere che &
stato in particolare seguito da Milne e McCrea, i quali nel 1934, in [22]
e [20], per primi hanno affrontato lo studio della cosmologia in termini
newtoniani (24).

Quanto stabilito sino ad ora, e in particolare i risultati riassunti
in VIII, provano l’erroneita delle considerazioni svolte da Layzer
in [17], dove nega la possibilitd di formulare una teoria cosmologica
newtoniana con % esteso a tutto lo spazio (2). In particolare risulta
provata ’erroneitd della convinzione affatto generale che i risultati
riassunti in VIIT possano essere giustificati soltanto facendo ricorso
alla teoria della relativita generale (2¢).

In generale quanto visto sino ad ora permette di ritenere inconsi-
stente il cosiddetto paradosso newtoniano, il quale in sostanza asserisce
addirittura 'impossibilita di applicare la teoria newtoniana della gra-
vitazione a un fluido omogeneo esteso a tutto lo spazio (¥7).

9. Le equazioni della cosmologia newtoniana.

Fissato listante #, una volta per tutte e posto

t

R(t) = exp [f h(t) dt] ,

to
da (2) si ottiene

(17) OP = R(t)0P,

(4) Naturalmente, nel riconoscere questa priorita, deliberatamente si tra-
scura il tentativo di Seeliger, risalente alla fine del secolo scorso, a cui si &
accennato nella nota (23) e che fa riferimento a un modello di universo che,
essendo statico, risulta in pieno contrasto con le indicazioni astronomiche.

(2%) Per maggiori dettagli si veda [7],13 e [10], 5.

(2%) Si veda, ad es., [17]; [29], p. 475; [25], Cap. 8, § 9; ecc., e, per mag-
giori dettagli, [7], 13 e [10], 5.

(?") Per maggiori ragguagli al riguardo si veda [10], tenendo conto natu-
ralmente delle precisazioni fatte al § 7 del presente lavoro. Si veda anche la
nota (1%).
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dove con P, si ¢ indicata la posizione di P all’istante ¢,. Stante (17),
da (1), (2), (6) segue (*)

(18)
19)

Da (19), tenendo presente che risulta, come d’altronde subito
segue da (18):

4
3 akuR? = cost. ,

8i ottiene

R: 3 o

dove « & il valore della costante dell’energia che competerebbe all’ele-
mento P, pensato dotato di massa unitaria, qualora fosse situato a
distanza R dall’origine del riferimento naturale rispetto al quale si
considera il moto.

Le equazioni (18) (equazione di continuitd) e (19) (che concettual-
mente non differisce dall’equazione di evoluzione di %, espressa da (7)),
unitamente a (20) (integrale dell’energia, che concettualmente non
differisce da (8)), costituiscono le equazioni che sono a fondamento
della cosmologia newtoniana. Esse, come gia & stato piu volte sotto-
lineato, sono state qui dedotte senza far ricorso alla teoria newtoniana
della gravitazione, ma utilizzando unicamente le ipotesi fatte sul
fluido %.

Come & stato osservato da Milne e McCrea in [22] e [20], le sud-
dette equazioni sono analoghe alle equazioni che si ottengono operando
nell’ambito relativistico, ma 1’analogia, contrariamente a quanto é stato

ritenuto fino ad oggi, non & soltanto formale ma sostanziale, come
prova quanto verra esposto al § 11.

(28) Cfr. anche [7], 10.
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10. Interpretazione cosmologica dei risultati ottenuti.

I risultati ottenuti nei §§ precedenti comportano la seguente inter-
pretazione cosmologica dal punto di vista newtoniano:

IX. Dalle ipotesi a), f) ¢ y) segue:

a) la legge di Hubble, espressa dall’equazione (2), la quale é veri-
ficata rispetto a ogni riferimento maturale;

b) la legge del moto per le generiche galassie, espressa dall’equa-
zione (6), ¢ la legge di evoluzione dell’ Universo, espressa dall’equazione (7);

¢) che le forze a distanza che determinano il moto di una qual-
stast galassia rispetto a un qualsiasi riferimento naturale sono quelle
espresse dalla legge di gravitazione universale;

d) che, ritenendo che le forze a distanza siano unicamente quelle
espresse dalla legge di gravitazione wuniversale, rispetto a un qualsiasi
riferimento naturale I, la forza risultante che agisce su una qualsiast
galassia P ¢ uguale al risultante delle forze gravitazionali esercitate su P
da quella parte dell’ Universo contenuta nella sfera Fpp di centro O e
raggio |OP|;

e) che tutti © riferimenti naturali sono tra loro equivalenti, nel
senso che U Universo ha, sia dal punto di vista cimematico che da quello
dinamico, il medesimo comportamento rispetto ad essi.

Quest’ultimo risultato esprime in sostanza il cosiddetto principio
cosmologico:

X. Pur variando da istante a istante 1’ Universo presenta istante
per istante il medesimo aspetto da qualunque punto lo si osservi.

11. Cosmologia newtoniana e teoria einsteiniana della gravitazione.

Tenendo conto a questo punto della proprieta della velocita della
luce messa in evidenza dall’esperienza di Michelson e Morley, proprieta
che comporta come conseguenza che la velocitd della luce (2°), ritenuta
costante nel tempo, sia la medesima in ogni riferimento naturale, segue

(%) Velocita locale, nel senso precisato in [12], 3.
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che la metrica della varietd spazio-tempo risulta necessariamente
espressa dalla metrica di Einstein-de Sitter (3°), ossia proprio dalla
metrica che Einstein e de Sitter, in considerazione della sua sempli-
citd, suggerirono nel 1932 per lo spazio-tempo, operando perd nell’am-
bito della teoria della relativitd generale (31).

Imponendo poi la condizione che vi sia compatibilitd tra le equa-
zioni della cosmologia newtoniana e tale metrica, nel senso che si possa
dare a dette equazioni, nell’ambito della suddetta metrica, forma in-
trinseca, segue che la costante dell’energia « che compare in (20) deve
essere nulla (32).

Pertanto, mentre nell’ambito newtoniano nessuna restrizione resta
imposta alla costante dell’energia o, la proprieta della luce di avere
la medesima velocita in ogni riferimento naturale implica che detta
costante sia nulla.

Stante (17), ’eguaglianza (2) implica

h==
R

e pertanto, con o« = 0, da (20) segue

(21) b= Vg nky

espressione che d’altra parte si poteva direttamente ottenere da (8)
in quanto Pannullarsi di « implica 1’annullarsi della costante a e
viceversa.

Pertanto, la metrica di Einstein-de Sitter potendo sussistere se e
solo se lo spazio fisico é euclideo e avendo come conseguenza a = 0,
si ha che leguaglianza (21) esprime il rapporto che deve sussistere
tra h e p affinché lo spazio fisico risulti effettivamente euclideo. In
altri termini, se tale eguaglianza non risulta verificata (ossia non ri-
sulta confermata dalle indicazioni osservazionali) resta esclusa la pos-
sibilitd che lo spazio fisico risulti euclideo.

Ricordando I’espressione richiamata al § 3 per il parametro di dece-
lerazione e tenendo presenti (7) e (21), segue che per a = 0 detto para-

(39) Cfr. [12), 4, 5, 6, 7.
(®) Cfr. [2].
(®2) Cfr. [13], 7.
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metro viene ad assumere il valore costante ¢ = %. In altri termini lo
spazio fisico & euclideo se e solo se risulta ¢ = % (33).

Una volta provato che deve essere ¢ = 0, si ottiene che la forma
intrinseca che viene imposta dalla metrica di Einstein-de Sitter alle
equazioni della cosmologia newtoniana & proprio quella espressa dalle
equazioni gravitazionali di Einstein (34).

Si pud quindi affermare che:

XI. Le tpotesi che lo spazio fisico risulti euclideo, che 1’ Universo
sia omogeneo e abbia comportamento isotropo rispetto alla nostra galassia,
unitamente alla proprietd della luce di avere la stessa wvelocitd rispetto
a ogni riferimento naturale, implicano che debbano sussistere le equazions
della teoria einsteiniana della gravitazione.

(3®) Ritenendo che l’osservazione astronomica fornisca per ¢ il valore %,
ossia che indichi che lo spazio fisico risulti euclideo, segue, per quanto sopra
visto, che deve sussistere 1’eguaglianza (21), ossia che deve risultare

3 h?
_Sn,u’

come d’altronde subito segue da quanto dedotto al riguardo al § 3, ponendo
q=1.

Assumendo come valore attuale per h 50 km s ! Mpe—! (valore at-
tualmente ritenuto come il piu probabile dalla maggior parte degli astro-
nomi) e come valore attuale per u 5:-10-3% g cm~3 (valore che non contrasta
con stime recenti effettuate da vari astronomi) si trova per k il valore
6,27- 108 unita c.g.s., in ottimo accordo con le misure terrestri della costante
di gravitazione universale effettuate sperimentalmente.

Si pud cioé affermare che, ritenendo che l’osservazione astronomica for-
nisca effettivamente per ¢ il valore 4 e per h e u i valori suddetti, per la
costante & sussiste il medesimo valore sia su scala terrestre che su scala extra-
galattica. In altri termini, se sussistono i suddetti valori non & necessaria
l’agsunzione che il valore della costante & sia il medesimo sia su scala terrestre
che su scala extragalattica. L’applicazione pura e semplice di (21) per sta-
bilire se lo spazio fisico risulta euclideo (senza far quindi ricorso alla deter-
minazione di ¢) richiede invece la conoscenza di k, ossia in definitiva 1’as-
sunzione che il valore di detta costante coincida con quello determinato spe-
rimentalmente su scala terrestre.

Con tale assunzione, si pud concludere quindi che se le stime sopra richia-
mate per i valori attuali di » e # non verranno contraddette da ulteriori piu
precise misure, la conclusione non potrd che essere quella che lo spazio fisico
& effettivamente euclideo.

(34) Cfr. [13].
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Quanto ora brevemente esposto costituisce quindi una deduzione
delle equazioni gravitazionali di Einstein a partire dalle indicazioni
osservazionali. Questa deduzione comporta, tra P’altro, che per la co-
stante y di Finstein risulti necessariamente (**), indicando con ¢ la
velocita della luce:

. 8nk

X ot

’

espressione che in ogni trattazione viene invece sempre ottenuta ricor-
rendo a metodi di approssimazione.

Riassumendo, s8i ha quindi che, ritenuto lo spazio fisico euclideo,
le ipotesi che ’Universo sia omogeneo e abbia comportamento iso-
tropo rispetto alla nostra galassia comportano P’esistenza di una classe
di riferimenti, i riferimenti naturali, rispetto ai quali I’Universo pre-
senta il medesimo comportamento, sia cinematico che dinamico, de-
scritto, nel contesto newtoniano, dalle equazioni (18), (19), nonché
da (20), in cui la costante dell’energia « risulta, nell’ambito newto-
niano, indeterminata. Tutti i suddetti risultati si ottengono senza
dovere affatto far ricorso alla teoria newtoniana della gravitazione,
la quale anzi viene a presentarsi come una necessaria conseguenza
delle suddette ipotesi.

Aggiunta la condizione che la luce abbia il medesimo comporta-
mento rispetto a tutti i riferimenti naturali, condizione che ¢ una
conseguenza della proprieta della velocita della luce messa in evidenza
dall’esperienza di Michelson e Morley, si ottiene come necessaria con-
seguenza che la metrica della varietd spazio-tempo risulta espressa
dalla metrica di Einstein-de Sitter.

Interpretando le equazioni ottenute nell’ambito newtoniano alla
luce della suddetta metrica e imponendo ad esse la condizione di
avere carattere intrinseco, si ottiene che la costante dell’energia o
non pud che essere nulla e che le suddette equazioni danno neces-
gariamente luogo alle equazioni gravitazionali di Einstein, che si
vengono cosi a presentare come una necessaria conseguenza delle
assunzioni fatte, le quali, con I’aggiunta dell’ipotesi che lo spazio
fisico risulti euclideo, sostanzialmente seguono dalle indicazioni osser-
vazionali.

(%) Cfr. [13].
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Attraverso la via qui delineata, si perviene cosi, nel presente caso,
alle equazioni gravitazionali che sono a fondamento della teoria ein-
steiniana della gravitazione.

12. Caso in cui lo spazio fisico non sia euclideo.

Le considerazioni svolte nel presente lavoro, opportunamente adat-
tate, si possono estendere al caso in cui lo spazio fisico, invece che
euclideo, sia uno spazio tridimensionale massimamente simmetrico.
I risultati I, IT, IIT, IV, XTI continuano a sussistere, assieme alle equa-
zioni (18), (19) e (20). La costante dell’energia o non risulta piu nulla
e determina la curvatura dello spazio fisico, mentre la metrica dello
spazio-tempo risulta quella di Robertson-Walker. Anzi, le suddette
considerazioni si possono certamente estendere al caso pilt generale
dei modelli d’universo anisotropi e omogenei.

Tutti questi risultati verranno esposti diffusamente in successivi
lavori.

% %k ¥

L’Autore esprime i pitl vivi ringraziamenti al Prof. B. Barberis per
la sua collaborazione nella preparazione del presente lavoro.
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