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REND. SEM. MAT. UNIV. PaDOVA, Vol. 67 (1982)

Sulle immagini dei sottogruppi normali

nelle proiettivita.

GIOVANNI ZACHER (¥*)

1. Chiamasi prodeftivitd di un gruppo @ su un gruppo G un iso-
morfismo del reticolo di tutti i sottogruppi di @ su quello di G.

T ben noto che un sottogruppo normale & un sottogruppo di Dede-
kind [24], che perd l'immagine di un sottogruppo normale in una
proiettivita non & detto che sia neppure un sottogruppo quasinor-
male [22].

Un’analisi delle proprieta di una tale immagine & stata condotta,
esplicitamente, nel caso dei gruppi finiti, per primo, da Suzuki [21],
successivamente da Schmidt [16] e piu recentemente da Menegazzo
[61,[7] e da Busetto [3]. Schmidt, sfruttando i suoi risultati relativi
ai sottogruppi di Dedekind nei gruppi finiti[13], [14] fornisce in [16]
modulo la quasinormalitd una precisa deserizione sulla immersione del-
le immagini dei sottogruppi normali nelle proiettivita tra gruppi finiti,
chiarendo con cid la deviazione di tali immagini dalla quasi-normalita.

Nel presente lavoro siamo in grado di estendere la descrizione data
da Schmidt in tutta generalitd ai gruppi periodici e, con una ipotesi
limitativa, ai gruppi non periodici.

Questo & stato reso possibile anzitutto in virti di un recente ri-
sultato di Rips[11], e di cui abbiamo dato una nostra dimostrazione
in [23], risultato che asserisce l’invarianza proiettiva della finitezza
dell’indice di un sottogruppo in un gruppo, sia usufruendo dello studio
fatto in[19] e [20] da Stonehewer dei sottogruppi di Dedekind nei
gruppi infiniti, sia di un risultato di Busetto [3].

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Algebra e Geometria, Universita di Padova,
Via Belzoni 7, 35100 Padova.



40 Giovanni Zacher

11 lavoro é suddiviso in 4 numeri. Nel n. 1 vengono anzitutto
richiamati alcuni risultati da noi esposti in [23], indispensabili per il
nostro studio; inoltre vengono dati diversi criteri di conservazione della
normalitd e della quasinormalita in una proiettivita; di particolare in-
teresse teorema A e teorema B. Nel n. 2 si determinano in relazione alla
normalitd e quasinormalitd una serie di proprietad delle proiettivity che
conservano, anche solo parzialmente gli indiei (2.1, teorema C) e ven-
gono dati condizioni perche cidé avvenga (2.6, 2.7, 2.10). I1 n. 3 con-
tiene i risultati principali del presente lavoro. Essi concernono prin-
cipalmente, data una proiettivitd o: G — G ed un sottogruppo nor-
male N di G con N° non quasi normale in G, 1a struttura di G/N
(teorema D), di G/(N;)** e di G/N; (teorema E), confermando, in
particolare, la, Valldlta, del teorema 3.4 in [16] anche nei gruppi infi-
niti nel caso almeno di N/N periodico. Vengono inoltre messe in evi-
denza una serie di conseguenze interessanti (3.11, 3.12); fra l’altro,
un criterio di non conservazione dell’ascendenza nelle proiettivita (teo-
rema F, 3.13). Nel n. 4 infine si fa, fra 1’altro, vedere sotto quali cir-
costanze il radicale di Hirsch-Plotkin (teorema G), quello di Gruen-
berg (4.9) e lipercentro (teorema H) di un gruppo si conservano nelle
proiettivita.

Notazioni e convenzioni terminologiche.

N < G: N normale in G; N < G: N quasinormale in G; N <G

N non quasinormale in G; N < G N sottogruppo di Dedekind in G;
N fG N non sottogruppo di Dedekmd in G; N<G: N ascendente
in G; N § G: N non ascendente in G; H <<G: H sottogruppo mas-
simo di &; [g|: ordine di un elemento; p-elemento: elemento di
periodo una potenza del primo p; Z(p*): gruppo ciclico di ordine
p*, se « finito, il p-gruppo iperciclico se & = oco; Norm G: la norma
di G; Z,(G): i-esimo termine della serie centrale ascendente; Z_(@G):
Pipercentro di ¢; §(G): il sottogruppo generato dai sottogruppi nor-
mali periodici; gruppo misto: gruppo che contiene elementi di pe-
riodo non finito; gruppo separato: gli elementi periodici formano un
sottogruppo; prodotto diretto di gruppi: prodotto diretto discreto (non
cartesiano); H fattore di Hall di ¢: G = H XK con G periodico ed
ogni elemento di H ha periodo relativamente primo con quello di un
qualunque elemento di K; gruppo Hélderiano: gruppo periodico a
sottogruppo di Sylow d’ordine primo; exp H: esponente di H; ele-
menti indipendenti a, b: (a)A<b) = {1} e |a| = |b] =0; G & un S-
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gruppo: G = PXT ove P ¢ un P-gruppo (}) ed un fattore di Hall
di G; P sard detto un S-fattore di G'; H iperciclicamente immerso
in @: H & contenuto in un termine di una serie ascendente di sotto-
gruppi normali a fattori ciclici; H? = ¢g-1Hg; Ho = /\ Hes; He =\/ Hv;

gEG

P(G) il gruppo delle autoproiettivita di ¢; [H/K]: mterva]lo di estremi

H e K; H< G: H & L-invariante in G ossia invariante per ogni auto-
pr01ett1v1ta, di G. Sia 0: @ —@G una proiettivitd (sottinteso @, @
gruppi); se H < G invece di H° scnveremo anche H; inoltre per
ogni j €@ poniamo H? = H%™, = N\ Hv, Hé =\/ Hv.

€6 ge@

1. Incominciamo con il richiamare due proposizioni delle quali si
trova una dimostrazione in [23].

1.1 LEMMA. Sia o: G — G una proiettivita ed N un sottogruppo
normale ¢ d’indice primo in G. Allora Vindice di N in G & pure un nu-
mero Pprimo.

1.2 TEOREMA. Sia o: G — G una proiettivitd e sia H< K <a@G.
Allora Vindice [K :H] ¢ finito se e solo se tale é quello [K:H].

Sia n un numero naturale o infinito con 2 <7 e p un numero
primo; seguendo la notazione introdotta da Schmidt in [17], P(n, p)
¢ la classe gruppale cosi definita: G € P(n, p) se e solo se G & un
p-gruppo abeliano elementare d’ordine p” oppure un gruppo G =
= {4, t), con A un p-gruppo abeliano elementare d’ordine p»-1, ¢ un
elemento d’ordine primo ¢ e t~'at = a”, r un intero non dipendente da
ac A e tale che =1 mod p, mentre r = 1 mod p.

P(n, p) & una classe proiettivamente invariante [22] e due qua-
lunque suoi sottogruppi sono tra loro proiettivi. Useremo anche dire
che G & un P-gruppo relativo al numero primo p se e solo se G € P(x, p)
con % un naturale o co. Cid premesso passiamo a generalizzare il
lemma 2 di[23]; esso ci sara utile molto spesso nel seguito.

1.3 LEMMA. Sia o: G — @ una proiettivitd, N<@, G|N un gruppo
d’ordine primo o un P-gruppo ed N<4G. Allora sono verificati © sequenti
fatti:

i) N,<a@ (e questo succede ovviamente anche se N<@),

ii) se [G:N] = r, un primo, G/N; e G’/N— appartengono alla me-
desima classe P(2,p), ove p = [N:N;] = [G:N]>r; se G/N € P(n, p)

(1) Per la definizione vedasi sotto.
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allora G|N; e G|N; appartengono alla medesima classe P(n + 1, p) ove
ancora p = [N:N;]. B N; = Ny per un qualunque H con N < H < G,

iti) G/N; non ¢ abeliano ¢ si ha [N:N;] = q<0p,

iv) posto T = A\ N+, T ¢ L-invariante ¢ st ha G/T € P(x, p),
7€P(@)
V) considerato Vinsieme non vuoto F = {X<@|G/X € P(x, p) per

qualche naturale %}, si ponga K, = A\ X. Allora K, é L-invariante,
XeF

G/K,e P(m,p) ove n<m< oco. Se G/Y ¢ abeliano per un Y € &,
allora tale é G[K,.

Dim. Se [G:N] = r, un primo, & N <G e poiché [G:N] < oo (1.1),
per [13] concludiamo che [G:N]=p & un primo e che G/N;e P(2, p)
se N <4 G, per cui Yintervallo [¢/N;] contiene oltre N due gruppi
H,, H, tali da aversi N = NAH, =NAH,, H,\VH, = @G, per cui
N;<@ e dunque G/N; e P(2, p) ove r < p visto che N<@.

Se G/Ne€P(n,p), esistono sottogruppi M<-G N<N,; con
MAN, =N e VN = @. Da (M—/\N)“—M—/\N;<1VN =G e

N—<M—/\N<N segueN— = M—/\N < N e cosi pure N, = M AN<G
e N—<N visto che M; << M. Per semplicita potremo ora supporre

= {1}. Tenuto presente che da G/N € P(n, p) segue N<@G non
appena N < G e che [G/N] & un reticolo irriducibile, usando th. 3.4
in [16] non e difficile concludere che G e G appartengono a P(n + 1, p)
se n & finito e che N = {1} per ogni N < H. Se poi n ¢ infinito, 'ana-
logo risultato si raggiunge considerando ad es. in G/N un sistema
locale di P-gruppi finiti. La iii) & conseguenza di N <4 G, iv) posto
R = N &, per i) e ii) G/R e P(x%, p) e scelto v € P(G) risulta (B?)g =
= R*AR" = R*AR", 7, 1, € P(@) per quanto visto in ii); pertanto
T = A (B7)q e poiché per ii) ¢ G/(R%)g € P(%, p), si conclude che G/T

¢ un gruppo periodico metabeliano, in particolare un gruppo local-
mente finito a p-Sylow gruppo normale e abeliano elementare. 7' e
cosi T sono L-invarianti per cui ¢ induce una proiettivita tra i gruppi
G/T e @/T; essendo N> T, o presenta una singolaritd a p su G/T;
da qui e dalla teoria delle proiettivita singolari [22], non e difficile con-
cludere che G/T & un S-gruppo e in definitiva un P-gruppo relativo
ap v)se XeF e reP(G), per i) e ii) si ha (X7)seF e (X7)g =
= X*AX= per cui K, ¢ L-invariante e G/K, & un gruppo localmente
finito a p-Sylow gruppo normale e abeliano elementare e su esso ¢ ha
una singolaritd. Da qui, come in iv), si conclude che G/K, & un
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P-gruppo relativo al primo p. Essendo G/K, un P-gruppo, esiste poi
un K, < Y<a@, Y € & con G/Y abeliano se e solo se tale é G/K,. [/

1.4 PROPOSIZIONE. Sia N<@, [G:N]=r, un primo e P(Q) il
gruppo delle autoproiettivita di G. Allora il gruppo G/A\N* soddisfa
ad una delle seguenti condizioni: TeP(@)

i) é un P-gruppo relativo ad un primo p, con r <p; é r=1p
se ¢ solo se il gruppo é abeliano,

ii) é un gruppo i cui sottogruppi finitamente generati sono ciclici
Holderiani,

iii) ¢ un gruppo abeliano senza torsione di rango 1 e residualmente
finito.

Dm. Vedasi [23].

Data una proiettivith ¢: @ — G ed N<@, vogliamo ora mettere
in evidenza alcune condizioni su G/N atte a garantire la normalitd
o per lo meno la quasi-normalita di N in @. All’'uopo, per N<@,
diremo che G/N appartiene alla classe gruppale £2 se e solo se per una
qualunque proiettivitd ¢: @ — G risulta N<@. Raccogliamo in una
proposizione alcune proprietd elementari della classe L.

1.5. PROPOSIZIONE. i) X € 2 se e solo se esiste una famiglia {H},
di sottogruppt di X tale che H, e Q ¢ \/ H, = X; ii) £ ¢ una classe

residualmente chiusa; iii) sia A una clastse di gruppi tale che da G €S,
la classe dei gruppe finitamente generati, N<@G, G/NeA ¢ o: G - @
una proiettivita, seqgua N<@; allora AN GCQ iv) sia A una classe
protettivamente invariante ¢ A C Q; allora da N<G e G/N €A, posto

T= AN*, T ¢ L-invariante e G/T ¢ residualmente A-gruppo.
TeP(@)

Dim. i), ii) e iv) sono di facile verifica; iii) sia G/N € A N G; sara
G =< Uy, Uy ooy Uny N> € 8celto e N, posto H = Uy, Usy ...y Un),
H, = {ttyy ...,y Un, ®y, N,=NAH,, si avrd N,<H, e\/N N. Ora

da G = H,N segue H,/H,AN ~ G/NeA; ma H,€§G per cul, per ipotesi,
sard (H,AN)° = N,<H, e cosi H < .N’(N) per cui NwHVN =@G. |/

OSSERVAZIONE 1. Seguendo la notazione in [12], per la classe 2
si ha, in particolare, {L, R, N} Q2 = Q. Possiamo cosi affermare che
£2 contiene i gruppi generati da gruppi quadrinomi (1.3) come pure i
gruppi generati da elementi aperiodici, in particolare, dunque, i gruppi
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localmente nilpotenti misti, se teniamo presente la seguente proposi-
zione gid provata in [23] quale conseguenza di 1.1.

1.6 PROPOSIZIONE. Sia o: G — @ wna proiettivitd, N<@ ¢ G/N
ciclico infinito. Allora N<G.

_ 1.7 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivitd ed N<G. Allora
N<@G se ¢ soddisfatta una delle sequenti condizioni:

i) N ¢é un gruppo perfetto,
ii) N é privo di sottogruppi d’indice finito,
iii) G/N ¢é un gruppo perfetto finito.

DiM. Sia §e G che non normalizza N. Per 1.6 & [Kg, N):N]1 < oo
per cui [N:NsAN] < oo; cosi per 1.2 sard [N:NAN?] < co ed & pure
NANs < N; cid porta ad una contraddizione [13] alle ipotesi i) e ii).
iii) per 1 2 & [@:N]1< co e da N<4G segue che esiste un N < M <G’
e cosi N< M <@ e dunque G" < M [13]. /]

Se g: @ — G & una proiettivitd e se N<@ con G/N un p-gruppo
abeliano elementare non ciclico, allora per ogni e G si ha Ni<G e
G/N & isomorfo a G/Nv: cid discende da 1.3 v). Vogliamo un pd gene-
ralizzare tale risultato; all’'uopo incominciamo da una semplice con-
statazione, del resto gia usata nel provare 1.3. Il gruppo G con-
tenga quattro sottogruppi N, H, H,, H, soddisfacenti alle condizioni
HAH; = N, H,VH, = G. Allora per ogni 7 € P(G) tale che H* =H
risulta N'<1G se H<G.

Nei p-gruppi abeliani finiti non ciclici si riscontra una situazione
quale qui considerata; la sfrutteremo per provare

1.8 PROPOSIZIONE. Dato il gruppo @, sia N<aG e G/N un p-gruppo
abeliano tale che G|N = {a, N)/N xH|N ed exp H|N||aN|. 8¢ 0: G — G
¢ una proietiivitd, allora per ogni heH risulta N*<@.

DmM. Se v H & <{ax, N>AH =N per cui N* = {aw, N)* \H* =
= {ax, Ny» N\ H<a<{az, N)*; pertanto N*<\/ <aw, N)*> {a, ax|r € H)* =
—3 G'_l —] G. // xeH

1.9 COROLLARIO. Sia o: G — G una proiettivits, N<G ¢ G/N un
p-gruppo abeliano. i) Se per ogni elemento bN esiste uno aN di uguale
ordine e con {a, NyA<b, N> = N, allora per ogni je G ¢ Ni<a@. ii) Se
G/N ¢é un p-gruppo prodotto diretto di gruppi ciclici con gli ordini non
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superiormente limitati, oppure se G/N é un p-gruppo abeliano che con-
tiene_almeno due sottogruppi quasi-ciclici ad intersezione identica, allora
N<q.

Dim. i) Posto <{g)° = (g), esiste in G/N una famiglia {K,/N}, di
sottogruppi che genera G/N e tale che K;/N = <{a;, N)/N xH,N,
gNeH,/N edexp H,/N||a;N|; per 1.8 sard Ne<aK,e cosi No<a\/ K, =G.
ii) Da i) segue che Nv<a@ per ogni g€ G; cosi G/N7 sary un Zp-gruppo
localmente finito modulare di esponente infinito e dunque abeliano [22].
Pertanto G/N; e cosi pure G/N; & abeliano; ma allora N<@. [/

1.10 ProPOSIZIONE. Sia N <G e Vintervallo [G/N] sia un reti-
colo di Tarski vale a dire immagine proiettiva di un gruppo infinito

in cut tutti ¢ sottogruppt non banali sono sia massimi che minimi. Se
per ogni X < @, da N <X < @ segque [X.N]< oo allora N<@.

DiM. Per assurdo sia N<4G. Sia Xe€[G/N], X N, G; sard X fG
e [X:N] un primo [13]; inoltre da [G:X] < co segue [G:N]< oo e
cosi I[G/N]l< oo una contraddizione. Dunque & pure [G:X] = oco.
Da [X:N] un primo e N << X, segue che N' < N, [13] e al variare
di X in [G/N] con X @ si ha Ng= /A Ny>N' per cui N/N; &
abeliano e cosi X" < N, per cui X/Ng, ¢ én XL-gruppo [20]. Per th. B
in [20] & G/X,; un gruppo di Tarski. Se ora per un X, = X fosse
X, # Xg, sarebbe G = XX, X, ¥ X, [X;AX,, una contraddizione
al fatto che Ny< X AX,, e X;/N, gruppo risolubile. Pertanto da
N = XAX, segue Ny = X;; ma € pure No< N<<X e X< X per
cui da Xy = No< N < X segue N = X,<1@, una contraddizione. [/

Per 1.1 e 1.10 é dunque proiettivamente invariante la classe dei
gruppi privi di fattori di Tarski.

TEOREMA A. Sia o: G —»@_ung proiettivitd, N<G e G/N gruppo
semplice non abeliano. Allora N<G.

Dm. Distinguiamo 3 casi.
a) G/N gruppo misto.

G/N & generato da elementi aperiodici e si conclude in base all'os-
serv. 1.

b) G/N & periodico ed esiste un N < H < @ con H|N ciclico
d’ordine p2, p un primo.
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In virth di 1.2, per un g€ G e Hﬂ/N un gruppo finito e per il
lemma 3 in [13] sara N<H0 e cosi se N <<L<H sarh N<Is; ora
L¢ = @ per cui N<G.

¢) G/N ¢ periodico a Sylow gruppi tutti di esponente primo

Sia r il minimo degli ordini degli elementi non identici di ¢/N. Se
per ogni elemento N di ordine 7 risulta N<a<{(¥, z)7, da (@, N)¢ =
si conclude N<@. Per ipotesi assurda supponiamo che per un zN
d’ordine » sia N<4<z, N)* = H; sard N¥ = H, per cui H < @ e cosi
H¢ << G per ogni g€ G. Sia ora yN un qualunque elemento d’ordine
primo, diciamo p, distinto da #zN e si ponga K = <y, N). Sard Hs <
<<{H*VK se K= H? per cui se [H*\/K:H’] = co sara H*VK/N un
gruppo di Tarski (ef. th. B in [20]) e dunque tale & H H\/K-1|N; per-
tanto N<a(H\ K)o in virtu di 1.1 e 1.10 e cosi N<H una contrad-
dizione. Pertanto Hv\/K/N ¢ un gruppo d’ordine rp, r < p, per cui
N(K)> H?; da qui K)>VH" @ contro la semplicita di G/N. //

Ci sara utile un lemma che adatta quello 2.3 in [20] alla nostra
situazione.

1.11 LEMMA. Sia ¢: @ — G una proiettivitd, N <G, K= <{z) un
gruppo infinito ¢ KAN = {1}. Allora per ogni je G ¢ KiAN = {1}.

DiM. Sia <Z) = (#)° e per un ge @ sia NoAK = <) con n > 0;
da [<N,z[N] ~[@E/{1}] e <N,z < NVN: < (N, §> segue che
oo = |[XN, /N[ = | [[<g>INA<G>]| per cui |g| =0 e <GHAN = {1};
ma allora per 1.6 ¢ Nv = N per cui N9AK = {1}, una contraddizione
B dunque per ogni ge @, NAKs = {1}, ossia NAK? = {1}. /|

A partire da un H < G definiamo il seguente sottogruppo a(H)
di G mediante la posizione: a(H) = (& € G|[<&>: HAx)] = oo).
1.12 PROPOSIZIONE. In un gruppo G valgono i seguenti fatti:
i) se M < G, se M ¢ periodico e se a(M) {1} allora M < a(M)< @
e M<@,
) (X<1@|X periodicoy = (X << G|X periodico) = (X 5 G|X pe-
riodico).
Diu. i) Se |g| =0, poichée M\ M?¢ & periodico si ha: M = MV
V(MY MINLg>) = (M, gy \(M\ M?) per cui g € N°(M); se poi m € M,

da [<g>/{1}] ~[<g, M>|M] = [{gm, M)|M] = [{gm)[<{gm>\M] segue
lgm| = 0 per cui me g, gm) < a(M) e dunque M<a(M)<1G; cosi
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M <@ ed essendo M <G & M <G (cf. ad es. 1.7 in[20]). ii) Si

tenga presente che sottogruppi di Dedekind periodici generano sot-
togruppi di Dedekind periodici. //

Da 1.12 segue facilmente il noto fatto [10] che §9(G) = F(G°) per
ogni proiettivita o.

TEOREMA B. Sia o: G — @ una proiettivitd, N < G e a(N) 5 {1}.
Allora sono verificati 1 sequenti fatts:

i) N<(a(N))° = a(N°)<@ ¢ N <G,
ii) per ogni ge@, NNv/N, N/NAN?, NNs/N, NJ]NAN? sono
gruppt ciclici finiti; inoltre NNv<ia(N), NNe<aa(N).

Dim. i) E chiaro che (a(N))? = a(N°); & poi N<a(N°)<@ in virth
di 2.1 in [18], osservazione 1, 1,12 e 1.11. ii) Segue facilmente da 1.6
ed i). //

OSSERVAZIONE 2. Dal teorema B si vede che ’eventualita che in
una_proiettivitd o: G — @ Pimmagine N di un N < G non sia tale
in G pud presentarsi solo se per ogni ge @ sia [{g): NAP]I < o
vale a dire che l’intervallo [G/N] & periodico. I1 problema di vedere
sotto quali condizioni da N <= G segue N <@ & cosi ricondotto alla
situazione di [G/N] mtervallo periodico. Powhe N < G se e solo se
N < (N, g>° per ogni g € @ tale che [{g, N)/N] sia una catena e ricor-
dando che per 1.2 e [13] & N < <N, g>° non appena [{N, g>/N] & una
catena di lunghezza diversa da 1 possiamo alla fine affermare che
N < @ solo a patto che nell’intervallo periodico [G/N] esistano atomi
norql inseriti in catene di lunghezza 2. Analizzeremo tale situazione nel
prossimo numero e vedremo che & strettamente legata al fatto che o
conserva o meno certi indici, questione che sara trattata ivi pitt in
dettaglio.

2. Incominciamo con analizzare la seguente situazione:
G=<¢,N>, N=<@, [G:N]=r, un primo,
o: G —>G una proiettivith e N < G.
Da 1.3 sappiamo che N < @ se e solo se risulta o: G/N- -GN, ove
G/N; & un P-gruppo dordine rp, r<p mentre G/N- ¢ un P-gruppo
(non abeliano) d’ordine gp, g <p ove[N:N,]=p = [G.N], [N:N, d=q;
in particolare o non conserva Vindice [N :NE]'
Per inciso possiamo allora constatare che la quasi-normalita si
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conserva nelle proiettivitd sui gruppi localmente nilpotenti e misti in
quanto tale classe & proiettivamente invariante ed & priva di quo-
zienti che siano P-gruppi non abeliani.

Guardando ancora al gruppo G/N; sopra considerato possiamo
affermare che vi esistono due sottogruppi d’ordine r: <g, N;>/N,
{a, N;>/N; tra loro coniugati se r < p, (cosa che certamente si veri-
fica se r=2) con

9 =[<g>7:Kg°1 # [Ka)*Ka ] =p.

Sara a questo punto conveniente stabilire la seguente nozione: Una
proiettivita ¢: @ — G si dice che conserva debolmente Uindice r, r un
primo, se e solo se e verificata la seguente condizione:

(%) per ogni z,y di G & [{&)?:<{w7)°] = [<y)°:{(y")°] non appena
@) <Dy Yo <<y -

Per quanto visto possiamo ora affermare:

2.1 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivita ed N<G:
i) se o ristretto ad N conserva Vindice primo sotto N (%), allora
N <G,
ii) se [G:N]=r, un primo ¢ se o conserva debolmente Vindice r
allora N<G,
iii) se [G:N]=2 ¢ @ = {g, N) con g periodico allora N<G non
appena la condizione (%) é soddisfatta per i 2-elements di G-

A complemento di quanto affermato in 2.1 ii) e iii) abbiamo la
seguente

2.2 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivita, sia N < G con
[G:N]=2. Se esiste un elemento g d’ordine 2> tale che G = (N, ¢>
allora sono veri i seguenti fatti: i) se a> 1 allora N<@G, ii) se a =1
¢ se N<4G allora G ¢ un 8-gruppo: G = PxT con P, P in P(n,p),
2 < p, P contiene le involuzioni di G, P non ¢é abeliano ¢ ¢ mon conserva
gli ordini dei 2-grupps.

DiM. Se G non & un S-gruppo con P contenente le involuzioni,
e questo é certo il caso se « > 1, allora le ipotesi di 2.1 iii) sono sod-
disfatte (cf. Satz 1.6 in [17]), per cui N<@. E la conclusione & ora
facile. [/

(2) Ossia da [N:H] = p segue [N:H] = p.
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2.3 COROLLARIO. Sia ¢: G — G una proieitivitd che conserva_debol-
mente Uindice per ogni primo r. Allora: i) da H <G segue H <@,
ii) do H <G seque Hec < G.

DiMm. i) segue da 2.1ii) e da quanto detto nell’osservazione 2.
ii) Si osservi che H < K implica H = K.

2.4 COROLLARIO. Ria o: G — G una proiettivita ed N < G. Se
G = NV<z € G|z un 2-clemento) allora N < G a meno che G non sia
un S-gruppo, con P contenente involuzioni ¢ o non conservi i 2-grupps.

Seguendo la terminologia introdotta da Suzuki[22], una proiet-
tivita o si dice che conserva Dindice se e solo se da <a) < b) < @G
segue [<(b):<a>] = [<b)?:<a)°]; o si dice che conserva strettamente Vin-
dice se e solo se da H < K < @ segue [K:H] = [K:H]. Volendo loca-
lizzare ad un particolare primo p tali nozioni diamo le seguenti defi-
nizioni. Sia p un primo e ¢: @ — @ una proiettivitd. Si dice che ¢
conserva, il p-indice se e solo se da <{a) < <b) e [(b):{a)] = p segue
[<b)>e:<a)°] = p e viceversa; si dice che o & p-regolare se e solo se per
ogni H<K <G e [K:H]=p segue H<K e [K:H]=p e viceversa.

2.5 PROPOSIZIONE. Sia o: @ — G una proiettivita. Allora o con-
serva il p-indice se e solo se o ¢ p-regolare.

Dim. Supponiamo che o conservi il p-indice; da H<{a, H) = K
e [K:H]=p segue H<K per 2.1ii); ora [K:H]= [{a):{a")]=
= [Ka)s:{a?»e] = [K :H]. 11 viceversa & ovvio. [/

2.6 TEOREMA. Sia o: @ — G una proiettivita. Sono allora equiva-
lenti le segquenti affermazioni: i) o conserva gli indici, ii) o comserva
strettamente gli indict, iii) o é p-regolare per ogni primo p coinvolio in @,
iv) da H<K < G ¢ [K:H] = p, un primo, seque [K .H] =

Dim. i) implica ii): sia H< K <G e [K:H]< oco; visto che
[K:H;]<coe[K:H]=[K:H,/[H:.H,] non sarj restrittivo supporre
H<K; sia H= Hy<x-H,<-..<a<-H, = K una serie di composizione
da H a K. Consideriamo H,H, ,; se H;/H; , & semplice non abe-
liano & H, ,<H, (1.7) e cosi [H,:H, ,]=[H;:H, ,][22]; se [H,:
H, ,]=p, in virth di 2.5 & pure [H,:H, ,] = [H,:H,_,]; in defini-
tiva [K ‘H] = [K:H]. ii) implica iii): infatti ii) implica i) e i) im-
plica iii) per 2.5; che poi iii) implichi iv) e iv) implichi i) & evi-
dente. //
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2.7 TEOREMA. Sia o: @ — @ una proiettivitd ed N < G. Allora ¢
conserva gli indici su G se e solo se Ui conserva su N e sugli intervalli
ciclici [<g)N|N] & [G/N].

DiM. La necessitd & ovvia. Per la sufficienza, in virth di 2.1 1)
e 2.6 & intanto N < G. Sia ora g € @; ora X — XA\<{g) individua una
proiettivita, che conserva gli indici, di [<{g> N/N] su <g>/NA<g) e X
> X A\<g>° una di [{g)SN/N] su {g)¢/N A<g)°; ne segue che per le ipo-
tesi fatte o conserva gli indici su ogni {g>, tenuto presente che su {g)
o conserva il p-indice se per almeno un H << K <<{¢> e [K:H]=1p

segue [K:H]=p. ||

Vogliamo ora descrivere alcune situazioni in cui una proiettivita
conserva parzialmente od anche completamente gli indici.

2.8 PROPOSIZIONE. Sia o: G — @ una proiettivita e {g> < G. i) Se
[G/<g>] é misto allora o conserva gli indici su <{g). ii) Se |g| =0 e p
un primo divisore dell’ordine di qualche elemento periodico di G, allora
se (@) 7~ (w?y, risulta [{w)°.{x?)o] = p. iii) Se [G/{g)] é misto e se
|g] = 0 allora o conserva gli indici suw G.

Diu. i) Sia €@, |#| =0 e {goA{w) = {1}. Allora C(g) contiene
un elemento aperiodico y con <y>A<g> = {1} [18] e la conclusione si
raggiunge usando proprietd note delle proiettivita sui gruppi abe-
liani [22]. ii) Sia |#| = p, allora <{, g> e <z, g)>° sono abeliani o die-
drali e la conclusione si raggiunge come in i); se poi <#>A<{g) # {1}
poiche il p-indice si conserva su {g», cid avverra su {x)A<g) e dunque
pure su <z). iii) Sia 2 € G\{g>; se |r| % 0 si conclude usando ii);
esiste |#| = 0 con <w)A<g> = {1}, per i) ¢ conserva gli indici su <{g>
sul gruppo abeliano <x2>x{g> e sul sottogruppo periodico di <z, g)>/
[<x?>; in conclusione ¢ conserva l’indice su <x)> e su {g>. Se poi <{x>A
N<g> # {1} o conserva gli indici su <x>A\<g) e allora anche su (). [/

2.9 ProOPOSIZIONE. Sia H § G, H localmente finito ed esista un g

di G @i periodo infinito. Se o: @ — G ¢ una proiettivite allora ¢ su H
conserva gli indici.

DiM. Non sard restrittivo supporre G = (g, H>; ¢ H<aG [20].
Usando la teoria della proiettivitd singolare sui gruppi localmente
finiti [22], si avrd per H la fattorizzazione in sottogruppi di Hall,
H=P X..xP;X...xT ove P; & un P-gruppo non abeliano mentre
T contiene un sottogruppo normale N tale che T/N & abeliano a
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componenti primarie gruppi elementari abeliani o localmente eciclici,
con N<H\{g>*= @G, con ¢ che su N conserva gli indici mentre &
singolare a p; su P, € P(n;, p;) e sulle componenti primarie di T'/N.
Sia 8; un p,-Sylow di P,; poiché <{P;, g)> & generato da elementi
aperiodici, sard S,<(P;, g>9, assurdo essendo S,«4P;. Cosi i=0 e
ragionando modulo N, consideriamo <{g, T,> = K ove T, & una com-
ponente primaria di 7. Se T, & localmente ciclico, guardando il suo
sottogruppo d’ordine p ed usando 2.8 si vede che ¢ non & singolare
su T,; se poi T, & abeliano elementare, T, & P-gruppo non abeliano
e se S & il suo p-Sylow-gruppo ¢ S<K e S<K e su K/8 ¢ ha una
singolarita sul gruppo ciclico d’ordine p in contrasto con quanto appena
detto. In conclusione H = N, ossia ¢ conserva gli indici su H. [/

2.10 COROLLARIO. Sia G un gruppo localmente policiclico per finito
e o: G — @G una proiettivita.

i) Se G contiene 2 elementi (aperiodict) indipendenti allora o con-
serva gl indici su G.

ii) Se G ¢ misto allora per ogni primo p divisore dell’ordine di
qualche elemento periodico di G risulta [{x)°:{x?)°] = p se

(@) #~ (@),

DiM. i) Non sara restrittivo supporre G policiclico per finito e per
2.9, 2.7 e 1.12 che (@) sia identico. G conterra cosi un sottogruppo
normale N abeliano massimale senza torsione. S8e N & ciclico, G/N
sara misto e la conclusione si raggiunge usando 2.8 iii). Se no N ¢
un gruppo abeliano libero finitamente generato e non ciclico; cio basta
per affermare che ¢ su N ¢ indotto da un isomorfismo. Sia ora
un elemento di G con <{@) AN s {1}; allora ¢ conserva gli indici su
{#) AN e dunque anche su x. Resta da esaminare il caso {#D)AN =
= {1}. Se |z| =0, posto A = N» & A<NV<(z)°=K; ora in K/A
esiste un sottogruppo abeliano B/A misto e su esso ¢ conserva il
p-indice; ma allora o conserva il p-indice su <{z). Infine possiamo
supporre |z| = p. Posto A = N*', & A<a(z, N)¢ =K per 2.1i) e K/A
¢ un p-gruppo finito non ciclico né abeliano elementare per cui K/A
& un p-gruppo [22]. Da qui [{z)°: {1}] = p. La i) risulta ora provata.
ii) Sia # un p-elemento; se <@DAT(G)+# {1} si conclude per 2.9. Sia
N/3(@) un sottogruppo normale ciclico di G/F(G); per 2.8i), ¢ con-
serva il p-indice su <{x), su N/F(G) e quindi anche su ogni gruppo
ciclico infinito di G. Infine se ]x] = 0, considerato un fattore prin-
cipale di composizione di <w, §(G)> = K contenuto in $(G): B/A,
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saranno 4 e B normali in K, B/A un p-gruppo abeliano elementare
finito isomorfo a B/A, per cui ancora ¢ dovra conservare il p-indice

su <x)>. [/

TEOREMA C. 8ia ¢: @ — G una proiettivita ed N = N,> N, >
> ..>N,> ... una catena discendente di sottogruppi normali di G
con NN, ,,1=0,1,2,... gruppo localmente policiclico per finito. Se
N § G allora N/N, é un gruppo periodico.

DiM. Per 'osservazione 2 non sara restrittivo supporre [G:N] =7,
un primo. Se N <G sara per 1.3 G/N. un P-gruppo d’ordine rp,

r < p mentre G’/N— é un P-gruppo d’ordine pq, ¢ < p. Posto N =
= {g, N>, o su {g> muta ogni p-indice in un g¢-indice; se r < p allora
esiste un Ze @ tale che <{g)> =« (g>* = {g,> e ¢ su {g;> muta ogni
r-indice in un g¢-indice; se r = p allora esiste un sottogruppo {g,, N3>/
|/N; di G/N; tale che o su {g,> conserva il p-indice. Cid premesso,
per induzione su ¢ proviamo che N/N, & periodico. Per i = 0 la cosa
¢ banalmente vera. Sia ora ¢> 0 e sia N/N,_, periodico ed N, /N,
misto. Ne sara restrittivo supporre N_> N,. Sard per il teorema B
N, <G B [Kg):{g>AN.] = oo; infatti altrimenti, essendo N, < N
sara p|[<g> N;A\<g>] per cui per un certo m & gme N, \N, mentre
ngeNi per cui (g™’ < N(N,); posto H = <g™, #, N> con v N,_,

e |#N, = 0, sard N,<H ed ora per 2.10 ¢ su H/N conserva il p-in-
dice, una contraddizione. Esiste cosi un intero ! tale che <g‘, N,>/N,
¢ un sottogruppo infinito di N, ,/N; e su esso ¢ muta il p-indice in
g-indice.

Passiamo ad esaminare [<{¢,>:<{g:.>AN].

Se r < p, da <{g:> = <g>* e <POAN; = {1} segue (1.11) {g>AN; =
= {1}. Cosi per un certo s, <{g%, g:, N,>/N; & un sottogruppo di N, ,/N,
e {g% N>A<g:, N;> = N, perché su <g', N,>/N, ¢ muta ogni r-indice
in un g¢-indice e su {g?, N,»/N, ogni p-indice pure in un g-indice. Ma
ora per 2.10i) ¢ conserva gli indici su N, ,/N,, una contraddizione.
Se r =p e [{g,):N:A<g )] < oo, come sopra si vede che su <{g?, N;>/N;
o conserva il p-indice, una contraddizione. Di nuovo, dunque, &
|9'N;| = |g;N;| = 0, <g*, NOALg$, N> = N, per cui ancora per 2.10 i)
o conserva gli indici su N, ,/N,. E quest’ultima contraddizione con-
clude la dimostrazione. [/

3. In questo numero verranno stabiliti i risultati centrali del pre-
sente lavoro.
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3.1 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivitd, N << G ¢ G fini-
tamente generato modulo N. Allora [N¢/N] soddisfa alla condizione mas-
simale e minimale per i sottogruppi.

Dmn. B N <G ed N & normalizzato da ogni elemento §e @ con
[Kg> N/\<g>] = oo (1.6). In virtu di th. 1 in[20] & ora facile con-
cludere. //

3.2 LEMMA. Sia o: G — G una proiettivitd, N<G e G finitamente
generato modulo N. Allora N¢/N é un gruppo finito.

Div. Se N < @ si ha [Né:N] < oo (cf. ad es. [2]) e dunque per 1.2
é [Ne:N|< oo, sia dunque N < @, per cui, in virtu di teorema A,

G/N sard un gruppo perlodxco

Per 3.1, da N < H < N¢ gegue che [H/N] soddisfa alla condizione
massimale e minimale; in particolare H & finitamente generato mo-
nulo N. Posto N¢ = @,, sia N = Ny<aN,<a...<aN, = @, una serie di
composizione da N a G,; sara 1 < n.

Proviamo che [N¢::N] < co.

In virth di teorema A e 1.1 & N<N, oppure [N,:N] un primo,
per cui, in ogni caso, [N7::N] < oo. Sia ora 1 <4 < n; posto T = N¥i-
supporremo (T :N]< oo.

Distinguiamo due casi:

‘@) N,_,<N,.

Risulta T< N, <N, e T §ZV,- per cui T <N, [19]; pertanto, es-
sendo N, finitamente generato modulo 7' sard [N# = T%:T] < co[2];
da qui [N%:N]=[N#:T)[T:N]< co.

b) N._,#N,.

Sard [N,:N,,] = p, un primo, (teor. A) e poiche T<N, , ab-

biamo N2 (T) = N, oppure N5 (T)=N,,. Se T<N, ¢ T = TW =
V¥ e dunque [N¥:N] < oo.

Supponlamo allora Nz (T) =N,,.

Per 1.3 sara N /N i 1MEP(2 p); esiste dunque unZ e N, il cui ordine
rispetto a N, ;5 & p; ora [KZ):NA@]< oo K& @AN._w]=p
cosi [<Z) (KB AN)A(@E>AN,_i7,)] = m & un numero divisibile per p;
poniamo m = p*l, pil, §j=7=x' ed A= @& ANNAN,_ 17,5 sard a>1,
<x>/A = @A x<y>/A con <y>/A p-gruppo d’ordine p=; da
]xN, 1N| = p segue |T'N,_ 17| = p ossia ]yN,_1M| =p, [N;=<J,N:_1>:

N, ]=p, PPeN,,e N;=|JN,_, i sicché {T¢|geN }={T, T, . _p'}

1<i<p
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e cosi si avtdh T<Twm=TvyTew.. VTV <(T,5><N,; ora
KT, y>|T] ~ [<y>/T/\<y>] e il secondo membro ¢ una catena (fi-
nita) avendosi N<Te [<y>/N A<y>] una catena. B T<N, ,, yoe
eN, ., per cui, posto B =<T, > sarh R<N, , e R< (T, 9> es-
sendo T <<T, J> e [(T y)/T] una catena, quindi retwolo distribu-
tivo; & T<1R e cosi R/T & un gruppo finito e cosi [R T < oo per
cui (1.2) & [R:N]=[R:T]|[T:N]< oo. Se allora T% < R & [T#:N] <
< oo; altrimenti sarda N¥% = R% = (T, §> = B<N,. Posto (y)° =
= <y>, avremo N <R <B con R/N un gruppo finito e quindi un
XL-gruppo [20].

Per assurda ipotesi, sia [B:R] = oco; in virtu del th. B in [20]
sara B/Ep un gruppo di Tarski e dunque (teor. A) avremo N < Ry<
<1B<N,; poiche (Ry)¥ = B, esiste un je N, tale che Ry< Ry (Rp)7<B
e per la semplicitd del gruppo di Tarski sard B = R;\/(R;)?. Abbiamo

1) [B = Ru(Rys)7: By] = [Rg: Ry (Bp)7] .

Abbiamo poi N < Rs, Nv < (Rp)? e cosi NAN? < RyA\(Rp)?; m
[(Rp)7:Nv] < oo (1.2) e da <N, g>/N finito segue KN, §>:N]< oo (1. 2)
e cosi [No:NAN9] < co sicche [(R;)7:NAN¢] e dunque pure [(Rp)7:
:RyN\(R3)7] < oo e per (1) infine [B:R;] < co, una contraddizione.

Dunque [B:T] < oo e cosi (1.2) [B:T] < oo e dunque [N¥:N] =

= [B:T)[T:N]<oo. B cosi provato, per induzione, che [N# — Na::
:N]< co. Abbiamo adesso N&:<@, <G e Né: <X @ per cui Né: = el [19];
ne segue che [(N&)e = Né:N&1] < oo [2] e 0051 [Ne:N] = [NG :Naj-

[Né::N] < co per cui per 1.2 & come volevasi, Né/N un gruppo
finito. //

Per convenienza del lettore, richiamiamo la seguente utile defini-
zione data da Stonehewer in [20].

DEFINIZIONE. Sia G un gruppo ed N un suo sottogruppo. Diremo
che G ha la Schmidi-struttura rispetto ad N (modulo Ng) se e solo se
G/N, & periodico e risulta

G/.NG - (Pl/Ng Xeee XPZ/‘NG X...) XK/NG
ove 1 <¢< oo con
i) P,/Ne un P-gruppo non abeliano,
ii) P;/Ny; e K/N, sono fattori di Hall di G/Ng,
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iii) N/Ng = (@,/NeX... XQs/NgX...) X NANK/N, dove Q;/N, é un
Sylow-gruppo non normale di P;/N¢ e cosi @7 = P,,
iv) NAK & quasinormale in G.

OSSERVAZIONE 3. iv) con iii) e ii) comporta che N << NK; inoltre
da NAK <K e (NAK)g= N, segue che NAK/N,[18] e dunque
per iii) N/N,; & un gruppo residualmente nilpotente finito, in parti-
colare localmente nilpotente essendo periodico e quindi tale & pure
il gruppo (NAK)¢/Ny[12], mentre N¢/Ny= (Py/NgX... x P;/Ng x...) X
X(NAK)%/Ng.

Data una proiettivita o: @ — @, sia N<@, N<M< G e N< M.
Posto [M:N] = r, [J:N] = p, abbiamo gis avuto modo ai n. 1 e 2
di osservare che M/N; & un P-gruppo d’ordine pr, r < p, M/N5 un
P-gruppo (non abeliano) d’ordine pg, p >gq e [N:N;] = p mentre
[V:N;] = ¢ < p. Ci sard conveniente, per brevita di linguaggio, chia-
mare nel seguito, (r, p) e (q, p) le coppie associate ad (N, M). Cid
detto passiamo ad enunciare e provare l’utile

3.3 LEMMA. Sia o: G — G una proiettivita, N<G ¢ G/N un gruppo
ﬁnitameme generato. Allora valgono i sequenti fatti:

) N /N— ¢ un gruppo wilpotente periodico di esponente finito. Se
poi N non ¢ quasinormale in G, allora G/N~ e periodico ed ha la sequente
struttura :

b) G/N; = P,/N;x...xP/N; XK|N; ¢ un prodotto diretto di un
numero finito di sottogruppi di Hall con P /N— un P-gruppo (non abe-
liano) finito d’ordine p>q;, q;<piy 1 <oy 1 <2
_ c) N/N" = QI/N X XQt/N XQ/N,,, Q: NAP;, [Qi:NE] = Qi
Qi =Qr =P, Q= K/\N<G N<NK

d) Né/N- = P,/N;x... XPt/NE X Q&[N g; Q%N & gruppo nilpotente
periodico di esponente finito. Infine

¢) G/N =P, N/NX...XP,N/NXKN|N é un prodotto diretto di
sottogruppt di Hall con P, N/N = P,/P,AN = P,/Q; un gruppo d’ordine

Sy, i< Pyy €d € un P-gruppo se a;> 1. Q7 = N;<P; ¢ P,[N;
¢ un P-gruppo d’ordine p¥r;; inoltre K<@.

f) Per ognt i esiste un M; < G con N <M, e N?M,. e tale che
[M;:N]=1r;y NAP, < M,ANP;y, NAP; = M,\P; per j=1i, M,NK =
= NAK, ¢ Ny= (M;\P;); = (M;\P;)z,; le coppie associate ad (N, M,)
S0n0 (15, P:) € (qsy Pi); PEr i 7#j ¢ {1‘“ P } N {TN pa} =0, {qzi P } N
N {QM p:‘} =0
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Le b), ¢) e d) primo capoverso, ¢i dicono che @ ha la Schmidi-strut-
tura rispetto ad N mod N.

DiM. a) Poiché G & finitamente generato modulo N, per 3.2 &
[Né:N] < co. Da qui segue che N¢/N. & un gruppo prodotto sub-
diretto di gruppi finiti isomorfi, in particolare & di esponente finito.
B N/N; < G/N; a cuore identico; tenendo presente 1.2, 1.6 e il ragio-
namento nella dimostrazione di 3.9ii) in [20] si conclude che N /N—
¢ nilpotente (di esponente finito). Se N f G, per teor. B dovry essere

G/N e dunque G/Na periodico. Se di nuovo si tiene presente che
[Né:N]< oo e il ragionamento usato nella dimostrazione del th. E
in [20] si conclude che @ ha la Schmidt-struttura rispetto ad N mo-
dulo N—, quale descritto in b), ¢) e in d) primo capoverso. Posto
T =@Q%, & [T:Q]< oo [2] cosi ad es. per I'osservazione 3, T/Q— ¢ un
gruppo nilpotente finito per cui QG/N— ¢ un prodotto subdlretto di
gruppi nilpotenti finiti isomorfi per cui QG‘/N— = QK/N— é nllpotente
di esponente finito. b), ¢) e d) risultano cosi giustificate. e¢) Da b) s
ricava che le coppie (P;, P;), (P;, K) sono coppie intersezione ed unione
distributive di [G/N;] (cf. [22]), per cui tali saranno (P,, P;) e (P;, K)
in [G/N;]. Ne segue che N = NV (P;A\P;) = NP,ANP;, N=NV
V(P;ANK) = NP;,ANK. NP,/N ~P,/NAP;= P,[Q, & un gruppo proiet-
tivo ad un intervallo di [P,/N;], per cui applicando 1.3 si ricava
a P,/Q:5—P,/Q.5 e tenuto conto di b) e ¢) si avrd Ng = Q5 = @7,
= Q5 = (NAPy)5<P; con [Q;:N;] =p, e [P;:Q,] = p¥'r;. Visto
che (P;, K) & una coppia intersezione distributive in [P,V K/N;], con
P,NK = N;<P;, per € P; & P,AK*= N_. per cui deve essere
K* = K; in definitiva N(K)> V PNVK =@ f in P;/N; si consideri

un sottogruppo L,/N d’ordine rip,- con Q; < L; e si ponga M; = @,V
Voo s VLNQi .. VQ:VQ; se si tiene conto di b) c) ed e) si vede
che M; ha le proprietd dette. Poiché per i j & P,VP;/N, =P N5 %
XP,/N— una fattorizzazione di Hall ed essendo N-<aP,;\/P; & pure [22]
P,/N; x P,/ N; una fattorizzazione di Hall; dunque

fropyn{r,p} =0, e pdn{e,pt=0. |
Prima di procedere ci sard conveniente a questo punto enunciare
un risultato recente di Busetto [3] di cui avremo bisogno nel nostro
studio, anche se non subito in tutta la sua generalitd, e per la cui
dimostrazione é servito il lemma 3.3.

3.4 TEOREMA (Busetto). Sia o: G — G una proiettivitd ed N<G.
Allora N ed N© sono sottogruppi mormali di G.
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Questo teorema fu per primo dimostrato da Schmidt (cf. ad es. [16])
per i gruppi finiti; con semplici considerazioni locali e facile estenderlo
ai gruppi localmente finiti. Per i nostri scopi immediati ci basta la
validita di 3.4 nell’ipotesi che G/N sia finito. Per completezza schiz-
ziamo qui una dimostrazione del teorema in tale ipotesi restrittiva
rinviando il lettore al lavoro [3] per il caso generale.

Dimm. Sia N = Ny<aN,<a...<aN,= G una serie principale da N a G.
Per provare N <G usiamo induzione su ¢ la cosa essendo banale se
t = 0. Sia dunque ¢>1; per ipotesi induttiva sard N,;<1G. Se N =
= NjgVN & N; = N;3g<2@G. Se N@\/N? N risulta N, = NV N, per
cui Ny/N ~N;g/NANy. Se N,/N non & abeliano per teor. A sari
(NeAN)°<N;3<@ per cui (NAN)e/(NgAN)E = N3 & abeliano; ma
¢ anche residualmente semisemplice [22] per cui N, = NAN;z<G.
Se N,/N & p-abeliano elementare, posto

T — /\ (N/\Nla)”‘;""“”‘;” & T<a@ , T<(_; e T — /\ (Na)xli....mnin.
meG x1€G
w@G leE

Da N,;/NAN;z p-abeliano elementare, tenuto conto di 1.4 e del
fatto che N;3<1@, si desume che G/T & localmente finito oppure che
N.s/T ¢ abeliano senza torsione di rango 1 e da qui, sia per quanto
sopra detto, segue dover essere N.<iG. Ora G/N_ & finito e cosi
per [16] sara pure Né<@. [/

3.5 LEMMA. Sia o: G — G una proiettivita ed N<G. Se N <@
q
allora G/N ¢é un gruppo periodico e sono verificati i sequents fatti:

a) Esiste un M < G con N <M eN<M ¢ M/N, un P-gruppo
d’ordine rp con r<p, r =[M:.N], [N:N-. ]_p, mentre M/N~ & un
P-gruppo (non abeliano) d’ordine pq, ¢ <p con [M:N1=p, [N:M3]=q.

b) G/N = R/N X C|N, dove R/N ¢ un fattore di Hall di G/N ed
M/N < R/N. R/N ¢ un gruppo d’ordine p*r con r < p, 0 < a < oo ed
¢ un P-gruppo se R/N s« M/N ossia se a>1.

¢) O; =03, Ny = N> = NAC;, G/C; ¢é isomorfo ad R/N ed ¢
un P-gruppo dordine p>tir, O = NC; ¢ C/N non contiene elementi di
ordine p.

a) C; =0, Ny =N, =NAC;, G/C; ¢ isomorfo ad RN ed ¢
un P-gruppo (non abeliano) d’ordine pstiq, q < p.



58 Giovanni Zacher

Dmm. Per teorema B ¢ G/N periodico. Da 3.3 si deduce l'esistenza
diun M<@G con N<M e N<M e soddisfacente alle condizioni

di a). Se ora {X,/N}; & un sisterila locale di sottogruppi finitamente
generati di G/N con M < X; per ogni §, da 3.3 si deduce facilmente
che per G/N esiste una rappresentazione

1) G/N = R/N x C|N

ove M/N < R/N & un fattore di Hall di G/N d’ordine p*r con a = 0
se BR/N = M|/N mentre ¢ un P-gruppo d’ordine por, r <p, 1 <a< oo
se R/N = M/N. Usando 1.3 si vede che N, = N;<1R e che R/N—
¢ un P-gruppo d’ordine p*t'r con [N:Nz]=p mentre R/N— é un
P-gruppo (non abeliano) d’ordine p>+tiq con [N :N- sl=¢q<p. Da (1)
si ricava ¢ = RC, RAC =N e G/C = R/N. Tenuto presente che
N ?ﬂ < R ed usando ancora 1.3 si ha

@) N> N5 = N; = (RAC); = RAC; = NAC;

per cui C;+# C e dunque

avendosi per 1.3 (;<G e (;<<(. Ne segue che N(C; = C perche
N €0; = C; per (2) e cosi RO——RC G. Da qui, tenuto conto di
(2) e (3) si ricava:

G/C; = G|C; ~R/RA\C5 = R/N. = R/ M,

(4) o o
G)0; = G|y ~ RIRNC; = RIN; = BN, .

Se C/N contiene un elemento d’ordine p, allora dovra essere R/N =
= M|/N con [M.N]=r<p. Sia aN e C/N dordine p e poniamo
T = <M, ay. Allora T/N & finito e T avrd la Schmidt-struttura ri-
spetto ad N mod N; e cosi T/N; = L/N;xF|N; ove L/N; & un
P-gruppo e fattore di Hall contenente M /Z\_T;; per 3.4 ¢ N <T, per
cui [23] L/N; ¢ un P-gruppo e fattore di Hall di T/N, che contiene
M|N; e cosi il quoziente M/N, che & un P-gruppo d’ordine rp.
Poiche N<L, sara L/N un P-gruppo d’ordine pfr, f>1 e si avra,
essendo di Hall in T/N, che aN e bN vi sono contenuti, ove M =
=<b, N); ma allora [a, b]¢ N una contraddizione. |/
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Sia ¢: G — G una proiettivith ed N<@. Se Ng(’; per 3.5 il
gruppo periodico G/N ha una rappresentazione ¢/N = R/N x C/N ove
R/N, ed R/N; appartengono ad una medesima classe P(n,p) di
P-gruppi; il primo p ci converra chiamare un primo associato a o ed N.

Passiamo ora a dimostrare un teorema generale di struttura per
una proiettivita che non conserva la quasi-normalita di un sotto-
gruppo normale.

TEOREMA D. Sia o: G — G una proiettivitd, N<G ed N < G. Al-
lora G/N ¢ periodico e sono presenti i sequenti faitti:

) G/N = R,/N X...XR;/N X...XI'/N é un prodotto diretto (di-
screto) di fattori di Hall con 1 < ¢ < oo, ove R,/N ¢ un gruppo d’ordine
PETsy 1< Piy 0 < a; < 00 €d € un P-gruppo non appena o; > 1.

) Ri/N3, é un P-gruppo d’ordine p3+ir; con [N:N;]1= p; R,/N

¢ un P-gruppo (non abeliano) d’ordine prtiq,, ¢,<p; ¢ ¢; =[N: N—]

¢) Detto o' Vinsieme complementare mei primi dell’insieme o =

= {rs, ps}. risulta I'|N un o'-gruppo. Per is=j é {r,, p} O {r;, p;} = 0,
{9695 0 {a5 ps} =0

d) Posto C’»/N:(V R-/N) XI'|N, risulta G/Cz isomorfo a

F e
R,/CiA\N =N X ¢ un P-gruppo d’ordine p*+1r, mentre G/C,G & isomor-

fo ad R, /N— ed ¢ un P-gruppo (non abeliano) d’ordine p¥+iq,, q; <p;.
e) I =\ Ciz e GI'; ¢é isomorfo al prodotto diretto (discreto)

[ R,/N- ment;‘e GIT- & isomorfo a [| BN~ .
; Ry G Ry

f) I'=1%5N, I'/l; é un gruppo abeliano localmente Holderiano;
inoltre N<F N/\F < q.

DimMm. G/N & periodico per teorema Bj; sia & = {p,}; 'insieme di
tutti i primi associati a ¢ ed N. In corrispondenza ad ogni p; abbiamo
per 3.5 che G/N = R,/NxC;/N con R,/N; € P(n;, p;) un fattore di
Hall. Da qui non ¢ difficile risalire ad una rappresentazione di G/N
quale descritta in a). Le affermazioni b) e ¢) conseguono facilmente
da 3.3, da 3.5 ed a), come pure la d), tenuto presente che in G/N =
= R,/N x C,/N & proprio C;/N = (V R /N) X |N. e) risulta I' = /\ (oF

I

e cosi It = /\ Ci@<@, e per semplicitd possiamo assumere I = {1}

Sara G"= {1} Se G'= {1} dovra essere G periodico essendo C, = G.
Se @'+ {1} esiste un 0;> @' ed essendo C, = G sard G/G' perlodlco
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e (' <@ perché altrimenti sarebbe normale essendo G/G' generabile

medjaqnte elementi d’ordine primo, ma allora C;z>G' una contrad-
dizione. Ma ora per teorema C & G'/G"= G'/{1} periodico e in defi-
nitiva G/I’; periodico. E la conclusione ¢ ora non difficile in virtu
di ¢) e d). f): abbiamo per 3.5 che C; = NC;z per cui [C;:C5] = [N:
:NACig]=p; e cosi pure I'Czg = C; perché da I' < O,z si avrebbe
N < O un assurdo; dunque [I":.I'A C’,g] = p; e cosi, essendo G/I%

periodico, sard I'/A(I'ACi) =TT ~ H(a,), |a;| = p;; ora I'/N &
un o'-gruppo, I'/I; un p-gruppo per cul I'= NI- e dunque anche

[c3 — —
I'll'; ~ N|[NAI';. Da come ¢ definita sopra m, & chiaro che N <F
e cosi da I'= NI si avra pure NAT; <I,<@ per cui NA
ma essendo NAIL<1G & pure NAI; <G e in definitiva N\
E questo conclude la dimostrazione del teorema. //

QIQ

<@

@

<
q

Q‘Fl ard

Se 0: @ — @ & una proiettivitd e se N<@, per 3.4 sappiamo che
N;<@G, e dunque o induce una proiettivita del gruppo G/N; sul
gruppo G/N— Potremo pertanto pervenire a stabilire proprietd con-
cernenti la struttura dei gruppi G e G modulo rispettivamente N
ed N , investigando le proiettivitd o: ¢ — @G in cui il sottogruppo
normale N soddisfa alla ulteriore ipotesi restrittiva che il cuore N—
di NV in @ sia identico. Cid oltretutto semplifichera sia la formulazmne
che la scrittura dei nostri risultati. Nella nostra analisi converra esa-
minare separatamente i seguenti 2 casi:

G/N gruppo misto, G/N gruppo periodico.

3.6 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivita, N<@, G/N mi-
sto ed N_= {1}. Allora risulta:

a) N ed N sono gruppi residualmente ciclici finiti,
b) N¢ ed N@ sono gruppi nilpotenti di classe al pia 2.

DmM. @) In virtu di teorema B, per ogni j € G, N/NAN7 e N/N \Nv
sono gruppi ciclici finiti, d’onde si conclude. b) ancora per teorema B
N6¢/N =<NN7/N|ge@G) & generato da gruppi ciclici normali finiti, per
cui N¢/N & periodico nilpotente di classe al pitt 2. Ne segue che
y3(N¢) < N ed & y,(N¢)<@, essendo Ne¢<aG (3.4), per cui y,(N¢) <
< N; = {1}. Un ragionamento analogo si applica ad Né, tenuto pre-
sente che N<a(N)<@ (teorema B). [/

Per comoditd chiameremo un gruppo 2’-abeliano (2'-modulare) se
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e solo se & un gruppo finito nilpotente e il suo sottogruppo massimo
d’ordine dispari & abeliano (modulare).
Cid detto passiamo a provare la seguente

3.7 PROPOSIZIONE. Qia o: G — @ wna proiettivita, {1} * N<@,
G|N periodico ed N, = {1}. Allora valgono @ seguenti fatti.

a) N ¢ un gruppo residualmente 2'-abeliano,
b) N ¢ un gruppo residualmente 2'-modulare,

¢) sta A un insieme di elementi di N con ordini che dividono p*,
p un primo ed n>1. Allora <A) é un gruppo periodico di esponente
divisore di pn; <A é nilpotente e cl(A> < m se p =2 menire cl<A) =1
se p+£2,

d) sia A un insieme di elementi di N con ordini che dividono pn.
Allora <A)Y é wn gruppo periodico di esponente divisore di p; (A) ¢é
modulare nilpotente con cl<A> <n (e serie derivata di lunghezza < 2)
se p # 2,

¢) N ed N sono gruppi separati con parte periodica localmente
nilpotente.

DiM. Possiamo supporre G = (N, g> e sard [G:N] < co; ne sara
restrittivo supporre G/N un p-gruppo (ciclico) (cf. ad es.[6]). Ma
allora o G é un P-gruppo oppure G ¢ un p-gruppo. Alle varie conclu-
sioni ora si perviene usando lemma 3.1 in [5], il teorema in [6], il
teorema al n. 4 e la proposizione al n. 5 in [7] e tenendo anche pre-
sente che un p-gruppo finito modulare di esponente p” ha classe < n.

TEOREMA E. Sia o: @ — G una proiettivitd, N<@, N;= {1},
N periodico ed N < G. Allora G ¢ periodico e risulta

a,) G =P, ><P2><... XP;X...Xx K é un prodotto diretto (discreto) di
sottogruppt dv Hall di G, 1 <14 < oo, con P, un P-gruppo d’ordine
Piry i< Py, 1 < ;< 00,

a)) G =P, x... >_<_I—),~ ><...>_<K ¢ un prodotto diretto (discreto) di sot-
togruppt di Hall di G, con P, un P-gruppo (non abeliano) d’ordine
Py <Py

b)) N =@, X...XQ;X...xNAK ove [NAP,=Q;.{1}] =p,,

b,) l! _Ql X X @ Xeee XN/\K [Qz {1}] = qi, P, = QG Q?"
N)NE <@, N<NE,

¢) Né =P, x...xXP;X...x(NAK)E,

&) Ne =P, x...xP,x... x(NN\K)E,
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d) N ed N soddisfano alle condizioni a), b), ¢) ¢ d) di 3.7.

Dmu. Poiché N < @, G/N & periodico per teorema B. Ne segue che
@ e @ sono perlodlcl ed & pure N < @; da 3.7 ¢) e 3.2 segue poi facil-

mente che N¢ & localmente ﬁmto A questo punto il ragionamento
usato nella dimostrazione del theorem E in [20] ci dice che @ ha la
Schmidt-struttura rispetto ad N modulo N; = {1}. Dunque, tenendo
conto della definizione di Schmidt-struttura e della osservazione 3
per il gruppo G si ha la rappresentazione quale descritta in a,), b,)
e ¢,). Se ora si usano note proprieta dei P-gruppi e sui prodotti diretti
di Hall in relazione alle proiettivita [22], si risale facilmente ad a,), b,)
e ¢,), osservando anche che @, = NAP,<P; e dunque [@Q;:{1}] = p..
La d) & poi il contenuto ripetuto di 3.7. /

OSSERVAZIONE 4. Se nel teorema E l’ipotesi N periodico sia con-
seguenza delle altre é un problema aperto. (}) Certo cosi sarebbe se il
theorem in [6] valesse anche per p = 2 in forma eventualmente anche
pitt debole che cioé la lunghezza della serie derivata di H (in quelle
notazioni) sia maggiorata da una costante; perché allora per d) N sa-
rebbe risolubile e si concluderebbe usando teorema C. N & pure perio-
dico nel caso che I’insieme degli esponenti dei 2-gruppi di G/N sia su-
periormente limitato; perché allora per d), N & nilpotente e dunque
N <@ se N & misto (teorema C). Vogliamo ancora osservare che se
esiste un p-elemento a in N con pe x (cf. teorema D), essendo N resi-
dualmente finito, esista un H > N con H/N finitamente generato e
{ay AN5 = {1}; ma il p-Sylow di N/N; ha ordine p per cui {aN;>
é il p-Sylow ed essendo a € F(N) se N & misto, o su §(N) conserva
gli indiei, una contraddizione.

OSSERVAZIONE 5. Sia o: @ — G una proiettivith ed N<@G. Se-
guendo i ragionamenti usati in [20] e tenendo presente i risultati
finora conseguiti, in particolare teorema B, 3.2 e teorema E, il lettore
non avra difficoltd a convincersi che senza ulteriore ipotesi valgono
per JF/Na ed NE/IVE le affermazioni contenute in theorem F, ed F,,
per N quelle contenute in theorem 4.6 e 4.7, dove per teorema C,
N/N' & periodico, e quelle del theorem G concernente il gruppo di
automorfismi indotto da @ in N¢/N, di [20].

Dal teorema D si vede che se o: G¢ — G & una_proiettivitd e se
N<@, allora sono equivalenti le affermazioni: i) N <@, ii) N <@,
e a

() Vedi (%3%).
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iii) esiste un R<1@ con G/Re P(n,p), 2 <n< oo, R<@, [N:NA
AR] =p, [N:NAR] = q < p. Vogliamo ora far vedere come i), ii)
e iii) sono equivalenti se N << G come pure ii) & equivalente a iii)
dopo aver indebolita la condizione N<1G a quella N § G. Premet-
tiamo alcune proposizioni di carettere piuttosto tecnico.

3.8 PROPOSIZIONE. Sia ¢: G — G una proiettivits, K< N<@, K<N,
N/KeP(n,p), 2<n< oo e o singolare a p. Allora per ogni X<N ¢
K< X ¢ X<l

Dim. In virth di 1.3 esiste K, < K, K, L-invariante in N, per cui
K,<1G ed N/K,e P(%, p). Per la singolarita a p esiste un g € N tale
che [<g, K>:K] = p mentre [{g, K)o:K]=q<p.Siaora K, < T <N
con [T:K,] = p% 0<% 00, geT e sia 2 un elemento di G; posto
H =<T, %), ¢ [H:K,] < oo dovendo essere per 2.9 G/N periodico e
(N, z)/K, dunque localmente finito e cosi per 3.4 ¢: H/K,z — H/K,z
¢ una proiettivitd tra gruppi finiti. B K,z < K, < <{g, K,> < H per
cui ¢ ha una singolarita a p su H/K,z. Distinguiamo le due possi-
bilita:

a) ¢ ha una singolarita di prima specia a p.

Detto 8/K,z un p-Sylow di H/K,z, esso ha complemento normale
O/K,z in H|K,z[22] per cui si avrda H/K,= SK,/K,\CK,/K, ove
SK,/K, ¢ un p-Sylow e CK,/K, un suo complemento normale in H/K,.
Sia R/K, il p-Sylow di N/K,; ¢ R<G per cui RAH<H e da K, <
< T < RAH segue RAH|K,xCK,/K,; ne segue L*= L per ogni
K, <L<T.

b) ¢ ha una singolaritd di seconda specie a p.

Risulta H/K,z = P/K,z X C/K,z[22], per cui ogni p-sottogruppo
di H/K, ¢ normale in H/K,, quindi di nuovo L* =L se K, < L < T.

Per Darbitrarieta di «# € & si conclude L<@; ora ogni X/K,<1N/K,
s1 esaurisce con gruppi L/K, quali considerati, per cui X<@. [/

3.9 PROPOSIZIONE Sia o: G — G una proiettivits, K< N<@, N/K
un P-gruppo d’ordine p*r?, 1<a< oo, 0<y<1, r<p, K<N e
o: N/KE — N|/K singolare a p. Allora esiste un K,<@, K < K,, G/K,
un P-gruppo d’ordine pxrv, o <oy, y <y, <1 e Pomomorfismo cano-
nico m: G — G/K, subordina un monomorfismo su N|/K. Inoltre K,<G
ed esiste un g€ N tale che

[Kg, K> K] =[<g, K> K] =p, [{g, K)o K] =[<g, E)*: K, ] =q<p .
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Dim. Esiste un K <T <N con [T:K]=p mentre [T:K]= q4<p;
posto T = (K, g, <§> = {g)°, sara T = <3, K>, ¢g*€ K, g° e K. Per
3.8 & poi T<1@. Consideriamo ora il gruppo G/T'; poiché T ?N sara
T<§ Cosi per 3.5 si avra G/T = R/TxC|T ove K<T<N<R
ed ¢ K =T; = T; visto che K<N; ancora 8 RAC=T e T<R
per cui C<4G e cosi per 1.3 sari G>0; = .= R N\NC; = R/\C— =
=T;=K; ¢ g¢ O; = K, perché altrlmentl ge RA 0— = K una con-
traddizione. Ora GK/K1 ~R/K > N/K (cf. formula (4) nella dim. di 3.5),
il monomorfismo essendo indotto dalla restrizione di z: @ — G/K, su
R/K per cui N*/K* ~N/K. E la conclusione & ora facile. [/

3.10 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivita e sia {Ng}o<p<u
una catena normale ascendente da N a G. Supponiamo che sia K<N
e N/K un P-gruppo dordine p*rv, 1 <ay< oo, 0 <9< 1, r<p,
K<N ¢ o singolare a p su N/K.

Allora per ogni f con 0 < B < u, esiste un sottogruppo K, di G sod-
disfacente alle seguenti condizioni:

i) s¢e 0 <0< p allora K = K, < Ko< Kg,

ii) Kg<aNg, Np/Kp ¢ un P-gruppo relativo a p e se § < f Pomo-
morfismo canonico ms: Ng — Np/Kg induce un monomorfismo
su No/Ks,

iii) Kg<aNg, o & singolare a p su Ny|K,.

DiM. Per la dimostrazione usiamo induzione transfinita su fS.

Per 8 = 0, il gruppo K, = K soddisfa evidentemente alle tre con-
dizioni i), ii), iii). Sia ora f > 0; supponiamo vera la proposizione per
ogni 0 < 0 < f e proviamo che di conseguenza la proposizione & vera
per (. Distinguiamo 2 casi.

a) f non & ordinale limite.

Posto ¢ = f—1, per ipotesi induttiva esiste un K, < G soddisfa-
cente alle condizioni i), ii) e iii). Usando 3.9 possiamo affermare che
a partire da K, esiste un Kz < @ tale che K, < Kg<aNg soddisfacente
ad i), alla prima parte di ii) e alla iii). Per completare sia d < o <f
e K;+ yKs due elementi distinti di Ns/Ks; allora per ipotesi indut-
tiva & K, # yK, e dunque per 3.9 & pure vKz~ yKs.

b) f & un ordinale limite.
Risulta Ng = |J N, e poiché Ks < K, se 6, < 6, <f, posto K =

e<B
= |J Ko, sard Kz < @. Esaminiamo in ordine le proprieta di Kpg.
e<s
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i): & ovviamente vera.

ii): ¢ Ks< Ng ed anzi Ks<1Ny: sia infatti € Kg ed x € Ng; allora
esistono p’, f” con f'<<f,p"<p tali che te K; ed x€Nyj se f' < p”
allora t € Kz;<aNy per cui t°€ Kp; se ' <p' sara ve€ Ny, te Kp<aN,
per cui di nuovo #*€ Kg. Consideriamo I’omomorfismo canonico mg:
Ng —»N,g/K,g e sia 0 < f8; siano 2 Ks+~ yKs e 2 Kg = yKg: sard y = a2
con ze K5 0, <f per cui zKs = yKs e cosi 6 < d,; ora ’'omomor-
fismo canonico s : Ns — No /Ko , induce, per ipotesi induttiva un
monomorfismo su N o/K,; per cui #K, # yK;, una contraddizione.
Pertanto sz induce un monomorfismo su No/K,; per 6 < B, e poiché
Ns/Ks & un P-gruppo, Ns/Ksz = U NsKp/Kp & un elemento di P(m, p)
con o, < m.

iii): & per 0 < p, Ks<aNs per cui K;= UKo<1N,g = |J Ns. Infine

6<pB
sia N>M = {g, K,) con [M:K,] = p ed [M Ko] = g < p. Posto () =
= {g)9, sari g* € K,, §? € K, e poiché s & un monomorfismo su N,/ K,
sard g¢ Kg, g€ Kp, §¢ Ks, §5°€ K5, e la conclusione & ora facile. //

TEOREMA F. Sia o: G — G una proiettivita ed N < G. Allora N < @

se e solo se esiste un R<@ tale che G/R € P(n, p), R<@, [N:NAR] Zp,
[N:NAR]=q<p.

Dmv. Sufficienza. Nel gruppo G/Re P(n,p), NR/R (~N/NAR)
¢ un sottogruppo d’ordine ¢ < p per cui NR < G e poiché R<1@ non
pud neppure essere N ascendente in @.

Necessita. Sia {Ngo<p<, una catena normale ascendente da N
a G. Poniamo 4 = {oc<,u|N<N}, da N<G segue uc A e cosi

A # 0; sia B il minimo di 4; sard §>0 e per d<p &N <N, per
cui § non puod essere un ordinale limite. Ora N ,<aNs e se fosse
Ns_1 < Np sarebbe N < Nj, una contraddizione. Pertanto Ns_, < Ng;
in base al teorema D (le veci di N assume ora Ns_, e quelle di G il
gruppo Nj) esiste un naturale ¢ tale che Ns_, < C;<aNgs e con O5,A
/lN < N: infatti Eltriment_i Fxrﬁ_zN e cosi NN, ,5;4/\173ﬁ e dunque
N <1’; ANs_; < Ng ossia N < N una contraddizione. Dunque C,> N
e K = C.7, }N ora [0;:K] = p,=p) per cui C;= KN = KNgs_,;
C,= KN = KNj_, per cui [N:NAK]=[C;:K]=p mentre [N:NA
NK] = [0;:K] = q < p. Usando ora 3.10 esiste un R = K, <G tale
che EANg= K per cui RAN = (RANs)AN = KA\N e dunque [NV:

:NAR] = p mentre [N:NAR] = [N:NAK]=q<p; & ancora R<G,
G/Re P(n, p). [
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OSSERVAZIONE 6. Sia ora o: G — @ una prmetmwta ed N <@
Sara N <G e se N <G dovra essere N <G’ [19] e il v1ceversa &

noto [18]. Se poi N < G, teorema F ci dlce che ii) e iii) a pag. 63

sono equivalenti.
Terminiamo il presente numero mettendo in evidenza alcuni inte-
ressanti corollari.

3.11 CororLARIO. Sia ¢: G — G una proiettivita. Allora G ¢ sem-
plice se e solo se tale ¢ Q.

Dim. Da {1}# N < G segue per teorema D che N < G essendo

G perfetto; ma allora G non & semplice [18].
3.12 COROLLARIO. Sia o: G — G una proiettivita, N<G ¢ G/N un
gruppo privo di sottogruppi normali nilpotenti non banali. Allora N<aG.

Dmm. Sia N<4G; esiste un e G con No\VN > N; per teorema D
deve essere Nv <<@G e cosi NVNv/N & un sottogruppo ciclico finito
(teorema B) non identico e quasinormale di G/N; cid basta per dire [2]
che G/N contiene un sottogruppo nilpotente normale non identico. //

Facciamo qualche ulteriore considerazione. All'uopo sia, di nuovo,
¢: G — @ una proiettivitd ed N < G. Se N < @ per il teorema F esiste

un R<@ tale che R<@, G/R eP %, p) ec “ha una singolaritd a p su
G/R. Definiamo il seguente insieme z di numeri primi: pen se e
solo se esiste un K<@ con K<@, G/K € P(n, p) e ¢ & singolare a p
su G/K. Per ogni p ex consideriamo il gruppo K, quale definito in
1.3 v) e poniamo ¥ = A K,. Il gruppo X é un sottogruppo L-inva-

V4

riante univocamente definito da o e usando le considerazioni in teo-
rema D e) si vede che G/J & un prodotto diretto (discreto) di P-gruppi
di Hall e su ciascun fattore H o presenta una singolarita a p se
He P(%, p); essendo G/X e G/X metabeliano sard ' < X e G’ < XK.
Usando teorema D e 3.10 & non difficile vedere che N %NJ'C 4) e
dunque pure NAK < X<@. Quanto detto ci porta a formulare questo
altro interessante

3.13 COROLLARIO. Sia o: G — G una proiettivitd ed N < @

(4) Devo ad una gentile comunicazione scritta di Rips una simile osser-
vazione,
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i) se N < @ allora N <NV(G”)”VG” mentre NA(G")e, NAGQ" e
N /\(G”)" AG" sono ascendentz in G,

ii) se N <@ allora N<NV(@)VG menire se¢ N<G ¢ NA
/\(G”)"<G

OSSERVAZIONE 7. La 3.13 in particolare ci dice che se @ o G & per-
fetto allora ¢ e o~ preservano la quasi-normalita. Sfruttando tale fatto
Napolitani [8] ha provato recentemente che la classe dei gruppi perfetti
& proiettivamente invariante e che 8°(G) = §(G%) qualora S(G) =
= /\G’(a) ove {G®} & la serie transfinita dei derivati successivi di G.

Se G/N ¢ finito, o: G/N; — G/N— & una proiettivita tra gruppi finiti
ed allora si sa [22] che se G/N & perfetta risulta N<a@; se la cosa sia
vera anche se G/N non é finito non ci é noto; per 3.12 possiamo certo
affermare che Z<@G se Z/N & il centro di G/N visto che G/Z & privo
di sottogruppi nilpotenti normali.

4. Le considerazioni che svolgeremo nel presente numero inten-
dono principalmente estendere ai gruppi infiniti diverse affermazioni
contenute in [15] e [16].

4 1 LEMMA. Sia G un gruppo, M << G | M| = p, un primo, ed

= {1}. Allora valgono i seguenti fattz ) M¢ ¢é un p-gruppo abe-

lumo elementare non ciclico ed M¢ < NormGg Zy(@); ii) Mé= M x

X MeAR(Z(G)) (°); iii) se x € G — C(M), allora {wYNZ(G)\ME {1}

ed ¢ C(M) = C(M?); iv) G/C(M) ¢é p-abeliano elementare e G — C(M)
¢ formato da elementi periodici a p-componente non identica.

DiM. i) Per 1.3 in[2] ¢ M¢< C{xeG||r| =0 o = un p’-elemento);
8¢ poi # & un p-elemento di G & (x> =<' (M, x> per cui M < N<{z),
siecche M < A N(X) = Norm G < Z,(@); ii) per i) ¢ MZ(G)<a@G e cosi

x<¢
MZ(G) = M°Z(@) per cui M¢= M°A\(MZ(Q)) = M x(M°A\Z(Q))
iii) & [6',Z,]={1} per cui [M,G']={1} e cosi @' <C(M)<G e
dunque anche C(M) = C/(M) = C(M?) per cui C(M) = C(M¢); ora
@) \M¢= {1} implica <x) X M¢ visto che N’(x) > M¢e cosi x€ C(M);
se (e)A\MONRQ(Z(G)) = {1} allora per ii) & M= (<m>/\MG)><(M0/\
/\.Q(Z(G))) visto che <@)A\M?~ {1} e dunque M?¢< C(z) una con-
traddizione; iv) sia M = <{a); per i) & [z, a] = z€ Z(@) per cui a®= az,
2 € 2(Z(@)) per cui a** = az® = a, ossia 27 € C(M) e dunque il gruppo

(®) 2(Z(@)) & il gruppo generato dagli elementi d’ordine primo di Z(G).
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abeliano G/C(M) & p-abeliano elementare per iii) ed i) ogni v € G —
— CG(M) & periodico con ordine divisibile per p. //

4.2 PROPOSIZIONE. Sia o: G — G una proiettivita. Allora
Q¢(Z(a))<@.

Dmv. Sia 2,(Z(G)) una componente p-primaria di Q2(Z(@)) e dis-
tinguiamo 3 casi:

a) N*<a@ per ogni {1} <N < 2(Z(@)) ed ogni 7€ P(G).

Da N*<@ segue che N°< Z(G) e dunque (.Q;(Z(G)))”_<_ Q9(Z(@))
per ogni geG.
b) Esiste un 7€ P(@) ed un {1} <N < Q,(Z(G)) tale che N* < &
e N*<4G.
Posto M = N7, sia ¢ = | M| p. Detto S un p-Sylow di G, sard
N < 8 e poiche per ogni z € 8 da XN, #)| # |[<N, #)7| ¢ N* << G segue
che (N, ) é ciclico, 8 & necessariamente uno Z(p*)-gruppo 1 < o < oo;
cid comporta che N*<187 e dunque N*<a1G contro ipotesi. Si ha dunque
|[M| =p=|N|. Per ogni p-elemento # di G —C(M) & 2(Z(@))=
= Q(Q(Z(6)V <(@)): infatti da Q(Z())< Q(Z(G)) V<) segue 2(Z(&)) <
gQ(Q(Z(G))V@)); sia ye.Q(Q(Z(G))\/(w)) e possiamo supporre ¥y
d’ordine primo ¢; se ¢ + p, poiché # & un p-elemento, sara y € 2(Z(d));
se poi q=p da y==2x" con [3,2]=1 e 2?=1 si ha 1 =y?»=
= zrp™» = g» per cui |[4'| < p e cosi per 4.1iii) & " e <w)A\2(Z(F))
e infine y € 2(Z(@)). Pertanto si ha Q¢(Z(G)) = QG(Q(Z(G))V(@) =
= Q(.QG(Z(G))V<w>0)<1.{2“(Z(G))v<m>0; Q(Z(@)) & centralizzato da
{g>® se |g| =0 o p’-elemento; per v G — C(M) scomposto <{x) =
= (@,» X {&'>, {w,» la p-componente, da Q7(Z(G)) << 2°(Z(@)) segue
che Q3(Z(G)) & normalizzato da <{x,)° e centralizzato da {x')° per
cui {x)° normalizza 23(Z(@)); ma \/e<w> = @ per cui 2(Z(@))<G
zeG—C(M)

¢) Esiste un {1} <N < 2(Z(G)) e un 7€ P(G) con N*< @G.

Posto G* = @, in virtd del teorema E & G = G = (N7)exT con
(N7)@ = P un P-gruppo e fattore di Hall di G = G; ne segue che P
¢ L-invariante per cui N < P e cosi P é abeliano elementare essendo
N < Z(P); ma allora N*<a@, una contraddizione.

Per a) e b) abbiamo dunque che per ogni jeG@, (Q:(Z(G)F
< Qo(2(@) e da qui (Q(2(@)) = (V 25(2(@))" =V (%(Z@®))
< Q9(Z(@)) ossia 29(Z(G))<G. || v

<
<
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4.3 TEOREMA. Sia ¢: G — G una proiettivitd ed N un sottogruppo
normale d’ordine primo p. Allora una ed una sola delle seguenti circo-
stanze é presente: i) N<@, ii) Ne< Q(Z(G)) e Né=N X(NE/\Q(Z(é)))g
< Z,(G) con N¢ p-gruppo abeliano elementare non ciclico isomorfo ad Ne,
ili) @ = (P=No)xT, G=PxT, & ¢ G periodici, P, P in P(n, p),
2 <n< oo e fattori di Hall, P non abeliano ¢ o singolare a p su P.

Dim. Sia N<4G. SeN<G, per4.1¢é Née=N xNG/\Q(Z(G))<Z2( )
Sia ¢ = |N|; per 1.3 in [2] esiste un g-elemento 7€ G con = ¢ N(N
pertanto [22] |[<N, )| = <N, z)°-1| sieché ¢ = |[N| = |N| = p. Se ora
|#] = 0 o p’-elemento, per 1.3 in [2] sard (x> XN e cosi (x> XN per
cui N < Z(@). Abbiamo cosi N < Q2(Z(G)) e dunque per 4.2 sard
P = Ne< Q(Z(@)) e P=Né p-abeliano elementare per cui P ~P.
Se poi N E< G, si usi teorema E per concludere. //

OSSERVAZIONE 8. Sia ¢: @ — G una proiettivita ed N un sotto-
gruppo normale minimo di @. Se N<4G, N & necessariamente p-abe-
liano elementare: infatti da N'= N segue N<@ (1.7); sard N'= {1}
e dunque N abeliano privo di sottogruppi caratteristici e non divi-
sibile (1.7); ma allora N & p-abeliano elementare. Se poi N non &
ciclico & N < G: infatti per 3.4 & N, = {1} e per teorema E se N < Q
¢ [N:N;] = p, una contraddizione. B poi anche N isomorfo ad N
dovendo essere N residualmente nilpotente finito (3.7), sempre se N
non ¢ ciclico. Ne viene anche che ¢ conserva lordine dei p-gruppi
ciclici. Se N & finito, inoltre, e non ciclico & N<G: infatti se no &
N < @ con N; = {1}; allora Busetto (%) ha provato che [G:C(N)] = p»
per cui N <Z_(G) e questo implica |N| = p, una contraddizione.

4.4 PROPOSIZIONE. Sia o: @ — G una proicttivita ed N un sotto-

gruppo normale ciclico di @. Allora i gruppi N&, Né sono iperciclica-
mente tmmersi.

DiM. a) N d’ordine finito.
Se |N| =p, un primo, la cosa consegue da 4.3; usando 3.4 ed
induzione sul numero dei fattori primi di |N| si conclude.
b) N é d’ordine infinito.
EoraN<G(teoremaC)ecom per 2.2 e 2.9 in [2] & Né¢ = N§(N¢)
con T(Ne) < ‘z (@) per cui Né & iperciclicamente immerso in G. B
J(Ne) < Ne<a@ (3.4) per cui per concludere basta provare che (N9

() Communicazione orale.
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& iperciclicamente immerso in @. All’'uopo bastera provare che se
K<@, se K & periodico e iperciclicamente immerso in ¢ allora K &
iperciclicamente immerso in G. Esiste una catena ascendente {K, }o<,<,
di sottogruppi normali di ¢ con K, ={1}, K, = K e Ks,,/K. d’or-
dine primo. Ora usando 3.4 e 4.3, mediante un ragionamento d’indu-
zione transfinita su «, si conclude che K¢ e dunque anche K & iper-
ciclicamente immerso in G.  //

4.5 TEOREMA. Sia o: G — G wuna proiettivita. Posto o(G) =

= (X < G|X iperciclicamente immerso in G), risulta o°(G) = o(G).

Dim. Esiste una catena ascendente {N_},., di sottogruppi nor-
mali di & con Na,,/Na ciclico, N, = {1}, N, = o(@). Posto Ko = N¢
per 3.4 & {K }.<, una catena ascendente di sottogruppi normali di &
per cui si ha o: G/Ky— G/Ka; ora N,,, Ks/Ks & ciclico e normale in
G/Ks e si ha (N, , Ky Ks)¢ =K, ,/Kas; per 4.4 sono dunque K, /K,
e K, ./Kx iperciclicamente immersi. Ne segue che ¢°(@) < K, < o(G);

similmente °~1(@) < g(G) e dunque p9(G) = o(@). /|

Volgiamo ora la nostra attenzione al comportamento del radicale
di Hirsch-Plotkin rispetto alle proiettivita.

4.6 LEMMA. Sia ¢: G — G una proiettivita ed N un p-gruppo nor-
male di G contenuto mel radicale di Hirsch-Plotkin di G. Se N <@

allora G = Néx T con N¢ un P-gruppo e fattore di Hall di G; o ¢é ;in-
golare su N.

DiM. N @& localmente finito ¢ da N < G segue che ¢ ha una sin-
golarita su N per cui N & p-abeliano elqementare oppure uno Z(p%)-
gruppo.

a) N e uno Z(p*)-gruppo.
a,) e=1.
Per 4.3 si conclude
a,) a>1.

Per teorema E ¢ G/N; = P/N;XG/N; ove P/N;= (N/N;)¢ ¢ un
P-gruppo; ora P ¢ localmente finito con il p-Sylow S normale e ¢
su § ha una singolaritd per cui P stesso ¢ un P-gruppo relativo a p
e dunque |N| = p una contraddizione.

b) N abeliano elementare non ciclico.
Per ogni X <N ¢ X<G (3.8); ora esiste un {1} <M < N con
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M<N e da qui abbiamo M<@, M<G’ Per 4.3 ¢ ora G = MexT

con MG>N e risulta un S-fattore relatlvo a p; dunque N¢< Me e
cosi Née = M¢ ¢ G@ = Né xT, Néee P(n, p). [/

Sia ¢: @ — @ una proiettivita; diremo che ¢ ha una p-singolarita
su G se e solo se G & un S-gruppo e vi esiste un S-fattore P e P(n, p)
tale che ¢ & singolare a p su P o ¢~! & singolare a p su P. Cid pre-
messo passiamo a dimostrare

TEOREMA G. Sia o: G — @ wna proiettivitd ed R(G) il radicale di

Hirsch-Plotkin di G. Allora risulta R°(G) = R(G) se e solo se ¢ non
ha alcuna p-singolaritd su @.

DiM. a) G gruppo misto.

Posto § = §(B(G)), se § = R(¢), poiché G/ & misto, sard R () < el
(teorema B) e o su J conserva gli indici (2.9) per cui ¢ pure local-
mente nilpotente e dunque R9(G) < R(G) [12]; se poi R(G) é misto,
& ancora Re(G) < G (teorema C) ed Rs(G) ¢ anche localmente nilpo-
tente, sicche di nuovo R9(G) < R(G); in definitiva, per simmetria,
Ro(@) = R(G).

b) G gruppo periodico.

R(@) si presenta come il prodotto diretto dei suoi Sylow-gruppi,
che risultano localmente nilpotenti. Sia ora G' non S-gruppo ed S8 un
Sylow-gruppo di R(G); ¢ S<iG e per 4.6 sard S <G ed S ancora
localmente nilpotente a meno che S non sia abehano elementare non
ciclico e o singolare su §. Esiste allora un {1} <M < 8§ con M <@
e per 3.8 ¢ M<a@G. Ma allora per 4.3 G & un S-gruppo, contro ipotesi.
Dunque, in ogni caso, S & localmente nilpotente e quasi-normale in G
per cui § < R(G) e in definitiva Ro(¢) < R(G). Se G non ¢ un S-gruppo
tale non & @ per cui, in definitiva, R9(@¢) = R(G); ed ora & facile rag-
giungere la sufficienza.

Sia viceversa Ro(@) = R((); ¢ allora di immediata verifica che o
non pud avere alcuna p-singolarita. //

4.7 COROLLARIO. Sia G = P, X...XP;X... XK la scomposizione del
gruppo periodico G mel prodotto dei suoi S-fattori e K nmon S-gruppo.
Allora \/ R*(G) = P, X... X P; X... X R(K).

7eP(Q)

DmM. B R*(K)= R(K) per 7 < P(@) (teorema G) mentre \/ 8] = P;

se 8, ¢ il p,-Sylow normale di P,. // TeP(@)
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4.8 COROLLARIO [9]. Sia o: G — G una proiettivita. Allora R(@) =

= R(Q) se R(G) ¢é Viperradicale di Hirsch-Plotkin di G.

OSSERVAZIONE 9. Sia ¢: @ — @ una proiettivitd, G non S-gruppo
ed R, (@) I'n-esimo termine della serie ascendente degli iterati radicali
di Hirsch-Plotkin. Allora R°(@) = R,(G) come si desume facilmente
nel caso di ¢ misto dal fatto che RJ(G)= @ (teorema B e C) ed
usando teorema G; per G periodico si usi ancora teorema G e che
R(G) é localmente finito per cui se ¢ ha una singolarita di seconda
specie su R,(G)/R;_1(@), o ne ha una su R(G) e G sarebbe un S-gruppo.
Da qui & poi anche facile vedere che RZ(G) = R (G) sempre se n &
naturale maggiore o uguale a 2.

4.9 COROLLARIO. Siao: @ — @ una proiettivita non p-singolare su G
per alecun primo p. Allora g°(G) = g(G) se g(@) é il radicale di Gruen-
berg (7) di G.

Dmi. Sia <&) < @; allora (x> < R(G) e per teorema G ed F sari
@) < R(G)<@ per cui g°(G) < ¢(G@) e dunque, per simmetria, g5(G) =
=g9@. |

Terminiamo il numero rivolgendo la nostra attenzione al compor-
tamento dell’ipercentro Z_(G) di G rispetto alle proiettivita.

Osserviamo che Z(G) < R(G)A\p(G) e che da N<@ ed N < Z_(G)
segue Z,(G/N) =Z(G)/N ed R(G/N)= R(G)/N. In Z_(G) gli ele-
menti periodici formano un sottogruppo ¥; definiamo in § la seguente
serie centrale ascendente: H, = {1}, Hx,, la controimmagine nell’omo-

morfismo canonico ¢ — G/H, del gruppo Q(Z(G/H,)) e Ha=\/ Hp
B<a
se oo & ordinale limite. Risulta § = H, per un certo ordinale u. Sia

o: G — @ una proiettivitd; usando 4.2 abbiamo H,<G@ per a < u.
Fatte queste premesse passiamo a dimostrare il seguente

TEOREMA H. Sia o: G — G una proiettivita. Allora Z%,(6G) = Z(G)
se e solo se ¢ e o7* sugli eventuali S-fattori abeliani di G e G conservano
la abelianita.

Dim. Sufficienza. Non sard restrittivo supporre G (e dunque an-
che @) privo di eventuali S-fattori non abeliani. Da_ N<@G ed N < R(G),
poiché per teorema G ¢ R’(G) = E((), sara N << G. Da qui ed usando

(") Per la definizione vedasi [12].
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4.3 si ricava che H,,,/H, < Z,(G/H,); si ha ora H. < 5(Z(@)): & H, <
< 9(Z(@) < F(Z.(G)) per 4.3 e da Hu< Z,(G), poiché¢ H, ,/H.<
< Q(Z,G/H,)) segue H,,,< §(Z.(G)); infine se « & ordinale limite,

da Hpy < 9(Z,(@)) per f <o segue Ha -——ﬁV Hs;< 9(Z,(@)); pertanto
<&
T < 9(Z,(G)) e per simmetria sard §9(Z(@)) = F(Z(B)).

Se allora Z_(G) ¢ periodico, abbiamo la conclusione. Sia dunque
Z_(G) misto e visto che T = H,<@, ragioniamo modulo . Sia {1} <
<h<..<Za<..<Z,=Z,(@) la serie centrale ascendente di G; po-
niamo per induzione transfinita su « che Z5(G) = Z,(G): la cosa & banale
se o = 0 oppure se « ¢ un ordinale limite. Poiché Z_ e senza torsione
tale & Z/Za; sia Zo = Z.@) e Z,.1/Zs = Z(G|Z,). Ragionando mo-
dulo Z, siamo ricondotti a provare che Z(@) = Z(G). La cosa & chiara
se Z(G) non ha rango inferiore a 2 [22]. Abbia dunque Z(G) rango 1
e sia 15 2€ Z(G); & (teorema C) 2> < @ e se (Zy<@ & anche (z) <
< Z(@). Sia dunque, per ipotesi assurda, <z2)><4G; per 2.1 in [2] sara
{1} = 7(<2>%) < Z2°(G); ma allora & pure §(Z.(&)) {1}, una contrad-
dizione. In definitiva Z9(@) < Z(G) e per simmetria Z9(G) = Z(G).

La necessita & ovvia. [/
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