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REND. SEM MaT. UN1v. PADOVA, Vol 67 (1982)

Zur Galoistheorie assoziativer Ringe.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

Sei R halbprimer Ring, Aut* (R) die Gruppe der Automorphismen
und Antiautomorphismen von R, Aut (R) die Gruppe der Automor-
phismen von R, G Untergruppe von Aut* (R) und R%:= {reRjr? =r
tiir alle g @} der Fix-Jordanring von G. Wir studieren in dieser
Note verallgemeinerte Polynomidentitéten, Beziehungen zwischen @,
R¢ und R und zitieren meist nach den zusammenfassenden Darstel-
lungen [4] und [7] zu diesem Thema.

I) Verallgemeinerte Polynomidentititen. Verallgemeinerte Poly-
nome (in nichtvertauschbaren Unbestimmten) erhdlt man durch Ein-
beziehung der « Unbestimmten » ¢, g€ G, wobei bei den Substitu-
tionen r — @, r € R, 27 in r¢ iibergeht. Ein Ziel diesbeziiglicher Unter-
suchungen ist die Angabe von Klassen verallgemeinerter Polynome f,
so daf} folgendes gilt: Ist f Identitit von R, so ist B PI-Ring.

Amitsur [4; Theorem 6.5.1, p. 195] hat diese Fragestellung fiir
G = {1, *[* Involution} behandelt. Kharchenko [7; Corollary 6.15,
p. 105 und Example 6.13, p. 103] hat dieses Problem fiir prime
Ringe R und G c Aut (R), wobei G X-duBlere Gruppe [7; p. 42] ist,
bearbeitet und gezeigt, dall (abgesehen von Spezialfidllen) die Besch-
rankung auf X-4uBere Gruppen angebracht ist. Wir geben eine entspre-
chende Losung dieses Problems fiir prime Ringe R und @G c Aut* (R).
wobei G := G N Aut (R) X-suBere Gruppe ist.

(*) Indirizzo dell’A.: Fachbereich 6 - Mathematik, Universitit Essen - GHS,
UniversititsstraBe 3, D-4300 Essen 1, BRD.
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II) Wir beschrinken jetzt die einfithrenden Erlduterungen. Sei
G c Aut (R) und R endliche direkte Summe zentral abgeschlossener
primer Ringe. Fiir einen G-invarianten Unterring T' von R sei G|T
das Bild von G unter dem kanonischen Gruppenmorphismus G —
— Aut (T). Wir definieren eine Z(R)-Algebra B = B(G) und Folge-
gruppen GF, G3, G® c Aut (R) von G mit folgenden Eigenschaften:
GF und G2 sind endliche Gruppen und G ist endlich erzeugte abelsche
Gruppe. Wir zeigen (jeweils unter gewissen Einschrinkungen an die
Torsionsfreibeit von R und die Beziehungen zwischen B, G* und G?)
folgende Aussagen:

(1) RY = R°Z(R) (Satz 13).

(2) Sei G = 1. Dann gibt es ¢ Z(R), so daBl B = P Rc* =
= R°R) Z(R) (Satz 16). vealZ(r)

Z(R)®

(3) Sei (G|Z(B))® =1. Dann gibt es ce Z(B), so daB R =
= @R = R°) Z(B) (Satz 21).
0cGIZ(B) 2(3)°

(4) R* = R°Z(R) QB (Satz 24).

Z(B)

(5) Sei (@|Z(B))"™ = 1. Dann gilt R = R¢X) B (Satz 24).
4(B)°
Die Situation « G®, R¢”, R » liegt nach Bildung geeigneter Tensor-
produkte offen. Wir diskutieren weiterhin PI-Eigenschaften, Kom-
positionsldngen und endliche zentralisierende Erzeugbarkeit.

1. Verallgemeinerte Polynomidentititen.

Im folgenden sei R halbprimer Ring mit Zentrum Z = Z(R) und
Ry Martindale’s Quotientenring von R [7; pp. 38-42]. C = Z(Ry) heilit
erweitertes Zentroid und RC zentrale Hiille von R.

Fiir ge Aut (R) sei ¢,:= {xr € Rylor* = rx fir alle re R}, Fir
@G c Aut (R) sei G™ := {g € G|p, # 0} die Menge der X-inneren Auto-
morphismen und @ der Normalteiler der inneren Automorphismen
von G.

Mit der Menge X¢ der « Unbestimmten » 2§, j € N und g € G bildet

-man die freie C-Algebra C{X¢}. Fir f(y,, ..., ¥n) € C{X} sei f(R):=
:= {f(ry, ..., 7a)|r: € R, 1<i<n}. (Bei den Substitutionen r; — y, geht
Y. = o} iber in 7?). Sei X := {z;|j e N}.
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Wir beweisen den folgenden

SATZ 1. Sei R primer Ring, & Untergruppe von Aut* (R), Ginn = 1
und fe C{X° vom Grad d> 0, wobei wenigstens ein Monom von f
vom Grad d den Koeffizienten 1 besitzt. Sei weiterhin f(R) = 0. Dann
gilt S,4(R) = 0. Hierbei sei 8,; das 2d-te Standardpolynom.

(A) Im folgenden sei R primer Ring.

Der Beweis von Satz 1 wird vorbereitet durch einige Bemerkungen
und Lemmata.

BEMERKUNG 2. (1) Durch naheliegende Kombination der Kon-
struktionen [4; Lemma 2.4.1, p. 88] und [7; p. 42] kann jedes Ele-
ment g € Aut* (R) eindeutig zu einem Element ¢'e Aut* (RC) erwei-
tert werden. Zur Vereinfachung notieren wir g und g’ gleich.

(2) Wie in [7; p. 99] sei‘RF]_[ {X¢} das freie Produkt von Ry
mit X¢ iiber C und 7 das von

{a*—s—1als|jeN, he @, ge G, seg,}

erzeugte Ideal von Rp[] «{X¢. Ist B C-Basis von R, mit 1€ B,
g0 bilden die « formalen Produkte » mit abwechselnden Faktoren aus
B U X¢ eine C-Basis von Rp[] o{X¢}.

(3) Nach [7; Lemma 3.4, p. 42] ist G'*» Normalteiler von @. Sei

G = U kG disjunkt und 1€ H. G ist Normalteiler von @ mit In-
heH

dex 2. Sei G = G U h*@ disjunkt.

(4) Fir AcR und fe Rz ][] o{X¢} sei f(4):= {f(ry, ..., 7a) [r:i€ 4,
1<i<n} und f(4)* der von f(4) erzeugte C-Modul. (Bei den Sub-
stitutionen r; — y, geht y, = @] iiber in 7).

Wir gehen zunéchst vor entlang der « Linie » [7; pp. 99-106]. Man
hat unmittelbar

LEMMA 3. Seien x€ R, a;€ Ry und h;e H, 1<i<n.

(1) Ist a, = Y a,u; mit u,€ @41, 2<i<n, so gilt:
2<i<n

ot = a;aMu,; .
2<i<n
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(2) Gibt es ¢;, d,€R, 1<j<m, so daB > ¢;a,d+ 0 und > ¢;a;-
‘@ =0, 2<i<n, so gilt: 1sism 1&i<m

B — haph
> o;a(d;x) = o a,da .
1<i<n 1<i<m
1<ism

Lemma 4. Sei feR:[] {X°N\T und f(R)* endlichdimensional
iiber ¢. Dann ist RC primitiv mit minimalem Rechtsideal eRC,
0562 =e¢€ RC und [eRCe:(0] << oo.

BEWEIS. Man beachte, daBl bei allen folgenden Operationen die
Voraussetzungen giiltig bleiben.

(1) Fir «;, v;€ X und ge G kann man in f die Substitution
x{ — @, vornehmen.

(2) O.E. sei fe Rp[ ] o{X®Y*E} und multilinear, wobeidann f ¢ T
gleichwertig zu fs= 0 ist [7; Lemma 6.11, p. 99].

(3) f besitzt die Gestalt

f= 3 amanfy+ 3 b,a" v 4+

1<i<n 1<ism

mit € X, a;,#0£b,€ Ry, f;# 0%, g;, b€ H, 1<i<n, 1<j<m,
wobei kein a*, «* mit he H in f” an «erster Stelle» vorkommt.
(Hierbei ist eine der beiden Summen mdéglicherweise leer). Durch
Anwendung von (1) erreicht man, dafl die erste Summe nichtleer ist.

Nach [7; Proposition 3.14, p. 50] kann man Lemma 3.(1) oder (2)
anwenden und erreicht (in mehreren Schritten) n = 1. Falls die zweite
Summe nichtleer ist, substituiert man 2" — x, wendet (2) an und
verfahrt wie eben.

(4) f besitzt jetzt o0.E. die Gestalt
f = aof + baPhfr 4

mit x€ X, 0#%a,be R, f'405%f, he H und f” wie oben.

(5) Fiir b= 0 geht man vor wie folgt: Fiir alle r € R erhilt
man durch die Substitution x(rb)®™™ — & aus f ein

Polynom. = aa(rb) ¥ '+ brbat ' f*
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Subtrahiert man dies von brf, so erhilt man

(brax — ax(rb) W) f 4 brf"— "
fiir alle reR.
Ist bRa c Ca, 8o erhdlt man die Behauptung mit [4; Lemma 1.3.3,
p. 25]. Anderenfalls sei nach [7; Proposition 3.14, p. 50] und Lem-
ma 3.(2) o.E.

f=azf'+ 4"

mit reX, 02a€eR, 0 und f” wie oben.

(6) Indem man mit allen an « erster Stelle » vorkommenden Ele-
menten z € X analog verfihrt und (1) beachtet erhidlt man o.E.

f= zaimifi

1<i<k
mit 0s~4a,€ R und 0~ f;,, 1<i<k. Weiterhin sei k¥ so klein wie
moglich gewéhlt.
Wir schlieBen nun mit vollstdndiger Induktion nach der Anzahl

der vorkommenden Elemente aus X. Den Induktionsbeginn liefert
[4; Lemma 1.3.3, p. 25].

(7) Sei k = 1. Fiir f,(R) 5 0 verwenden wir den Induktionsbe-
ginn und fiir f,(R) = 0 den InduktionsschluB.

(8) Sei k>1, a:=a,, 2:=a, und f' :=f,-f besitze die Gestalt

f=axf'+3 w Uy ZUjm""”v;

1 J

mit w;# 0 % v;, paarweise verschiedenen Basismonomen a%u;, &*™v;
(vgl. Bemerkung 2.(2)) und g,, b, € H. (Hierbei ist eine der beiden
Summen moglicherweise leer).

(9) Sei die erste Summe leer. Fiir f'(R) = 0 verwendet man den
Induktionsschlu und fiir f'(R) % 0 den Induktionsbeginn.

(10) Sei die erste Summe nichtleer. Fiir alle r € B erhdlt man
durch die Substitutionen raxr — z aus f ein

Polynom = araxf' + > u;r*a®a?u; + 3 v,a" Mahhph hip;
R i
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Subtrahiert man dies von arf, so erhilt man

3 (aruwi—w r%a®) a®u; + Y (aroat ™ — v,ah M gh hiphth ) o
i i

fiir alle re R.

Da k minimal gew#hlt ist und @ u;, 2" v; paarweise verschiedene
Bagsismonome sind, gilt ingbesondere aru, — u,7r%a’ = 0 fiir alle re R.
Fir u,(R) c Ca verwendet man den InduktionsschluBl. Fiir «,(R)¢ Ca
und g, =1 folgt die Behauptung mit [4; Lemma 1.3.3, p. 25]. Fir
%,(R) % 0 und ¢, # 1 verwendet man den Induktionsbeginn.

(B) Im folgenden sei R = D R, direkte Summe primer Ringe R;, 1<

<’I:<ﬂ. 1<i<n
BEMERKUNG 5. Sei Z = Z(R) und C = C(R).
(1) Es gilt Ry = @ (R:)r und C = @ CO(R)).

1<i<n 1<i<n
(2) Es gibt eindeutig 0~ ¢,€ € mit 6] = ¢;, 6,6, =0, 1<iz#£j<n
und Ye; =1, so daB (R;)r=¢;Ry; und C(R;) =¢,C, 1<i<n.

1<i<n

(3) Sei G'=:= {ge G|es gibt ¢, so daB gle,C = Identitéit auf ¢,C}.

(4) Fiir G-invariante Unterringe T von R sei G |T das Bild von ¢
unter dem kanonischen Gruppenmorphismus G — Aut* (T').

LEMMA 6. Sei /%|C = 1. Dann ist G%* Normalteiler von G. Sei
G = |J h@"* disjunkt. Sei weiter f€ Ry [ [ {X ¢} multilinear, # € X und

f= §E;,, mit f, € Bp [ {9 U (X\{2})¢}. Dann gibt es zu jedem
heH

Ideal I € F ein Ideal J € F und D c C, D endlich, so dal f,(J) c f(I)D
fir alle he H. Fir C = Z ist J = I geeignet.

BEWEIS. Von den f, sind nur endlich viele f, , 1<k<I von null
verschieden. Wir wenden nun [7; Proposition 3.14, p. 50] auf C und
h|C, 1<k<l an. Es gibt ¢;,, d;€C, 1<j<m, so daB > c;e,d+~ 0

1<i<m

und 2 6;6,d =0, 2<k<l. Weiterhin gibt es ein Ideal J,€ F, so
1<i<m

daB J,cI und d;J,cI, 1<j<m. Substituiert man d;,r -, redJ,

in f, multipliziert man linksseitig mit ¢;, summiert man dann iiber j
und multipliziert man schlieBlich mit e,, so sieht man, daB e,f, (J,) C
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c f(I) D, mit geeignetem. D, c C, D, endlich. Fiir ¢;, 2 <i<n verfihrt
man analog und setzt dann J:={)]J; und D:= UD..
1<i<n 1<i<n
Sa1z 7. Sei G#|C =1 und G =1. Dann ist ¢# =1 bazw.
G = {1, *|* Involution}. Sei fe C{X¢ vom Grad d > 0, wobei we-
nigstens ein Monom von f vom Grad d den Koeffizienten 1 besitzt.
Sei weiterhin f(R) = 0. Dann gilt Sg(R) = 0 bzw. Se(R) = 0.

BEwEis. O.E. sei f multilinear. Nach mehrmaliger Anwendung
von Lemma 6 und geeigneten Substituionen #*” —x, he H sei o.E.
fe C{X%*} und f(CI) = Of(I) = 0 mit einem Ideal I€F. Im ersten
Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall ist nach [4; Lemma 5.1.5, p. 195]
8,4(CI) = 0, also Sy4(R) = 0.

Satz 1 erh#dlt man nun unmittelbar mit Satz 7, Lemma 4 und
[7; Theorem 3.13, Proof, p. 48].
Fir endliche G, a € R und A c R sei

a):= Y a und to(A) := {tg(a)|la € A} .

geq

Durch Anwendung von Lemma 6 erhilt man

COROLLAR 8. Sei R prim und G endlich.

(1) Es gibt ein Ideal I 40 von R, so daf
tans(I) C1o(R)C .
(2) Ist C = Z und R|G’**|-torsionfrei, so gilt
R¥" = t0(R) = t(R)Z = R°Z .

2. In diesem Kapitel sei 1€ R und R = R; direkte Summe

z<z<
zentral abgeschlossener primer Ringe R;; 1 <+

BEMERKUNG 9. (1) Sei S, das n-te Standardpolynom. Ist R kein
PI-Ring, so setzen wir formal S (R) = 0. Sei weiterhin

PI(R) := min {n € NU {co}|S.(R) = 0}
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und

Pi(R) := min {n e NU {oo}| es gibt ein Ideal I+ 0 von R,
so daB S,(I) = 0},

(2) Es gibt eindeutig 0 5~ ¢;€ Z(R) mit e} =e,, €,6;, =0, 1 <i+~
#j<nund Ye,=1,s0 daB R, = ¢,R, 1 <i<n. Wir setzen L(R) := n.
1<i<n
Weiterhin ist R = @ 8, eindeutig direkte Summe (@-invarianter)
1<i<m
G-direkt unzerlegbarer Ringe S;, 1 <i¢<m und es gibt eindeutig 0 # f; &

€Z(R)® mit f; =f;, f.fi =0, 1<izj<m und Y f,=1, so daB §, =
=f,8, 1<i<m. Wir setzen Ly(R):=m. 1sism

(8) Bei@i:={ge@|e; =¢;} und H,:= G,|e;R, 1<i<n. Sei

GF:= X Hie, @GF:= X Hfis und @F:=_ x Him,

1<ign 1<ikn 1<ikn

Dann gibt es kanonische Einbettungen G* — Aut* (R) und G* c 6%

— Aut (R).
Sei
B;:= + ¢,,1<i<n und B:=@B,.
peiim 1<i<n

Dann ist B;=e¢;B, 1<i<n.

(4) Sei G = @. Zu den Beziehungen zwischen G, @™ und @
beachte [7; Example 3.6, p. 44, Lemma 3.4, p. 42, Theorem 3.13, p. 48
und p. 55].

(@) Es gilt H,c Hi™c Hli®, 1 <i<n.

(b) Ist R; normal abgeschlossen, so gilt H, = Hi*, 1<i<mn.

(¢) Sind fiir R; die Voraussetzungen von Lemma 4 erfiillt,
so gilt Hi™ = Hi® 1<i<n.

(@) (@|Z)"™ = (@|Z)"=.

(e) @™ =1J{ge@G;|gle;Re Hi*}c

1<i<n

c@*=){geG:ilgle;Re HI*} = {ge G|g|Z € (G|Z)"*} .

1<i<n
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(5) Fiir A c R sei {A) der von A erzeugte Unterring von R und
Cr(A):= {re Rjra = ar fiir alle ac A}.

Die Notationen aus Bemerkung 9 werden im folgenden stillsch-
weigend verwendet.

LEMMA 10. Sei F:= {e,[l<i<n} mit ¢ =e¢;, ¢;6,=0, 1L<i#~j<n
und Ye;=1. Dann gilt:

1<i<n

(1) Cx(E) = Pe;Re; =: Ryg.

1<isn

(2) Fiir Unterringe 7' mit E cT c Ry gilt:

= @GiCR(T) = @CelRﬂ(eiT) ’

1<i<n 1<ign
Z(T) = @ e, Z(T) = D Ze; T) .
1<i<n 1<i<n

(3) Ist R einfacher Artinring, so gilt:
Z(e;Re;) = e; Z(R) , 1<i<n.,

BEWEIS.

(1) Ca(B) = @ e;Ca(B) = @ Cozal{e) = De.Re..

1<i<n 1<i<n 1<i<n

(2) ist nun trivial.

(3) erhalt man durch Verfeinerung Evon E zu einem System
primitiver orthogonaler Idempotenter.

Analog zu [7; Lemma 2.14, p. 31] gilt

LeMMA 11. Sei R = @e;R direkte Summe primer Ringe e¢;R,
1<is<n

1<i<n und G endlich. Dann gilt:
ta(e:R) =e;tg(R) und (e,R)* =¢,R°, 1<ign.

LEMMA 12. Sei R 2-torsionsfreie direkte Summe einfacher Ringe,
* Involution auf R, Z = Z(R) und T:= (R™"). Dann gilt:
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(1) Bs gibt u,e Cp(T), 1<k<4, so dal R = Tu,.
1<k<4

(2) R=T 4+ Ca(T) und T N Cx(T)CZ.

BEWEIS.

(1) O.E. sei E *-einfach. Nach [4; Theorem 2.1.5, p. 59] ist
T =R oder (T'cZ und S,(R) =0). O.E. sei TcZ und 8,(R) = 0.
Ist R kein einfacher Ring, so ist B kommutativ und * Austauschinvo-
Iution, also die Behauptung trivial. Ist R einfacher Ring und 7 = Z,
so sind wir fertig. O.E. sei B einfacher Ring und TCZ Wihle
05~ 2€ Z mit 2*#~ 2. Dann gilt B = T 4 T(z — 2*).

(2) erhilt man mit &hnlichen Argumenten.
(A) Im folgenden sei G endlich, R,|H"|-torsionsfrei, 1<i<mn und Z =
= Z(R).
SATz 13.
(1) R = R°Z = 14(R) Z.
(2) Sei @ = @. Dann gilt: PI(R)<max {|H*| |1 <i<n}PI(R®).
(3) Sei R; einfach, 1<i<n. Dann gilt:
(a) Bs gibt uze O #(KR), 1<k<4, so daB

oF __ GF
R 1<k<4<R >uk
(3) R = R + 0,#(CRP>) und B N C,(CR™) ¢ Z.
(4) Sei @ = @. Dann gilt: Z(R) = Z(R)s.

BEWEIS.

(1) Nach Corollar 8.(2) und Lemma 11 ist

R = @ (e.R)"" = @ (e;R)™ e, Z = @e.R%,Z = R°Z

1<i<n 1<isn 1<i<n

und entsprechend R¢" = #4(R)Z

(2) Nach (1) sei 0.E. R prim und G = G**. Mit [7; Theorem 6.5,
p. 93] erhilt man die Behauptung.
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(3) (a) Es operiert HI#/Hf c {1, ** Involution} auf (e, R)%"
1<i<n. Mit[7; Theorem 2.15, p. 32] und Lemma 12 erhélt man die

Behauptung.
(3) (b) erhiilt man mit &hnlichen Argumenten wie (3) (a).

(4) erhilt man unmittelbar mit (1).

ANMERKUNG. Z ist ein ZModul mit m := Y |H;le;Z| Erzeugen-
den ¢;, 1<j<m. Also gilt R"'=1<—j—< Rog;. 1sisn
ISM

(B) Im folgenden sei zusdtelich G = G.
LemMA 14. Sei T' Unterring von R, 1€ T, T = @ e, T mit ein-

1isn
fachen Ringen e,T, 1 <i<mn, u;€ Cx(T), 1 <j<m und @ Z(T)u;. Dann
gilt @ Tu;. 1<i<m
1<i<m

BEWEIS. Angenommen es gibt 0 5 #, € T und v, € {u;[1 <j<m}, so
daf Ztkvkz 0. Wihle I so klein wie [mﬁglich. O.E. sei #,eeT,

1<k<i
1<k<l und ¢, = ¢, da ¢ T einfacher Ring ist. Nach Voraussetzung

sind nicht alle ¢, € Z(e,T). Also gibt es t € ¢,T, so daBl nicht alle ¢t —
—tt, gleich null, e;t—te; =0 und Y (¢t —1t)v, =0 im Widerspruch
zur minimalen Wahl von 1. 1<k<i

ANMERKUNG. Lemma 14 gilt auch unter der folgenden schwicheren
Voraussetzung:

INZ(T)#0 fiir alle Ideal I%0 von 7.

In den folgenden S#tzen kann man deshalb alle Voraussetzungen,
die lediglich dazu dienen auf « R¢ ist direkte Summe einfacher Ringe »
zu schliefen, durch die Voraussetzung «I N Z(R%) = 0 fiir alle Ideale
I+#0 von R%» ersetzen.

LeEMMA 15. Sei R = (Pe;R mit einfachen Ringen ¢,R, 1<i<n.
1<i<n
(1) Sei e, R |H,|-torsionsfrei, 1 <i<m. Dann ist R¢ direkte Sum-
me von héchstens > |H,| einfachen Ringen.
1sisn
(2) Sei R Artinring und H»™ =1, 1<i<n. Dann ist R¢ direkte
Summe von hochstens n einfachen Artinringen.
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(3) Sei Him =1, 1<i<n. Dann ist {¢(R) direkte Summe von
hochstens n einfachen Ringen und R€¢ halbprimitiv.
(4) Sei Hi" =1 und (e;R |H,|-torsionsfrei oder artinsch), 1<
<i<n. Dann ist R direkte Summe von hichstens n einfachen Ringen.
BEWEIS.

(1) Nach Lemma 11 ist e, R¢= (¢; R)¥, 1<i<n, also R? sub-
direktes Produkt der Ringe (¢;R)®, 1<i<n. O.E. gei deshalb R ein-
fach. Mit [7; Theorem 2.15, p. 32] erhélt man die Behauptung.

(2), (3) und (4) erhédlt man #hnlich mit Lemma 11 und [7; Theo-
rem 2.7, p. 23; Theorem 2.9, p. 26 und Corollary 2.6, p. 23].

SATZ 16. Sei G = 1. Dann gilt:

(1) Es gibt ce Z(R), so daB R =OEG—I|2(R)tG(R)c".

(2) Sei R; |H,|-torsionsfreier einfacher Ring oder einfacher Ar-
tinring, 1 <é<n. Dann gibt es ¢ € Z(R), so daBl

R=@Re=RKZR).

9€G|Z(R) Z(R)®

BeEwEIs. Nach Satz 13.(1) ist R = t¢(R)Z(R) = R°Z(R), insbe-
sondere Cp(R¢) = Z(R), also Z(R¢) = Z(R)¢. Nach[7; p. 28] gibt es
c€ Z(R), so daB Z(R) = P Z(R)%¢*. Mit Lemma 14 und 15 erhilt

0€G|Z(R)
man nun alle Behauptungen.
LeEMMA 17. Sei R einfacher Artinring. Dann gilt:

(1) B = @ e;B mit einfachen Ringen ¢;B, 1<i<n, und [B.Z-
‘(R)]< oo, 1sisn

(2) e;Re; ist einfacher Artinring, 1 <i<n.

(3) Z(e;Re;) = e;Z(R)cZ(e;B)ce;B,
[Z(e;B):e;Z(R)]<[e;B:e;Z(R)]< oo,

C,ze(€:B) und C,pg,(Z(e;B)) sind einfache Ringe,
Corei(Coigele:B)) = €;B  und  Z(e;B) = Z(C,,p,(e;B)), l<i<n.
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(4) Cgp(B) ist direkte Summe einfacher Ringe, Ox(Cx(B)) = B
und Z(B) = Z(Cx(B)).
Sei nun zusitzlich B PI-Ring.
(8) C.z.(Z(e:B)) =e; B® C’e‘Re‘ e;B) ist einfacher Ring,

Z(eiB
[e.Re;.e.Z(R)] = [e;B:¢;Z(R)][C, e (€:B) €: Z(R)], 1<i<n.
(6) B(X) Ca(B) = BCx(B) = Cx(Z(B)) ist direkte Summe einfa-

Z(B)
cher Ringe.

BEWEIS. Verwende Lemma 10:
(1) gilt nach [7; Lemma 2.12, p. 28].
(2) Ist I Ideal (Linksideal) von e;Re;, so gilt

I = ¢;Re;Ie;Re; (I =e;Re;I), I<i<gn.

(3) gilt nach [3; Theorem 4.3.2, p. 104].
(4) Es ist Ox(B) = @ O, ge,(e:B),

1<i<n

OR(OR ) @ GelRm(e OR ) @0&1@(0«&4 6fB)) - @e B=B.

1<i<na 1<isn 1<i<n
Die letzte Behauptung ist nun trivial.
() gilt nach [2; Theorem 5, p. 365].
(6) Nach (5) ist

BOx(B ( De: B)( Q—)O’e‘m‘(e,-B)) —

1<i<n 1<i<n

= @eiBCe;Rec(eiB) = ®0e4Re4(Z(eiB)) = CE(Z(B)) .

1<i<n 1<i<n

(C) Im folgenden sei zusitelich B c R, Z(Ca(B)) = Z(B) und R¥ = R%
(: CR(B)).

ANMERKUNG.

(1) Sei B normal abgeschlossen. Dann gilt B cR.
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(2) Sei R Artinring. Dann ist B normal abgeschlossen. Nach
Lemma 17.(4) gilt Ox(Cr(B)) = B, insbesondere Z(Cx(B)) = Z(B).

(8) Sei B PI-Ring. Dann ist B Artinring und H* = Hi", 1<
<i<m, ingbesondere R¢" = R¢".

LEMMA 18. Sei R primer Ring. Dann gilt:
(1) Z(R°) = Z(B)°.

(2) B und Z(B) bzw. Cx(B) und BCg(B) ist direkte Summe ein-
facher bzw. direkt unzerlegbarer Ringe mit demselben zugeordneten
System orthogonaler zentraler Idempotenter e;, 1 <i<mn.

(3) BCr(B B®C’R . Ist R einfacher Ring, so ist Ck(B)
und BOCg(B) direkte Summe einfacher Ringe.
(4) Sei zusitzlich Or(Ck(B)) = B. Dann gilt: Cy(te(R)) = B
BEWEIS.
(1) erhilt man mit Z(Ck(B)) = Z(B) und Satz 13.(4).

(2) Nach [7; Lemma 2.12, Proof, p. 28] ist B und Z(B) direkte
Summe einfacher Ringe. Mit Z(B) = Z(Cx(B)) = Z(BCgk(B)) erhilt
man die Behauptung.

(3) Beachte Lemma 10: Zunichst ist e; Z(B) = ¢,Z(Cx(B)) = ¢,"
*Z(BOg(B)), 1<i<n, Nach [2; Corollary, p. 364] ist e; BOg(B) =

= €; B ¢; Ca(B), 1<i<mn, also BOx(B) = B(X) Cx(B). Mit [7; Theo-
@Z(B) 4(B)
rem 2.15, p. 32] und [2; Theorem 2, p. 363] erhélt man die Zusatz-

behauptungen.

(4) Nach Lemma 8.(2) sei 0.E. G/ = @. Dann ist tg(R) = R¢ =
= R = Cx(B), also Ox(te(R)) =

LeMMA 19. Es gilt ohne Zusatzvoraussetzung: Lemma 18.(1)-(4).

BEWEIS. Sei R = @ e;R mit primen Ringen ¢,R, 1<i<n.

1<i<n
(1) erhalt man analog zu Lemma 18.(1).

(2) und (3) folgen unmittelbar mit Lemma 18.(2) und (3).



Zur Galoistheorie assoziativer Ringe 125

(4) Nach Lemma 11 und Lemma 18.(4) ist

CR(tG(R)) C@ OeiR(eita(R)) = @ CeiR(tH((eiR)) = @Bi =B =

1<isn 1<i<n 1<i<n

= OR(CR(B)) c OR(tG(R)) .

LEMMA 20. Sei R = @e,R direkte Summe einfacher Artinringe
1<i<n

und (H;|Z(B;))™ = 1. Dann ist R¢ direkte Summe einfacher Artin-
ringe.

BEWEIS. Wie in Beweis von Lemma 15 sei 0.E. R einfacher Ar-
tinring. Nach [7; Theorem 1.15, p. 15] ist Cy(B) direkte Summe ein-
facher Artinringe. Mit (G'|Z(B))"* = 1 ist auch (@|Cx(B))™* =1. O.E.
sei wie im Beweis von Lemma 15 R einfacher Artinring und G = 1.
Mit [7; Theorem 2.7, p. 23] erhélt man die Behauptung.

Satz 21. Sei (G|Z(B))™ =1 und (R, |H,|-torsionsfreier einfacher
Ring oder Artinring, 1<i<n). Dann gibt es ¢€ Z(B), so daB

R = DR’ = R*(X) Z(B) . '

9€G|Z(B) Z(B)¢

Bewrls. Nach Satz 13.(1) und Lemma 19.(1) ist R = RZ(R) =
= R°Z(B) und Z(R¢) = Z(B)?. Nach [7; p. 28] gibt es ¢e Z(B), so
daB Z(B) = @ Z(B)%c*. Mit Lemma 14, 15.(1) und 20 erhdlt man

9€G|Z(B)

die Behauptung.

LEMMA 22. Sei R primer Ring und char (R)z*2. Sei weiter
B = @e;B mit einfachen Ringen e,B, 1<i<mn. Dann gibt es eine

1<i<n

endlich erzeugte abelsche Gruppe G® c Aut (R) und zyklische Grup-
pen G¢°c Aut (e;Re;), so daBl B(G®) = Z(B), B(G¥) = ¢,Z(B) und

B = Oa(Z(B)) = @ Cora(eZ(B)) = D(eRe)® ,  1<i<n.

1<in 1<i<n
Hierbei ist B = B(G).

BEWEIS. Nach [7; Lemma 2.12, Proof, p. 28] und [2; Proposi-
tion 6, p. 387] ist Z(B) = (P e;Z(B) mit e¢,Z(R)-separablen Korpern

1<i<n

e, Z(B) und [e,;Z(B).¢,;Z(R)] < oo, 1 <i<m. Seien genauer ¢;Z(B) =
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= ¢, Z(R) fir 1<i<m und e¢;,Z(B)= ¢;Z(R) fir m < i<m. Wihle
a;€e;Z(B), so daBl a; = (—2)e,; fiir 1<i<m und ¢,Z(B) = ¢,Z(R)[a,]
fiir m<i<n. Seien b,€e;Z(B), so daB (b, + ¢,)(a;+ ¢;) = e;, 1 <i<n.
Dann sind

gt x— (b;+ 1)x(a; + 1) € Aut (R) , 1<ig<n

und erzeugen eine Gruppe G®. Es gilt g7 =1 fir 1<i<m. Wei-
terhin sind

h;: x> (b;+ ¢;)x(a; + ¢;) € Aut (e;Re,)

und erzeugen je eine zyklische Gruppe Q%, 1<i<n. Die weiteren

Behauptungen sind leicht zu verifizieren.
Zu den in Lemma 22 definierten a; 4+ 1, 1 <?<m machen wir noch

folgende

ANMERKUNG. Sei Z = Z(R) und e,f;(x) mit f,(x) e Z[x] das e;Z-
Minimalpolynom von a; -+ e,€e,Z(B). Dann gilt:

(1) f.(x) ist Z-separabel, 1 <i<n.

(2) {f(x) € Z[2] [f(a; + 1) = 0} = fu(@)(@ — 1) Z[x], 1<i<m. Sei
formal (a;+ €;,)°:=¢;, 1<i<n. Dann gilt:

(3) Die Ordnung von g, ist min {ke N U {oo}|(a; + €,)* = e}

(4) Es ist 1<>i<<m{g,-, 1} fiir m <mn und G« = m {g:,1} fiir m =n.

(5) Ist char (R) = 2 und Z # {0, 1}, so wihlt man z€ 2\ {0, 1}
und a;:= ¢;z fir 1<i<m.

(6) Sei H Untergruppe von Aut (R) mit BOg(B)c RZ. Dann
gilt: Cx(Z(B)) c R™.

LemMa 23. Sei R 2-torsionsfreier Ring und G®:= X HP,
Dann gilt: o
G® ist endlich erzeugte abelsche Untergruppe von Aut (R),
B(G®) = Z(B) und R%" = Cx(Z(B)), wobei B = B(Q).

BewEIs. Sei R = @ e,R mit primen Ringen ¢;R, 1<i<n. Dann
1<i<n
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gilt
B(G*) = ®BH") = DZ(B,) = Z(B)
1<i<n 1<isn
R = @ (e:R)™ = @ Oon(Z(B.) = OnlZ(B)) -
1<i<n 1<i<n

(D) Im folgenden sei zusdtzlich Cgr(Z(B)) = BCg(B).

ANMERKUNG. Sei R PI-Ring. Nach Lemma 17.(6) gilt Cx(Z(B) )=
— BCx(B).

SATz 24. Sei R 2-torsionsfreier Ring. Dann gilt:
(1) B¢ = R°Z(R)X)B.

Z(B)

(2) Sei zusitzlich (G¢|Z(B))™ =1 und (R; |H,|-torsionsfreier ein-
facher Ring oder Artinring), 1<i<n. Dann gibt es ¢ € Z(B), so daBl

B =( @R0)QB=R'QB.

0€G|Z(B) Z(B) Z(B)¢
BEWEIS.

(1) Nach Satz 13.(1) und Lemma 23 ist R°Z(R) = R¢" = Cx(B)
und R’ = Cr(Z(B)). Mit Lemma 19.(3) erhélt man die Behauptung.

(2) folgt aus (1) mit Satz 21.

ANMERKUNG. Sei R 2-torsionsfreier Ring. Dann gilt:
B ist Z(B)-Modul mit I:= max {|H"|[1<i<n}
Erzeugenden d,, 1<k<l. Also ist

Raab - + .RGp dk .

1<kt
Nach der Anmerkung zu Satz 13 ist

.RGF - + .Racj .

1<ism

Insgesamt hat man R’ = -+ RC¢¢d, mit ¢;d.€ B = C(R°).

H

A
V/
s
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Sarz 25. Sei R einfacher PI-Ring und Z(R)+ {0,1}. Dann gilt:
(1) L(B°) = Lo(R®"), pi(B°) = pi(R), PI(R°) = PI(R%), falls R
|G'|-torsionsfrei.
(2) LR?) = L(B®), Lo(B%) = Lo(B"),

2-1pi(R") pi(B) <pi(R°”) <min {2~ pi(R¢") PI(B), 2-* PI(R<") pi(B)} <
<max {2-1pi(R") PI(B), 2-* PI(R%") pi(B)} <
< PI(R¢")<2-1PI(R¢) PI(B) .

(3) Pi(R™)L(R®") < PI(R) <PI(R°)L(R°")[Z(B):Z(R)].

BEWwWEIS. Nach Satz 13.(1) und Lemma 22 ist R® = R = (g-
-(B) = R%Z(R) und R = Cx(Z(B)).

(1) Die L-Aussage erhélt man iiber die den direkten Zerlegungen
zugeordneten Systeme von Idempotenten. Die PI-Aussage ist trivial.
Zur pi-Aussage: Sei 0% X Ideal von R¢ und 8,(X) = 0. Dann
ist 0 5= XZ Ideal von R¢ und 8,,(XZ) = 0. Sei 0 = Y Ideal von R
und 8,.(Y) =0. O.E. sei Y G-invariant. Dann gibt es 0 % ez = ¢€
€ Z(R®)% so daB Y = eR¢. Nun ist 05« eR¢ Ideal von R¢ und

Sn(eR¢) = 0.
(2) Verwende Lemma 17: Die L-Aussagen sind klar.

Zu den pi- und PI-Aussagen: Nach [2; Corollary, p. 371 und p. 61],
[6; Proposition 1.(2), p. 103] und [8; Theorem 1.4.1, p. 21 und Theo-

rem 1.4.5, p. 22] ist

2PI(C,re(Z(e:B))) = PI(e;B) PI(C,p,(e:B)) l<i<n,
und damit alles weitere trivial.

(3) Ahnlich wie bei (2) erhilt man

PI(e;Re,) = PI(C,,z,(Z(¢:B)))[Z(e.B) . Z(R)] 1<i<n.
Indem man {e;1<i<n} zu einem System primitiver orthogonaler

Idempotenter verfeinert ersieht man PI(R) = > PI(e;Re;). Nun ist
die Behauptung abzulesen. 1sisn
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SArz 26. Sei R 2-torsionsfreier PI-Ring. Dann gilt:
L(R%) = Lo(R®) , pi(R°) = pi(RT") PI(R°) = PI(R%),

falls B, |H,|-torsionsfrei, 1 <i<mn.

BEwErLs. Nach Satz 13 ist R = R = Ox(B) = R°Z(R). Nun
folgt man dem Beweis von Satz 25.

(E) Im folgenden sei G c Aut* (R) endliche Gruppe und zundchst keine
weitere Voraussetzung gemacht.

BEMERKUNG 27.

(1) Seien die Voraussetzungen von Satz 16 fir G erfiillt. Dann
gilt: R = RéZ und @ ist eindeutig bestimmt durch G|R¢c {1, ** In-
volution} und G|Z c Aut (Z).

(2) Seien die Voraussetzungen von Satz 24 fir @ erfiillt. Dann
gilt: R@ = RéB und G|Ré ist eindeutig bestimmt durch G|Réc
c {1, *[* Involution} und G|B.
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