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REND. SEM. Mat. UN1v. Papova, Vol. 66 (1981)

Determinazione delle classi di moto del solido pesante

caratterizzate da un invariante polinomiale (*).

EpviGeE Puccr (**)

1. Il moto di un solido pesante C, fissato senza attrito per un suo
punto 0, é regolato dalle equazioni di Eulero Poisson, che, proiettate
su una terna principale d’inerzia 7(0,e,, ¢, ¢;), sono, con l'usuale
simbologia:

Ap— (B— O)qr = &6,— &3,

B — (C— A)pr = &e,— &6

Cf — (A —B)pg=&,¢,— &0
(1.1)

€= G — €3¢

Co = CaP— C, 7

Ca=10,4 — P .
Queste equazioni ammettono gli integrali primi classici:
(1.2) E = Ap® + Bq® + Cr?— 2§,0,— 2&,0,— 2636, = E,

(1.3) K-¢c = Ape, + Bge, + COre; = K,

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, via Vanvitelli 2 -
06100 Perugia.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo G.N.F.M. del C.N.R.
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e l’integrale primo particolarizzato:
(1.4) E+et+ei=1.

La conoscenza di un ulteriore integrale primo indipendente dai prece-
denti permette di ricondurre il moto alle quadrature, ossia di deter-
minare, attraverso sole operazioni di integrazione, tutte le oo® solu-
zioni di (1.1) associate alla (1.4) e corrispondentemente tutti gli oo®
moti possibili di C.

Nell’ambito della ricerca di soluzioni per quadrature di (1.1) Poin-
caré [1] ed Husson [2] e successivamente per altra via Burgatti [3]
e Quatela [4], hanno dimostrato che non esiste un ulteriore integrale
primo polinomiale in p, g, 7, ¢,, ¢, ¢; Se non nei casi di Eulero-Poinsot,
Lagrange-Poisson e Kowalewsky. ]

La naturale generalizzazione del problema di Poincaré ed Husson
porta a ricercare l’esistenza di classi di oo* soluzioni di (1.1), asso-
ciate a (1.4), e cioe di classi di co® moti di C, determinabili per qua-
drature a partire da una relazione polinomiale.

Detto f(p, g, 7y ¢1, ¢y ¢;) Un polinomio in p, g, 7, ¢;, ¢;, ¢; questo puod
accadere nelle due eventualita:

a) f=0 é un invariante del sistema (1.1);

b) f = costante & un integrale primo (indipendente dai classici)
associato alla particolarizzazione di uno dei detti integrali primi o
di una loro combinazione (1).

Oggetto della presente nota é la determinazione, per un solido asim-
metrico (A > B> C, 0% G) di tutte le possibili classi di moti del
tipo a) & cioé caratterizzate da un invariante polinomiale (2).

Si riconosce che ’unico invariante polinomiale (irriducibile) per il
sistema di Eulero Poisson sussiste se e solo se il corpo rigido & sospeso
in modo che sia verificata la condizione di Hess ed é 'invariante di Hess.

2. Dato un sistema differenziale x = F(x), F(F,, ..., F,) e x(2,, ...,
x,), sia £ Poperatore di Lie [5], [6] associato al sistema.

(*) Si intende con cio [3] che la relazione f = costante sussiste non per
tutte le soluzioni del sistema (1.1) ma per tutte quelle che, oltre alla ¢} +
+ ¢} + ¢ =1, verificano l'integrale primo particolarizzato G(E, K-c) = 0.

(%) Per il caso A = B cfr. [2].
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B noto [8] che condizione necessaria e sufficiente affinché f = 0

sia un invariante per il sistema e che esista una funzione regolare
o(x), detta moltiplicatore, tale che risulti, identicamente in x (3):

(2.1) £f = of .

Riferendosi al sistema (1.1) 'operatore £ ha la forma:

. (B—C Ey05—&50,\ 0 0c—4A &30,— &1 ¢,
e

A—B Ec,—&,0,\ 0 0
+( o it —y )5+(02¢—03q)8—01+

0
Z‘}é—f-

0 0
+ (031’“017)87 + (619 —¢2p) P
2 3

B utile premettere alcune definizioni e proprietd riguardanti gli inva-
rianti polinomiali di (1.1).

DEFINIZIONE 1. Si definisce peso di un monomio la somma degli
esponenti di p, ¢, r, e del doppio degli esponenti di ¢, ¢,, ¢;.

Si dice peso del polinomio il massimo dei pesi dei monomi che lo
costituiscono.

L’operatore di Lie del sistema (1.1), quando opera su un polinomio
annulla il termine costante e aumenta di 1 il peso di ogni monomio
di peso non nullo, e quindi aumenta di uno il peso del polinomio.

Da questa osservazione e dal principio di identitd dei polinomi
discende ovviamente il

LeMmA 2.1. Il moltiplicatore di un invariante polinomiale del si-
stema (1.1) e un polinomio di peso 1.
Un’analisi piu accurata permette di dimostrare il seguente

TEOREMA 1. Ogni invariante polinomiale che non sia equipesato
¢ la somma di invarianti polinomiali equipesati di peso non nullo;
ai singoli invarianti equipesati é associato come moltiplicatore lo stesso
polinomio equipesato di peso 1, cioe p = ap + bg + cr.

(®) Ovviamente se il moltiplicatore ¢ & identicamente nullo, f = 0 & un
integrale primo particolarizzato del sistema.
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DiMm. Dalla (2.1), tenuto conto del lemma 2.1, si ottiene per ogni
polinomio non equipesato:

Lh+Cthat+..+Lh= (01 + 0)fa + facr + oo + 11+ fo)

avendo indicato con f; i termini equipesati di peso j.
Dal principio di identita dei polinomi si ottiene:

0fo=0

efo+ @fi =0

efi+efin="=%4 (@(=1,..,h—1)
euh=Eth.

Supposto per assurdo g, = 0 da queste si ottiene f, = f, = ... = f, = 0;
posto allora g, = 0 si ottiene f,=0 e Lf,= o.f; (=1, ..., h).

TEOREMA 2. Ogni polinomio invariante non primo (riducibile) & il
prodotto di polinomi primi invarianti.

Dim. Sia f un fattore primo del polinomio invariante f. B allora
f=7FF con 7 non divisibile per }.

Applicando ’operatore di Lie si ha:

K1 Tef + o7 = oftF

e quindi

kfEf = (ef — £D]
poichd f & primo e non & contenuto in f, deve essere contenuto in £f
e quindi &

e — 7f .

In base ai teoremi 1 e 2 la ricerca degli invarianti polinomiali é ricon-
dotta a quella degli invarianti che siano polinomi primi equipesati.
Ogni invariante polinomiale & ottenibile sommando prodotti di inva-
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rianti polinomiali primi. Si ottiene un invariante se e solo se ai singoli
addendi é& associato lo stesso moltiplicatore.

3. Per il seguito conviene decomporre ’operatore di Lie del si-
stema (1.1) nella somma dei tre operatori:

B-—C C— A A—B 0
=T+ T e G
£, = 5203 &ey 0 + Ese,— &6, 0 Ee,—é&y6, 0

T4 5 B T 0

0 0 0
£ = (02"'—034)30—1 -+ (03])—0,7')% + (clq—ozp)a? ’

2

e serivereil generico polinomio equipesato di peso s nella forma:

(3.1) f = z Qa—2k,k

k>0,8—2k>0

con @, polinomio omogeneo di grado & in p, ¢, r e di grado %k in ¢,,
Cay Cs.

L’operatore £, annulla i polinomi ¢, e trasforma i polinomi @,
(h>1) in polinomi @,.,,, cio¢ in polinomi omogenei di grado h +1
in p, ¢, r e di grado k in ¢,, ¢,, ¢;; ’operatore £, annulla i polinomi @, ;
e trasforma i polinomi @, (h>1) in polinomi @;_,:.,; loperatore £,
annulla i polinomi @, , e trasforma i polinomi @, ; (k>1) in polinomi
Qpn-

L’equazione

L. + Cf + S f = of

per il principio di identita dei polinomi risulta verificata se e solo se
sono verificate le relazioni:

(3.2) £1Q3—2k,k + £2Q3—2(k+1),k—1 + £3Qs—2k,k = QQs_zk,k k=0,1, ey <S‘/2

con la convenzione che £,0,,.=0 se k<0 0o k<<O.
La prima di queste equazioni (h = 0) ha la forma:

(3.3) £1Q.,0 = 0€Q+,0
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per essa sussiste il seguente

TEOREMA 3. Ogni soluzione non identicamente nulla di (3.3) con ¢
non identicamente nullo ¢ del tipo

In]
(3.4) Qo= (ap -+ I_Z“l ﬁ"‘) Qs-—l"l»O(If’ n, con o =mnbq, n#0€c%Z,

essendo « = VA(A — B), f =V C(B— (), b=+ (A — B)(B— ()/AC,
Qs—jnj,0(K, T) polinomio omogeneo in K = a?p>— f2r2 e T = Ap* +
+ Bg® + Cre.

DiM. In base al teorema 2 che sussiste chiaramente per ’operatore
£, & sufficiente limitare la ricerca degli invarianti a quelli irriducibili.
All’operatore £, é associato il sistema differenziale di Poinsot per il
quale sussistono i due integrali primi algebrici indipendenti:

(35) azpz_ ﬁ272 — 71
(3.6) Ap® + Bg® + Or2=1,.
Le traiettorie in R3(p, q, r) (polodie) sono dunque parti di curve alge-

briche del 4° ordine, simmetriche rispetto ai tre piani coordinati.
Per l'invariante @,, si hanno due possibilita:

1) la superficie ,, = 0 ¢ formata genericamente da quartiche
irriducibili;

2) la superficie @, , = 0 contiene una infinita di coniche che sono
parti di quartiche degeneri.

Nella prima eventualita, tenuto conto che @, , & omogenea, @,, = 0
rappresenta un cono simmetrico rispetto ai tre piani coordinati. Cid
¢ possibile soltanto per s pari e con

Q.0 = P(p2 q% r?)

essendo P polinomio omogeneo di grado s/2.
La (3.3) diviene:

B—C\ oP C—A\oP A —B\oP
o0 2| (5 )+ (5 ) (o) =

= (ap +bg +or)P.
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L’identita tra i due polinomi, espressa dalla (3.7) non pud realizzarsi
se non quando i due polinomi sono identicamente nulli, perché nessun
monomio del primo polinomio ¢ simile ad aleun monomio del secondo
polinomio. Pertanto o & P = 0 oppure, essendo o = 0, P ¢ un integrale
primo del sistema £, e quindi ¢ P = P(K, T).

Per quanto riguarda la seconda eventualita, si osserva che le quarti-
che, intersezione di (3.5) e (3.6), si spezzano solo quando ¢ y, =0
e in tal caso esse sono le intersezioni di (3.6) con il piano ap + fr =0
oppure con il piano ap — fr = 0.

Se la varieta contiene oo! coniche di uno di questi piani, essa con-
tiene il piano e, essendo irriducibile, coincide con esso.

In definitiva gli invarianti irriducibili sono Q@'= ap + fre Q"= ap —
— pr con moltiplicatori bg e — bg rispettivamente. Ogni altro inva-
riante & quindi del tipo (3.4). Un controllo diretto permette di indivi-
duare l’espressione del moltiplicatore.

Qualora siano @,_,, identicamente nulli per ¥ = 0,1, ...,j—1, la
prima equazione delle (3.2) &

(3.8) £1Qs_2ii + LaQs_2is = 0Qs_si,; -

Per essa sussiste il seguente

TEOREMA 4. Ogni soluzione non identicamente nulla con g non
identicamente nullo di (3.8) e del tipo:

n lnl
Qs—2i,5 = (0610 + mﬂr) Qs—|nj—2i,i( K, K¢, T, 0)
con p=mnbg, n#0€Z,

Qshln,_m-,,. polinomio omogeneo di grado j in ¢, ¢, ¢; a coefficienti
polinomiali omogenei in p, q, r ¢ ¢ = ¢ + ¢ + .
DiM. Essendo

j—h ke
H; ;11,12 0 r)ey ey ey
0

Qs—2:i,:i =
h,
h

Ui

condizione necessaria affinché @,_,;; sia soluzione di (3.8) & che

(3.9) D(p, q,7) =h kio(f— B) Wb — k) W) VHF g, i, (D) @5 7)
Wk
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verifichi ’equazione

(3.10) £, =200 .

Infatti, dovendo la (3.8) essere identicamente verificata (in p, ¢, 7,
¢, €, €;), devono annullarsi (identicamente in p, ¢, r) i coefficienti
di ™k *ck per ogni hy k=0, ...,]; h>k.

Si ottiene quindi il sistema

(3.11) ¢, Hi~h,h—k,k+ (j—h+1) [TH:i—-h+l,h—k——l.k—" qu—h+1,h—k,k-1]+

+ (h—k +V)I[PH; pp—rr1,6-1— TH; pyn—n+1,6] +
+ (B + D [qH; p—1,n—r,641— PHj g n—p—1,541) = 0H;_pp_1.x

convenendo che sia H, , , = 0 se almeno una delle a; < 0.

La (3.10) si ottiene moltiplicando ognuna delle (3.11) per
(kYU h— E)Yj — h)!H;_4 3, € sommando.

Dal teorema 3 & dunque

Il
(3.12) ¢=(ap+%ﬁr) P(K,T), Q:;—an, m#0eZ.

Da (3.9) e (3.12), essendo ap + (m/|m|)fr uno zero reale di ordine |m|
per @ si ha che ap + (m/|m|)fr & uno zero reale di ordine |m|/2 per
ognuna delle H; ,;_;; e quindi m =2n e

n

[n]
H; ppp,p= (OCP + m ﬁ"’) K pon—tyk -

Ne segue che &

n Inl
Qs—2i,5 = (“P + /37") Qs—n|—2i,i -

||
La (3.8) & verificata se e solo se &
lea—InI—-Z’i,i + gs@s—lnl—m‘,i =0

e quindi Q,_M_z,-,,- deve essere un integrale primo del sistema di Poinsot-
Poisson. Questo sistema ammette i quattro integrali primi polinomiali K,
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K-:¢c, T, ¢ e non ammette un ulteriore integrale primo polinomiale
indipendente (*), onde l’asserto.

Dai teoremi 3 e 4 si ha dunque che la prima equazione non identi-
camente nulla delle (3.2) ha per soluzione:

n

in]
|n|ﬁ7‘) Qs—ln[—Zz‘,i (KyK'c7 T’ 0)7

313 Qusis=(ar +
o = nbqg, n=~0€cZ.
4. La successiva equazione delle (3.2) é:

(4.1)  €Qsi—2,;11 + LaQs_njs,j11=109Qs o5 5 ;11— L2Qs_; ;

con Q,_, ; dato da (3.13).
Per la (4.1) vale il seguente

TEOREMA 5. Condizione necessaria affinche la (4.1) ammetta solu-
zione & che risulti £,(ap + (n/|n])fr) = 0. Questo avviene se e solo se
sono verificate le condizioni & = 0 e & Ca = (n/|n|) &, Ap.

Per la dimostrazione di questo teorema occorre premettere i se-
guenti lemmi:

LeEMMA 4.1. L’equazione

(4.2) £,Qn1 + C3@n s =nbqQy . + op(ap 4 Br) + @y 1 K €+ wppq, 120

n>1, k>1, w,; polinomi assegnati omogenei equipesati di grado A
in p, q, r e di grado k in ¢, ¢,, ¢; non ammette soluzioni che non siano
nulle sulla varietd V:ap + fr =0, K-¢ =0, ¢ = 0; le sue eventuali
soluzioni hanno dunque la forma:

(4+.3) Q= Qp—1,1(ap + pr) + Qn—1,i-1 K¢ +Qy 1_sc.

(%) L’esistenza di un ulteriore integrale primo polinomiale comporterebbe
una periodicitd nel moto che non si riscontra, e comporterebbe inoltre una
dipendenza algebrica della soluzione generale dalle costanti di integrazione,
fatto pure questo che non si riscontra nella espressione della soluzione gene-

N

rale ricavabile, come & noto, per quadrature.
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Dim. L’equazione (4.2) comporta che la restrizione @ di @, ;. sulla
varietd V sia un invariante con moltiplicatore che sia la restrizione
su detta varietd di nbq.

La varietd V si spezza nelle due varieta:

Vi r=—yp, a=iVatad, gq=pro—du
iBVe: + ¢
Y BT Cycs— Ac
V': r=—yp [ :—7,'\/02"}—02 = ——3—‘_____—1"‘
YD, 2 1 39 q p—?:B\/Gf—FO:’

con y = afp.

Ciascuna di queste varieta risulta parametrizzata nei parametri p,
¢, C3 © la restrizione del polinomio @, ; espressa in funzione di questi
parametri assume la forma (5):

_ iVt dPiles, &) + Piler, )]
(j:iB\/c‘i+c§)‘

(4.4) Q

con t<h, P, e P, polinomi omogenei di grado ¢t + k¥ —1 e ¢t 4+ k rispet-
tivamente. La restrizione dell’operatore £, + £, (°) é:
_B—C Cyes— Ac,
4’ +iBVe? + ¢t
. Byci + Ac, 5+ y(B—C)c;
é = - el P
+iBV c: 4+ ¢k

2
’

I

(B—A)ci+ Cye,es+ Bcgp
+ iBVe? + ¢

3 —

L’equazione (4.2) comporta che P, e P, verifichino le equazioni

opP,
(Bycﬁ + Ae,e;+ y(B— 0)0§) o, +
1
. o\ 0P,
+ ((B—A)ci + Cyeyos+ Boa) oo, 0aPa,
3

(°) I segni + e — si hanno nelle restrizioni su V' e V' rispettivamente.
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a=1,2 con

0= ey[Bt—h—n—1) + C(h + n)] +

+ ¢[Bt —h—n—1) + A(h + n)]
(&}

0: = y[B(t—h—mn) + C(h + n)] + e[B(t—h—n) + A(h + n)].
Essi devono dunque essere invarianti del sistema

¢, = Byc; + Ae,e; + y(B— 0)c;

é; = (B— A)c + Cyeye; + Bel
con moltiplicatori o, e g, rispettivamente.

Dalla teoria dei raggi invarianti (®) si riconosce che il sistema am-
mette i tre invarianti irriduecibili:

I, = ¢ + ic,

con moltiplicatore  ¢,[By + ¢(4 — B)] + ¢[B + iy(B — 0)]

I, =¢,—ic;

con moltiplicatore  ¢,[By — ¢{(A — B)] + ¢[B — iy(B — 0)]

&
Il

(A—B)e, +y(B—C)e
con moltiplicatore  Cye, + Ae, .
Ogni altro invariante ha per moltiplicatore una somma dei molti-
plicatori trovati. Con nessuna somma di questo tipo ¢ perd possibile

ottenere i moltiplicatori g, e g,; ne consegue che P, e P, sono identi-
camente nulli; & pertanto nullo @ e quindi @, ; ha la forma (4.3).

LEemMMmA 4.1I1I. I’equazione
(4.5) £1Qn1+ L3Qnr = nbq@Qy 1.+ opplap + fr) + wp p—1kc + wp_y 1 T
n>1, h>1, k>1 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla

(°) Cfr. [7], pag. 63.
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varieth W:ap +fr=0, K-¢c=0, T =0. Le eventuali soluzioni
hanno dunque la forma:

(4.6) Q= Qh—l,k(“]’ + pr) + Qh—l,k—lK'0 + Qh—z,kT .

Dim. L’equazione (4.5) comporta che la restrizione @ di @, sulla
varieta. W sia un invariante con moltiplicatore che sia la restrizione
su detta varietd di nbq.

La varietdh W si spezza nelle tre varieta:

. A .
W p:—gfr, q_—_—’l,%fr, 03_——Gﬁcl—@—0ﬁcz,
. A .B
W P=—§7’, q:@‘%r, 03=0_f¢’1+¢“07027

con u=vVC(A—C) e A=VB(4A—B).

Essendo h>1 la restrizione di @, su W' é nulla.

Le varieta W’ e W’ sono parametrizzate nei parametri r, ¢, ¢,
e la restrizione di @, su dette varietd assume la forma:

(4.7) Q = r"Py(ey, )

con P, polinomio omogeneo di grado k.
L’operatore £, + £, ha come restrizione:

. .l/(B—C)(A——C) .
a F1 ___AB_._r
b= ki VAB— 0)( VA O ti BAOcz),

. T —_ A—C .1/B—C
cz—m\/B(A—C’)(—-—V——B—clj:@V—A-—02),

dove il segno superiore vale per la restrizione su W” e quello inferiore
per la restrizione su W’
i consideri la restrizione di @, su ; 'equazione (4.5) si tra-
Si consideri 1 t di @,, W"; Teq 4.5 t
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duce nella

(A

apk VB(A—C0) (A 0) aPk)
oc,

A—C 1/B—C : B—C)4—C
(——V B ¢+ 1 1 cz)zft(h—l-n)‘/(—*j)%——)l’k
e comporta quindi che P, sia un invariante del sistema
A—C B—C
- B\/A(B C')( 01—{—@‘/ ) 02),

—_— A—C B—C
- (_ —'——01_!‘7' 02)7

6 =

6y =

A—

con moltiplicatore
. B—-0)(4—-0)
#h - ) V T 4B

Dalla teoria dei raggi invarianti si riconosce che il sistema ammette
i due invarianti irriducibili:

, ]/A C B—C
I =— ¢, -+ ic, —

con moltiplicatore —~iV

(B—0)(4—0)
AB ’

=VB(4—C)e,—ic,VA(B—C) con moltiplicatore 0 .

In nessun modo & possibile ottenere il moltiplicatore assegnato come
somma dei moltiplicatori. Analogo ragionamento puo ripetersi per la
varietd, W’. Si deduce quindi che & nulla la restrizione di @,, su W
per cui vale la (4.6).

LemMmA 4.1II. L’equazione
(4.8) £1Qn,x + L3@n,x = nbqQy s + wpp(ap + Br) + wy 1 K-

n>1, k>1 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla varieta U:
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ap + pr =0, K-¢ = 0. Le eventuali soluzioni hanno dunque la forma:

(4.9) One = Qn—1,(ap + pr) + @u_q,x—1 K c.

Dim. In base al lemma 4.I il polinomio @, , ha la forma (4.3).

Supposto per assurdo che @, ,_, non sia identicamente nullo su U
la sua restrizione @ deve essere, in base alla equazione (4.8) un inva-
riante per la restrizione di £, + £; con moltiplicatore la restrizione
di nbq; infatti ¢ & un integrale primo anche del sistema ridotto. Posto
Q=1¢Q con j>0 e Q non divisibile per ¢, Q' interseca la varietd
¢ = 0 dando luogo ad un invariante del tipo (4.4) sulla varietd V.
Poicheé, come si & visto, un siffatto invariante non esiste, & assurda

I’ipotesi che @,,;_, non sia identicamente nullo sulla varietd U; & quindi

On,k—2 = Qn—1,5—2(ap + PBr) + Qu_1,x—3k-c.

onde lasserto.
In maniera analoga si dimostrano i seguenti lemmi:

LeMMA 4.IV. L’equazione

/

£1Qn,x + L3Qni = nbqQy i + wpxlap + Br) 4+ wp—q,x¢

n>1, k>2 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla varieta
U': ap + fr = 0, ¢ = 0. Le eventuali soluzioni hanno quindi la forma:

Q= Qn—1,6(2p + Pr) + @n,x—20.
LeMMA 4.V. L’equazione
L1Qnk + L3@n= 10qQn i + wpplap + Br) + wp_y T
n>1; h, k>1 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla varieta

U':op +pr=0, T=0. Le eventuali soluzioni hanno dunque la
forma:

Qne= Qn—1,u(xp + pr) + Qn—2,,T .

LeMMA 4.VI. L’equazione

£1Qn,% + L3@ne = nbQQy i + wpp(ap + pr)
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n>1, k>1 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla varieta
oap + fr = 0. Le eventuali soluzioni hanno dunque la forma:

Qne = Qn—1,u(xp + Pr) .

Con iterate applicazioni dei lemmi precedenti si dimostrano i due se-
guenti

LemMMA 4.VIII. Ogni eventuale soluzione @, , di
(4.10)  £,Qnx + £5Qn = nbgQs i+
+ On—my 11,600 + Br)™ + Op ity my kK €™+ Opta,k—2m, €™
n, ky my, my, my>1 ha la forma:
(4.11)  Qup= Qn—r,x(ap + A7) + Qre iy k—m, K €™ + @, —2m, €™

I = min (n, m;), con Qs_p. 1—m, =0 88 & Wy i1 m j—m, =0 0 h—
—my,+1=0 e con @, y_s,, =0 56 & Wy41,5—2m, = 0.

LemMmA 4.VIII. Ogni eventuale soluzione @, di

(4.12)  £Qn 5 + C3@ni = nbqQp 1 + Op—p,1,1(2p + Br)™ +
+ On1—my, k—m K €™+ Op 1o ™

con h, n, k, m;, my,, my>1 ha la forma:

(4.13)  Qur= Qu_rx(ap + Pr)' + Qi k—m, K €™ + Qn—gy, i T™
con Qu_p k—m, =0 88 Opi1_p g—m,=0 0 h—my +1 =0 e con
Qh—2m.,k =0 se DOp +1—2mg,k — 00h— 2m4 +1=0.

LEMMA 4.IX. L’equazione

(4.14) £1Qn,% + L3@nx = wpi(ap + Br) + oy -1 K-¢ 4+ Wp41,5—2€
k>1 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla varietd V. Le
eventuali soluzioni hanno dunque la forma (4.3).

DiM. @, deve essere tale che la sua restrizione su V sia un inte-
grale primo algebrico e quindi una funzione algebrica y della restri-



100 Edvige Pucci

zione di T su detta varietd, essendo 7' I'unico integrale primo algebrico
su questa varietd. La restrizione di T su V (parametrizzata in p, ¢,
¢;) &

i (Cye, + Ac,)?

o0 ) = e b o

mentre la restrizione di ¢, ¢ data da (4.4). Si riconosce che & » = 0.
Infatti per ottenere che W(T(p, e1,¢5)) sia del tipo (4.4) & necessario
che sia y(T) = u,T"? e che sia

(Cye, + Aeg)* 4+ Vel c2 Pi(ey, ) + Py (e, C5)
"B +e)pr [+iBVe! + ci]t

Poiché P, ¢ un polinomio omogeneo di grado ¢ -+ k questa relazione &
verificata soltanto se ¢ yy =0, P, = P, = 0.
Essendo nulla la restrizione su V, @, ha la forma (4.3).

LeMMA 4.X. L’equazione

L1@Qnx + L@ = wpp(ap + Br) + o -1 K¢ + wp_q, T

hy, k>1 non ammette soluzioni che non siano nulle sulla varietda W.
Le eventuali soluzioni hanno dunque la forma (4.6).

DiM. @, ha restrizione nulla su W', ed ha restrizione del tipo (4.7)
su W’ e W” (parametrizzate in r, ¢,, ¢,). Poiché, come si controlla age-
volmente, non & possibile ottenere (essendo & >1) @ come funzione alge-
brica della restrizione di ¢(?) su W’ o W’, si riconosce, essendo nulla
restrizione di @, su W, la validita della (4.6).

LeMma 4.XI. Ogni eventuale soluzione @, , di
£,@nx + L3Qnp = wppap + Br) + wp— K-
k>1 é del tipo ‘
(4.15) Qi = Qn—1,1(eP + Br) + Qn_q,x—1K ¢ + Qoo T"*c*?
con @, , costante nulla se & o k sono dispari.

() ¢ & 'unico integrale primo algebrico sulla varieta W.
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Dim. La restrizione sulla varietd U di @, deve essere un inte-
grale primo algebrico e quindi una funzione algebrica ¢ della restri-
zione di 7' e ¢ su detta varietd (8). Parametrizzata U in p, ¢, ¢,, ¢,
¢ coincide con la sua restrizione, mentre le restrizioni di 7' e @, sono
rispettivamente:

T = p*[(4 + COy*) B¢ + B(Cye; — Ac)*]/Bc;
Q = p"Plcy, ¢y, ¢;)/(Be,)t P polinomio di grado ¢ + &, t<h.

Si riconosce che &

Q = (T, ¢) = p, T"2c¥?  pu, = costante.

Risulta nulla su U la restrizione di @, — Qo T"2c*? e quindi @, ha
la forma (4.15).

LeMmA 4.XII. Ogni eventuale soluzione @, di

£1@Qn1 + L3Qnx = wpn(ap + fr)
e del tipo

(4.16) O = (ap + ﬂr)Qh—l,k + P(K-¢c, T,0).

DimM. @, deve essere tale che la sua restrizione sulla varieta ap +
+ fr = 0 sia un integrale primo polinomiale e quindi una funzione
polinomiale delle restrizioni su ap + fr =0 di K-¢, T, ¢ che, come
si riconosce, sono polinomiali (?). Risulta dunque nulla su ap + fr = 0
la restrizione di ¢,,, — P(K-¢, T, ¢) essendo P un polinomio omogeneo
equipesato. Ne segue che @, . ¢ del tipo (4.16).

OSSERVAZIONE. Considerando invece di Q@'= ap + fr, Q" = ap — pr
si ottengono con gli stessi procedimenti dei lemmi analoghi ai prece-
denti 4.IX, 4.X, 4.XTI, 4.XTI.

LeEMMA 4.XTIT. Ogni eventuale soluzione @, di
L1@nx + L3@nx = Oni1—2m,xlap + Br)™(ap — pr)™

(®) T' e ¢ sono i soli integrali primi algebrici sulla varieta U.
(®) K-¢, T, ¢ sono i soliintegrali primi polinomiali sulla varieta ap + fr = 0.
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& del tipo
Qh,k = (ap + pr)™(ap — ﬂ"')mQh—zm,k + P(K,K-¢, T,0).

La dimostrazione si ottiene con iterate applicazioni del lemma 4.XTT,
e utilizzando ’osservazione precedente.

Dim. TEOREMA 5. Si dimostra questo teorema nel caso n>0, es-
sendo l'altro caso perfettamente analogo.
Scritto

Qs—Z;‘,a‘ = (“p + ﬁ,r)n+m(ap - ﬂr)sz—2(5+m)—n,j(K’ K‘O, T) 0) m>0

Qs—2( +my—n,; Primo rispetto a K, nella (4.1) £,Q, ,; ; assume la forma
esplicita:
(4.17") £5Q,—g;,;= (ap + Br)**™(ap — Br)"~*{Q'(ap + Br) + (n + m)-
“(ap — Br) Lolap + pr)[wiK ¢ + 0, T + wzel}  se m>1
e
(417")  £2Qy—g;,; = (op + Br)" "1 {Q"(ap + Pr) + nlafep + Pr)-
‘[wiK-¢c+ 0;T]} 88 m=0.

I polinomi v’ e »” sono omogenei ed equipesati e le forme tra paren-
tesi quadra sono omogenee ed equipesate (1°); tali che

w; = w;(K"” T,¢), w; = w;(T7 ), w; = (,();(0) ’
w'{=w'£(K~c, T,0), wzzw;(Ty o).
Escluso il caso in cui sia £,Q,_,; ; identicamente nullo (nel qual caso
¢ ovvia la necessita della condizione L,(ap + fr) = 0), utilizzando i

lemmi 4.VII e 4.XIII, si riconosce che la (4.1) & verificata se & m > 0
se e solo se &

Qs—s+1),i+1= (P + Br)" [K™ 'Q_s¢ +my—n,i+1 + P(K, K-¢, T, ¢)]

(*%) Si osservi che, essendo Q;_s(;+my—n,; Primo rispetto a K le forme tra
parentesi quadra non sono identicamente nulle.
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CON Qo +my—n,ij+1 SOluzione di

(418’) f—le—2(.1‘+m)—n,j+1 + i::JQ.‘;—2(7'~i—7rr;)-—n,9'+1 =—0

ge & m=0 se e solo se &

Qs—2ii+1),5+1 = (&P + Br)" Qs si—n—1,i41
con @, o ,_1,;+1 Soluzione di
(4'18”) Ele—2a’—n—1,5+1 + ﬁst—%—ﬂ—l,f-}—l = bQQs—zj—n—1,5+1 - ¢”

in cui per brevita si sono indicati con @' e @” i termini tra parentesi
graffa in (4.17') e (4.17") rispettivamente.

Caso m > 0 — equazione (4.18').

Essendo w; = y,¢/2~! con p, costante si hanno le due eventualita:
70 = 0 (necessariamente per j dispari) oppure y,5= 0.

L’eventualita y, = 0 8i ha se e solo se, essendo la forma tra paren-
tesi quadra in (4.17') pura in ¢, 6 8§ — 2(j + m) —n = 0; si ha allora
anche w; = wg=0 e Qp,; = y,¢'

La (4.18" assume la forma semplificata:

£3Q0,i+1 = — ¢yy[(n + m)(ap — pr) Lo(ap + pr) +
+ m(ap + fr) Lay(ap — fr)]

Con una verifica diretta si riconosce che affinché questa equazione abbia
soluzione & necessario che sia & = &, = &, = 0 e quindi in particolare
Lo(axp + pr) = 0.

Nell’eventualith 7, =0 & s—2(j +m)—n>1. Essendo «, =
= p, T(s=20+m=n)/2=16il2 con 5, costante si hanno le due eventualita
y1=20 0 y,5% 0.

Se y; % 0 (caso che avviene solo per s — n e j pari), dai lemmi 4.IX
e 4.X applicati iterativamente si ha:

Qs—2(i+m)—n,a‘+1 = Qs—2(i+m)—n—1,i+1(ap + ﬁ"') + Qs—2(5+m)-n—1,iK'c +
+ Qo 1T(s—-2(:i+m)—n)/2cil2 .
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Sostituendo in (4.18’) si ottiene
£3Qo,s = yi(ap — Br) Ly(ap + fr) + poK ¢ + py(ap -+ Br)

con u, costante e u, forma lineare in ¢,, ¢, ¢.

Con una verifica diretta si riconosce che affinché questa equazione
abbia soluzione & necessario che risulti £,(ap -+ pr) = 0.

Se & y, = 0 si riconosce dal lemma 4.XI che &

Qs—2(j+m)—n,5+1 = Qs—-2(5+m)—n—1,5+1(“1’ + ﬂ") + Qs-z(i+m)—n—1,5K‘0 =+
+ Qo0 s—2G+m)—n)/2 oG +1)/2

con Q=0 86 s—mn o j + 1 sono dispari.
Dalla (4.18') si ha

!

£1Qs—2G+m—n—1,7 T Ls@s—26+my—n-1,; = — ¥

con u' che ha la stessa forma di @'.
Procedendo in analogia a sopra con successive applicazioni, si
arriva a considerare il caso in cui sia:

0y =y, K-¢~2"1T0¢" g = (s —3—2m + 20— n)/2

con y, costante non nulla.
Applicando iterativamente, il lemma 4.XI risulta

Qs—26 +my—ni+1 = Qs—26+m—-n—1,i+1(0P + Br) + Q2q,2041 K¢~ +
+ Qo0 (s—2G+m)—n)i2 oG +1)/2

e dalla (4.18') si ha

(4-19) £1Q2a,211+1 + £3Q2a,2v+1 =
=y, T%ap — pr)c®(n + m)Ly(ap + pr) + 2*(ap + Pr) .

Se & a = 0 1a (4.19) & verificata, come si & gid riconosciuto, solo se &
Lo(ap 4+ pr) = 0; la stessa condizione si riconosce anche nel caso a > 0,
utilizzando il lemma 4.X.

Caso m = 0 — equazione (4.18").



Determinazione delle classi di moto del solido pesante ecc. 105

Essendo w, = 8,¢/2T¢~2-m/2=1 con §, costante si hanno le due
eventualitiy 6, = 0 (necessariamente per j o s — n dispari) oppure d, 5 0.
Se & 0, 7% 0, @_p;_y_1,;-1 per il lemma 4.VIIT & della forma

(4-20) Qs—2a’—n—1,i+1 == Qs—2i—n—2,i+1(ap + ﬂ’l‘) + Qs——2a’—n—2,iK'c *

Si riconosce agevolmente che, affinché la (4.18") sia verificata deve
risultare Cy(ap + fr) = 0.

Seéd, = 0 dal lemma 4. VII Q,_,;_,_, ;+, ha ancora la forma (4.20),
e dalla (4.18") si ha

"

£1Qs—2i—n—2, + L3Qs—sjn—2,; = bqQs—2j—n—2,;— ¥

con y” polinomio che ha la stessa forma di @”.
Procedendo in analogia a sopra con successive applicazioni ei si
riporta a considerare il solo caso in cui sia

0] =0, K =21 %" §,20, a=(s—3j—mn+2v)/2.
Dai lemmi 4.VIT e 4.VIII si ha

Qs—9i—n—1,j+1 = (P + ﬂr)Qs—Zj—n—z,;Hl .

Affinche la (4.18") sia verificata & agevole riconoscere che deve risul-
tare Ly(ap + fr) = 0.

5. Si & riconosciuto che un invariante polinomiale pud sussistere
soltanto se il corpo rigido ¢ sospeso in modo da verificare le condizioni
& =0 aC& = (nf|n]) PAE, e cioé di soddisfare la condizione di Hess [X];
a detto invariante & associato il moltiplicatore nbq.

Per il solido sospeso alla Hess, come & noto, sussiste 1’invariante
I, = (axp + (n/|n])pr)l"l con moltiplicatore nbq.

Ogni altro invariante I, con moltiplicatore nbq ¢ tale che

I,/I, = costante

¢ un integrale primo del sistema di Eulero Poisson.

E noto altresi che il sistema di Eulero Poisson non ammette inte-
grali primi fratti che non siano funzioni dei tre integrali primi poli-
nomiali #, K-¢, ¢ [9].
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Si conclude quindi che ¢
I,=I,P(K-¢, T—U,c).

Si pud quindi enunciare il

TEOREMA 6. IL’unico invariante polinomiale irriducibile per il
sistema di Eulero Poisson & I = ap + (n/|n|)pr; questo invariante sus-
siste se e solo se il corpo rigido asimmetrico & sospeso in modo che sia
verificata la condizione di Hess:

&E=0, aCf, = (’I’L/I%‘)ﬁAEI

(¢ = VAA—B), B=VC(A— () ed & linvariante di Hess.
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