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Strutture esistenzialmente complete
per certe classi di anelli.

CARLO TOFFALORI (*)

SUMMARY - For every m &#x3E; 2, we consider the class 3tm of commutative

rings whose nilradical is nil (nilpotent) of exponent m : we prove
that (6fll§%) is not an elementary class.

Considereremo le classi 9 rn degli anelli commutativi unitari R
il cui nilradicale N(.R) sia nil (nilpotente) di esponente m prefissato.
Dimostreremo che, per ogni m tale che 2 c m  oc, la sottoclasse degli
anelli esistenzialmente completi in Xlm non è elementare. I casi
m = 1, m = oo sono già considerati nella letteratura ([2], [3], [6]).

Si rimanda il lettore a [1] per le premesse di algebra commutativa,
a [4] per quelle di teoria dei modelli; sulle ultrapotenze e sulle loro
proprietà, si veda [5].

§ l. Sia 9 m la classe degli anelli commutativi unitari R tali che il
nil-radicale N(.R) è nil di nil-esponente m (cioè, per ogni a E N(R),

0 ) . Questa ultima condizione è facilmente esprimibile al 1° or-
dine nel linguaggio .L = (+, ., -, 0, 1) degli anelli commutativi uni-
tari tramite l’enunciato

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « U. Dini », Università, Viale

Morgagni 67/A - 50134 Firenze.
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Chiaramente, infatti, se R E 9 m, y .R soddisfa cpm. Viceversa, ammet-
tiamo che .R soddisfi cpm, e sia a E N(R), cos  che an = 0 per un oppor-
tuno n &#x3E; 0 : si può supporre n = 2km, con 1~ ~ 1. Segue

cos  che

Ripetendo k volte il procedimento, si ottiene infine a- = 0.

Supporremo d’ora in poi m&#x3E;2: i casi m = 1 e m = 00 saranno

discussi al termine del paragrafo.

LEMMA 1. Se R c- %,,, appartiene a 

DIMOSTRAZIONE. Si noti che R’ è estensione di R, e che un poli-
nomio p(x) è equivalente a O in R’ se e solo se, posto p(r) =

t~

si ha

Sia dunque = O in .R’, segue in R[x]

quindi p(x) e, di conseguenza, p-(x) sono nilpotenti in .R[x], inoltre
pó» = 0. Dunque p-(x) = 0 in R’.

OSSERVAZIONE. Conviene mettere in evidenza che in 1~’, non

divide xm : altrimenti, si avrebbe in .R[x], per un opportuno polino-
mio q(x), xm - x-+lq(x) E N(R[x]) e quindi, in particolare, 1 E N(R)
(assurdo).

LEMMA 2. Se ed allora R’ = ax2) appar-
tiene a 9 m.

DIMOSTRAZIONE. Va provato che, se p i appartiene a
R[x], allora
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Sia p2-(X) = (~2013 ax2) q(x) per un opportuno polinomio i
Confrontando i coefficienti si ha:

e, ancora, per ogni i = 1, ... , 2mn - 1, il coefficiente del termine di

grado i in p2m(x) eguaglia qi-1 - aqi-2 (ponendo q-~ = 0); più preci-
samente,

dove la somma è estesa a tutte le sequenze di naturali ( hio , ... , 

tali che

e Chio...htn rappresenta un’opportuna costante. Infine, per i = 2mn, si ha

Segue

e, ancora,

per ogni i = 0, ... , 2mn - 2, dove, per ciascun i, la somma si intende
estesa a tutte le sequenze di naturali (hio, ... , sopra descritte.

Sommando membro a membro le precedenti eguaglianze, si ottiene

cos  che
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È nostro proposito trovare un polinomio tale che

e, per ogni i = 1, ... , mn -1, posto r_1 = 0,

(dove la somma è estesa a tutte le sequenze di naturali ( lcio , ... , kin )
tali che kio + ... + kin = m e 0 ~ ki, -~- ... + n ~ kin = i, e dku... kin è
un’opportuna costante), finchè

La prima di queste eguaglianze è già stata provata; dalle successive
(fino alla penultima) è possibile ricavare ro , ... , rmn-2 , cos  che resta

semplicemente da provare l’ultima uguaglianza, che segue tuttavia da

LEMMA 3. Se R E ~~, .R’= R[x]j(xn, rx: r E N(.R)) appartiene a ~~n,
per ogni n tale che 2  n  m.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo per semplicità con I l’ideale (xn,
rx : r E di .R[x]. Ogni polinomio di R[x] è equivalente modulo I
ad un polinomio della forma

con ao, a~,..., E .R. Inoltre un tale polinomio appartiene ad 1
se e solo se

Sia dunque tale che appartiene di

conseguenza ad I ogni polinomio equivalente a p 2m(x) della forma ( o ) ~
si noti che il termine noto di un tale polinomio è comunque póm, quindi
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Consideriamo allora pm(x), al solito possiamo ridurci a esaminare il

polinomio della forma (o), equivalente a rispetto ad I, che si
ottiene considerando i termini di grado minore di n in pm(x), e dimostrare
che il termine noto di p-(x) è 0, e che i coefficienti dei successivi ter-
mini fino al grado n -1 sono tutti nilpotenti, per dedurne, finalmente,
che E I. Circa il termine noto, esso è pó = 0. Basterà provare
che po divide i successivi coefficienti fino al grado n -1: il coeinciente
del termine di grado i è la somma

estesa a tutte le sequenze (hio ... , hZt) di naturali tali che hi,, -~- .. -~-
+ hit = m e 0 ~ hi, -~-- ... + t ~ hit = i.

Se per una tale sequenza si ha hio = 0, allora

(assurdo). Dunque po divide tale coefficiente.
Si noti, infine, che .R’ è estensione di .R ; e che, in .R’, x è distinto da

ogni elemento di R, e xn-1 ~ 0.

LEMMA 4. E ~,"t, l’anello totale dei quozienti É di .R appar-
tiene a 9 m.

DIMOSTRAZIONE. Ovvia.
Consideriamo a questo punto la sottoclasse ERm delle strutture esi-

stenzialmente complete di 9tm: ricordiamo che un anello .R E 9 m si
dice esistenzialmente completo quando, per ogni sistema finito di equa-
zioni e disequazioni a coefiicienti in I~, se esiste un’estensione S E 9 m
di .R in cui tale sistema ammette soluzioni, allora il sistema ha già
soluzioni in R ; o, equivalentemente, con una terminologia più rigorosa
dal punto di vista della teoria dei modelli, quando, per ogni 31-enun-
ciato cp(r) del linguaggio L degli anelli commutativi unitari, con para-
metri r in R, se esiste un’estensione S E 9tm di .R tale che S 1= 
allora 

Si rimanda il lettore a [4] per un’esposizione delle proprietà delle
strutture esistenzialmente complete di una classe assiomatica di strut-
ture. Riguardo a possiamo enunciare la seguente:

PROPOSIZIONE 1. Sia Allora si ha :

(1.1) .R è chiuso rispetto ai quozienti;
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(1.2) N(R) contiene infiniti nilpotenti per ogni possibile esponente n
tale che 2 ~ n c m ;

(1.3) se se e solo se a divide un idempotente non
nullo di R ;

(1.4) N(R) = J(R).

DIMOSTRAZIONE. (1.1) segue dal lemma 4.

(1.2) dal lemma 3.

(1.3) se ac divide un idempotente non nullo, a non è nilpotente; vice-
versa, si consideri l’estensione .R’ di .R di cui al lemma 2, in essa
ac divide l’idempotente ax (non nullo perchè Segue

dunque, essendo 

(1.4) segue da (1.3) in modo ovvio.

Vogliamo ora provare due fatti essenziali 

Fatto A. Se 9 esiste non preregolare (e cioè tale
che, per ogni n E ~T, non divide any).

Fatto B. ed a E .R, rad (a) è definibile al 1° ordine in R.
Proviamo dapprima il fatto A .

LEMMA 5. Se 9 sono equivalenti le proposizioni:

( 5.1 ) a non è preregolare;

(5.2) a-+’ non divide am.

DIMOSTRAZIONE. (5.1)=&#x3E;(5.2) è ovvio.

(5.2) ~ (5.1) : sia n e N tale che an E ovvero ar) = 0
per r e .R opportuno. Dunque ar)m = 0, e, finalmente, am E 

LEMMA 6. ed a è un elemento non preregolare di R,
esiste un’estensione di R tale che in .R’ Ann ( am ) c Ann ( am+1 ) .
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DIMOSTRAZIONE. - Consideriamo .1~’= y2, ry ; r E N(R) ).
Evidentemente R’ è estensione di R, ed inoltre in R’ si ha

Invece, in R’ ; altrimenti, si avrebbe in R[y]

per opportuni e p, q, Indichiamo
con ao il termine noto di p ( y ) , allora si ha in R

Segue e qunque a-* E (a~a+1 ), in contraddizione
con la ipotesi che a non è preregolare. Rimane dunque da provare che
R’e :Rm. Ora, ogni polinomio di .R[y] è equivalente in .R’ ad uno della
forma

con ro, 9 ri e R. In particolare, see ~,
1~’, 9 si può dedurre

Di conseguenza, in R, = 0 ~ cos  che po e N(R), = 0. Perciò

e, finalmente, p m ( y ) = 0 in R’.
Siamo finalmente in grado di provare il fatto A. Sia R 

esiste una estensione R’e di .R che ammette un elemento non prere-
golare x (cfr. lemma 1); per il lemma 6, esiste R"E estensione

di 1~’ e dunque anche di R, ed esiste R" tale che in 1~"
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In conclusione

Sfruttando l’ipotesi che R appartiene a 9 si ha

In particolare l’elemento x di R soddisfacente il precedente enunciato
non è preregolare.

Dimostriamo adesso il fatto B.

LEMMA 7. Se b E .R, b è idempotente e b E (a), esiste
una estensione di B in cui

DIMOSTRAZIONE. Si ponga .R’ = I~[y]/( y2, ay, ry : r E N(.R) ). Come
nel lemma 6, si ha che 9tm, .R’ è estensione di .R e ay = 0 in I~’.
Invece 0 in .R’, altrimenti si avrebbe (con la stessa notazione
del lemma 6)

in .R[y], e quindi in R

In particolare, b = bm E (a)-assurdo.

LEMMA 8. Se R ed a, b E R, sono equivalenti le proposizioni:

(8.1 ) b W rad (a) ; 1

(8.2) b divide un idempotente non nullo modulo (a).

DIMOSTRAZIONE. (8.2) =&#x3E; (8.1). Sia bx --- b2X2 mod (a); per ogni
allora, in particolare 

(8.1) ~ (8.2). Si consideri .I~’= R[z]/(r - (b - a)x2) che è esten-

sione di appartiene a 9tm per il lemma 2, e soddisfa le seguenti pro-
prietà :
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se fosse, infatti, (b E in .R’, si avrebbe in .R[x]

per opportuni p (x),

da cui

Sommando membro a membro, se ne deduce

e, dunque, (assurdo).
Per il lemma 7, allora, esiste un’estensione R" di .R’ (quindi di R)

appartenente a e contenente un elemento y tale che

Allora

cos  che
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Segue che, in .R, b divide l’idempotente bx modulo (a), mentre bx E (a)
perchè ay = 0 e bxy =1= 0.

COROLLARIO. Se .Rè ed a E R, rad (a) = J(a)[= {b E .1~: per

ogni x E 1- bx è invertibile mod (a)~~.
Siamo finalmente in grado di provare:

TEOREMA 1. Se m ~ 2, 6flm non è una classe elementare.

DIMOSTRAZIONE. Basterà provare che non è chiusa per ultra-

potenze. Sia dunque e sia a E R non preregolare; conside-
riamo la ultrapotenza R* = RIOID di .R mediante un ultrafiltro non

principale D su m : in R* consideriamo poi gli elementi a e a*, corri-
spondenti rispettivamente alle successioni di elementi di R

Per ogni m E co, {n e co: am E (an)~ = {O, 1, ... , m) w D, cos  che (a*)
in 1~*. D’altra parte, {n E E rad (a~)~ = w E D, quindi, se .R* E 
a E rad ( a* ) . Segue che R* w 6flm .

OSSERVAZIONE. Se m = 1, è la classe degli anelli commutativi
unitari privi di nilpotenti # O, di cui in Carson [2] e Lipshitz-Saraci-
no [6]: è elementare, ed è costituita da tutti e soli gli anelli rego-
lari privi di idempotenti minimali ed integralmente chiusi.

Se, invece, m = oo, 9~ 00 è evidentemente la classe di tutti gli anelli
commutativi unitari: ERoo non è elementare (Cherlin [3]).

§ 2. Sia 9~~ la classe degli anelli commutativi unitari tali che
N(.R) è un ideale nilpotente di esponente m (e cioè tale che, se a~, ...,
am E N(R), allora ai an = 0). è una classe elementare: in parti-
colare, la condizione che N(R) sia un ideale nilpotente di esponente m
si può esprimere al lo ordine nel linguaggio L degli anelli unitari con
gli enunciati

Il principale risultato del § 1, non è una classe elementare,
vale anche per con lo stesso metodo di dimostrazione. Natural-
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mente, provare che un dato anello .R appartiene a piuttosto che
a è assai più laborioso, valgono tuttavia per alcuni risultati
che semplificano certi passi della dimostrazione, Riassumiamo a grandi
linee i punti principali, assumendo ancora na &#x3E; 2 : i casi m = 1, m = o0
saranno discussi alla fine del paragrafo.

DIMOSTRAZIONE. Se p(x) E .R[x] ep2m(x) = 0, allora p(x) E N(-lÙ[X] ) =
= [x] : segue ovviamente che = O. In modo analogo, se

... , p.(x) E N(R[x]), allora

(Si noti che x non è preregolare in 

LEMMA 10. Se J~,m , per ogni E .R, .R’ = appar-
tiene a 

DIMOSTRAZIONE. Si è già visto (lemma 2) che, se anche

R’ - qJm. Supponiamo che .R soddisfi anche e mostriamo che altret-
tanto vale per R’.

Siano si può supporre che questi
polinomi abbiano grado comune n, cos  che si ha, per i = 1, ... , m,

e dedurre, come nel lemma 2, che

Di conseguenza

È nostro proposito trovare un polinomio tale che si

(come già osservato)
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e, posto s-,, = 0, per i = 1, ... , mn -1,

(dove la somma è estesa a tutte le sequenze di naturali (h~l, ... , him)
tali che h;i + ... = i), finchè

Ricavati 80 SI’ ..., Smn-2 dalle precedenti uguaglianze, basta verifi-
care l’ultima: in effetti,

LEMMA 11. Se RE :R:, R’= R[x]j(xn, rx : r E N(.R) ) appartiene a
per ogni n tale che 2  n  m.

DIMOSTRAZIONE. Si indichi I = (xn, rx: (cfr. lemma 3):
basta provare che R’ soddisfa ym.

Siano dunque p,(x), ... , pm(x) E rad I, cioè tali che, per ogni j = 1, ... ,
m, E I. Si è già visto che, allora, p ó = 0, e divide i successivi
coefficienti di pm(x) fino a quello di grado n - 1 compreso. Consi-

deriamo

m

è ovvio che il suo termine noto fl p i,, è uguale a 0. Circa i successivi
;=1

coefficienti, essi sono della forma

(dove la somma è estesa a tutte le sequenze di naturali (h,i, ..., him)
tali che hi1 + ... -j- him = i). Se i n - 1 per ognuna di tali se-

quenze esisterà j tale che hij = 0, cos  che p;o divide il corrispondente
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prodotto; segue che, per ogni i = 1, ... , n -1, il coefficiente di grado i
m m

in è nilpotente. Di conseguenza

LEMMA 12. Se .R e l’anello totale dei quozienti R di .R appar-
tiene a 

PROPOSIZIONE 2. Se .R E si ha:

(2.1) 1~ è chiuso rispetto ai quozienti

(2.2) N(.R) contiene infiniti nilpotenti di ogni possibile ordine n tale
che 

(2.3) se a E R, se e solo se a divide un idempotente non
nullo ;

(2.4) N(.R) = J(.R).

Si possono provare ancora per fatti analoghi di quelli A e B
dimostrati per nel § 1. Nella prova del fatto A, i passi essenziali
sono nuovamente la costruzione:

A.I : per ogni .R E di un’estensione R’e di R che ammette
un elemento non preregolare;

A .2 : per ogni E Xl) e per ogni elemento a E .R non preregolare,
di un’estensione di R in cui Ann c Ann 

La A.1 è assicurata dal lemma 9. Circa la A.2, la sua prova è assai
semplice, sulla base del lemma 6.

Per il fatto B, invece, è essenziale la costruzione:

B,I : per ogni .R E 9 * , e per ogni coppia a, b di elementi di R
tali che b = b w (a), di un’estensione R’ E di R tale che in R’ Ann 

g Ann (b) ;
B. 2 : per ogni e per ogni coppia a, b di elementi di R

tali che b w rad (a), di un ampliamento .R’E di R in cui b divide
un idempotente che non appartiene ad (a).

La dimostrazione dei fatti B,I e B.2 si ottiene sulla linea di quella
dei precedenti lemmi 7 e 8 (salvo le opportune modifiche).

Si hanno finalmente le basi per provare:

TEOREMA 2. Se m ~ 2, E3~~ non è una classe elementare.
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DIMOSTRAZIONE. Come per il teorema 1.

OSSERVAZIONE. Se m = 1, coincide nuovamente con la classe

degli anelli commutativi unitari privi di nilpotenti 0, per la quale
è elementare ed è stata descritta nel § 1. 

’

Sia m = oo : una buona definizione di pare quella di classe

degli anelli commutativi unitari R tali che:

(1jJ00) se a~, ac2, ..., an, ... è una successione in N(R), allora

Mostreremo che la non è esprimibile al lo ordine neppure con un
insieme infinito di enunciati (cos  che Xltl non è elementare), esiste in
effetti un anello non soddisfacente ultraprodotto di anelli soddi-
sfacenti ( y~~ ) . Per la costruzione di un tale anello .R*, si consideri un

campo .R : definiamo

Si noti che, in gli elementi ... , xn sono nilpotenti; si ha

tuttavia 1~n soddisfa (y~~) : infatti ogni elemento di ... , xn] è equi-
valente in ad uno della forma

ed un tale elemento è nilpotente in .Rn se e solo se aco = 0, cos  che il

prodotto di n + 1 nilpotenti di .Rn è costantemente nullo.
Sia dunque R* = fl l’ultraprodotto della famiglia 

new

mediante un ultrafiltro non principale D su c~, e consideriamo in R*
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gli elementi

tutti niipotenti di esponente 2. Sia ancora

cos  che x* =1= 0, tuttavia x* E (xi ... per ogni n : infatti

è divisibile per (~...~)~}=~2013{Oyly...~2013l}e-D.
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