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REND. SEM. MaT. Un1v. Papova, Vol. 66 (1982)

Sulla rappresentazione di funzionali mediante integrali.

GABRIELE H. GRECO (*)

Introduzione.

Analogamente a quanto accade nelle trattazioni usuali della teoria
della misura e dell’integrazione (vedi, per es. [1],[5]), nel § 1 di questo
articolo, consideriamo una famiglia H di sottoingiemi di X, la fami-
glia AF(X, H) delle funzioni misurabili rispetto ad H, una funzione
d’insieme §: H — [0, + oo] monotona definita su H; e definiamo 1'in-
tegrale jf ddé di una qualsiasi funzione f € MT(X, H) rispetto alla fun-

zione d’mswme d mediante la posizione ff dé = joc{f> t} dt, dove « ¢

una funzione crescente, definita su §(X) ed_ uguale a 0 su H (questa
definizione ¢ una buona definizione soltanto quando f & H-misurabile,
cioe fe MY(X, H)). Inoltre chiamiamo «integrali» quei funzionali
T:B —[0, + oo], definiti su particolari famiglie di funzioni, dette
« domini di integrazione », che verificano per ogni a € [0, 4 co) e per
ogni f, g€ B queste cinque proprieta:

(1) T(0)=0;
(2) T(f)<T(g) se f<g;
(3) T(f) = T(fAa) + T(fVa—a);

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Universitd di Trento,
38050 Povo (Trento), Italy.
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(4) T(f) =lim T(fAn) ;

) 7 =tim (v 3 —3):

n

queste proprietd, che sono tra loro indipendenti (vedi esempi 1, 2, 3),
possono essere automaticamente soddisfatte in alcuni casi pitt o meno
evidenti (vedi Proposizioni 1.2 e 1.3; per esempio, se ogni feB &
limitata, la (4) & verificata; oppure, se esiste feB con T(f) < + oo,
la (1) segue da (3)...).

Nel § 2 si dimostra nel teorema di rappresentazione che ogni inte-
grale si pud rappresentare come integrale rispetto ad una funzione
d’insieme monotona, si descrivono tutte le funzioni d’insieme che rap-
presentano un dato integrale; infine, come conseguenza del teorema
di rappresentazione, si dimostra che ogni integrale & omogeneo. L’omo-
geneitd degli integrali (presente nella loro definizione in [3] e richiesta
in aleune proposizioni in [2]) dipende da tutte e cinque le proprieta
che definiscono un integrale (vedi Esempi 1, 2, 3).

Nel §3 si danno condizioni necessarie e sufficienti affinché sia
valido I’analogo del lemma di Fatou (vedi Teorema 3.4 e Lemma 3.2)
e condizioni sufficienti affinché sia valido 1’analogo del teorema di
Lebesgue sulla convergenza dominata (vedi Corollario 3.8 e Teore-
ma 3.9). Il tipo di convergenza che entra in gioco in questa analisi
sulla continuita e semicontinuita degli integrati ¢ la convergenza uni-
forme di funzioni in R%, dove R = RU {— oo, + oo} & la retta estesa
metrizzata.

Nel § 4 si danno delle condizioni affinché un dato integrale si possa
estendere in maniera univoca su un dato dominio di integrazione; e
8i afferma il ruolo di integrale inferiore (risp. superiore) dell’integrale
J—doy (risp. [—dpy), dove oy (risp. fr) & la minima (risp. massima)
X X

funzione d’insieme monotona che rappresenta un dato integrale 7.

Le notazioni e la terminologia, usate in questo articolo sono in
generale quelle usuali. Se X & un insieme non vuoto, H un suo sotto-
insieme, f una funzione definita su X, indichiamo, con $(X), @u, f|a,
{f > t}, rispettivamente ’insieme delle parti di X, la funzione carat-
teristica di H definita su X da g@u(@) = 0 (risp. 1) se ¢ H (risp. se
x € H), la restrizione di f ad H, l'insieme { € X: f(x) > t}; con sup f

H

e igf f indichiamo rispettivamente il numero reale finito o infinito

sup {f(®): x€ H} e inf{f(#): x € H}, qualora H s @¢. Inoltre conve-
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niamo che 0:(+ oo) =0 e inf @ = 0. Con N ed R indichiamo, rispet-
tivamente, I'insieme dei numeri interi » > 0, e ’insieme dei numeri
reali; poniamo

[0. + oo] ={weR: > 0} U {+ oo},
[0, c0) = {xeR: >0}, (0, + c0) ={zeR: > 0} .

Sia He $(X) una famiglia d’insiemi non vuota, una funzione d’in-
sieme 6: H — [0, 4 oo] si dira « monotona » se (@) = 0, quando 9 € H,
e se 0(4)<d(B), quando A, BeH e A c B. Seguendo le notazioni cor-
rispondenti di Meyer [6], si dira, per esempio, che una famiglia d’in-
siemi & « stabile per (N f)» e «stabile per (U n)» se H e, rispettiva-
mente, chiusa per intersezioni finite e per unioni numerabili; simboli
di stabilitd analoghi, sono usati per le operazioni di «inf» (indicata
con « A») e di «sup» (indicata con «\/ »).

Ringrazio il Prof. Mario Miranda con cui ho, piu volte, discusso
I’argomento trattato in questo articolo.

1. Definizione d’integrale.

Sia X un insieme non vuoto e sia [0, 4 oo]* la classe delle funzioni
f: X —[0, + oo]. Una famiglia di funzioni non vuota Bc [0, + co]*
si dice dominio di integrazione su X, se le funzioni af, fAa, fVa—a
appartengono a B, qualora a €[0, + oo) e feB. Poiché conveniamo
the 0-(+ oo) = 0, ogni dominio d’integrazione contiene la funzione
nulla 0.

Sia Bc [0, + oo]* un dominio d’integrazione su X, un’applicazione
T:B—[0, + oo] si dice integrale sul dominio di integrazione B, se
per ogni f,geB e per ogni ac[0, + co) valgono le seguenti pro-
prieta:

1) T0)=0,

(2) se f<g, allora T(f)<T(y),
(3) T(f)y=T(fAa) + T(fVa—a),
(4) T(f) =”1irfwT(fAn) )

n—>+ oo n

5) (f) = lim T(fv %—1).
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Queste cinque proprietd saranno indicate nel seguito come « proprietd
dell’integrale ».

NotA 1. In [3] ho chiamato «integrale monotono » ogni applica-
zione 7', definita su un dominio d’integrazione, che verifica le cinque
proprietd precedenti ed & omogenea, cioé verifica anche la seguente
proprieta:

(1) T(af) = aT(f) per ogni ac[0, + o) e feB;

nel seguito si dimostra che ogni integrale, definito come sopra, & omo-
geneo (vedi Corollario 2.1) e che la proprietd di omogeneita dipende
da tutte le cinque proprietd dell’integrale (vedi Esempi 1, 2, 3). m

L’ingieme [0, + oo]* delle funzioni numeriche definite su X ¢ il
pit grande dominio d’integrazione su X; ogni unione o intersezione
di domini di integrazione su X & un dominio di integrazione. I1 domi-
nio di integrazione su X, generato da una funzione fe [0, + oo]% &

B, = {a(fAb—fAe): a,¢,b€[0, + 0], a< + o0 & 0<e<b< + oo}

mentre quello generato da una famiglia di funzioni D c [0, + co]* &
{0} se D = @, altrimenti ¢ (JB,. Se H ¢ una famiglia non vuota di
feD

sottoinsiemi di X, il dominio d’integrazione generato da H & {apy:
HeH e a€[0, + o)}, dove ¢y: X —{0,1} indica la funzione carat-
teristica dell’insieme H. Il pit importante dominio di integrazione,
agsociato ad una famiglia di insiemi H c §(X), contenente l’insieme
vuoto, & quello delle funzioni H-misurabili (vedi [4]). Una funzione
fe[0, + o] & detta H-misurabile, se per ogni a, be(O -+ oo) con
a > b esiste un insieme H € H tale che

(6) {f>a}cHc{f>b};

la classe delle funzioni H-misurabili, indicata con il simbolo ACT(X, H)
6 un dominio d’integrazione con queste ulteriori proprieta:

(7) Se fAL, fV1—1ed (X, H), allora fe MH(X, H).

(8) Se {f;}jes C MT(X, H) & una rete di funzioni e per ogni ne N
la rete {f;An}; converge uniformemente a fAn, allora fe M"-
(X, H) .
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Tnoltre (vedi [4])
(9) H ¢ stabile per (N f) (risp. (U f)) se e solo se MH(X, H) & sta-

bile per (Af) e (risp. (Vf));

(10) H & stabile per (N f, U f) se e solo se (X, H) & stabile per
somme finite;

(11) H & stabile (N n) (risp. (U n)) se e solo se MH(X, H) & sta-
bile per (An) (risp. (\Vn)); in questo caso una f & H-misura-
bile se e solo se per ogni a € (0, + oo) l'insieme {f>a} (risp.
{f > a}) appartiene a H.

Sia Hc $(X) e e H. Se 6: H— [0, -+ co] & una funzione d’in-
sieme monotona, definiamo P’applicazione [—dd: A1 (X, H) — [0, + oo]

+ o0 X
mediante la posizione [fdd = [a{f > t}dt, dove «: F(X)—[0, + oo] &
X 0

una qualsiasi funzione d’insieme monotona tale che «(A4) = d(4) per
ogni A € H; questa & piu che buona definizione, perché, come si &
dimostrato in [4], una funzione f €[0, + oo]* & H-misurabile se e solo
se per ogni coppia di funzioni d’insieme y, f: §(X) — [0, + oo] mo-
notone e, tali che y(A4) = f(4) per ogni A € H, risulta

+f/;{f >t} dt =+f:{f > t}dt.

L’applicazione [—dd: M (X, H) —[0, -+ co] & 'unico integrale, defi-
X

nito sul dominio d’integrazione A" (X, H), che sulle funzioni caratte-
ristiche d’insieme @, vale 0(H) per ogni H € H; essa ¢ detta «inte-
grale rispetto alla funzione d’insieme monotona J ».

Le proprieta (1), (2), (3), (4), (5) dell’integrale sono indipendenti
ed, inoltre, ogni applicazione I’ che verifica solo quattro di esse puo
non essere omogenea, come si deduce da questi esempi.

Esempio 1. Sia Bc [0, + co]* un dominio d’integrazione su X.
L’unica applicazione 7T': B — [0, 4+ oo] che verifica soltanto le pro-
prieta (2), (3), (4), (5) dell’integrale, ¢ definita dalla posizione 7'(f) =
= +4 oo per ognifeB. |
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EseEmpro 2. Sia X = {0, 1}. L’applicazione
T: [07+°o]x_)[0’ +OO],

definita da T'(f)

= f(0)-f(1) per ogni f e [0, + oo]* verifica soltanto le
proprieta (1), (2), (4

), () dell’integrale e non ¢ omogenea. |

EsEMP10o 3. Sia X = [0, 4+ oo) e sia f: [0, 4+ oo) — [0, + oo) de-
finita da f(x) = 2 per ogni x [0, 4+ oo). Siano

Ty, T,y Ts: B;— [0, + o0)

le applicazioni, definite sul dominio di integrazione B, = {a(fAb—
—fAe):ae[0, + o0) e 0<e<b< + oo} dalle posizioni

0 se b~ -+ oo,
Tl(a(f/\b—f/\c))z{az se b:+OO

0 se ¢c#0,
Tz(a(f/\b—f/\c))_—‘{ a2 se c=0

0 a=20,
T,,(a(f/\b—f/\c))={ b—c se a0,

per ogni a€[0, + o) e per ogni b, c€[0, 4 co] con 0 <e<<b< + oco.
L’applicazione T, verifica solo le proprietd (1), (2), (3), (5) dell’inte-
grale; l’applicazione T, verifica solo le proprietd (1), (2), (3), (4);
P’applicazione T, verifica solo le proprieta (1), (3), (4), (b). Le ap-
plicazioni T,, T;, T; non sono omogenee. ]

Concludiamo questo paragrafo elencando alcune proposizioni riguar-
danti le proprietd di un integrale: la Proposizione 1.1 permette di
serivere in forma piu compatta le proprieta (4) e (5) dell’integrale
mediante la proprieta (4) 4+ (5) (vedi anche la prossima nota 2); le
Proposizioni 1.2 e 1.3 presentano alcune situazioni che si trovano in
letteratura (vedi, per esempio, Teorema 6.4 in [2]), in ipotesi pil
forti.

ProrogizIONE 1.1. Un’applicazione T: B — [0, + oo], definita sul
dominio d’integrazione B C[0, 4 oo] é un integrale se e solo se verifica
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le proprieta (1), (2), (3) dell’integrale e, imoltre, verifica la proprietd
. 1
(4)+(6) T(f) = lim T(f/\n—f/\ ’7&)

n—>+ oo

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che 7' sia un integrale, dimostriamo
che T verifica (4) 4+ (5). Per ogni f € B si hanno le uguaglianze

(f/\n—f/\%)/\ (1—%)= (FV1—1)A(n—1)

[(rAn=1n3)v(1=3)]=(1=3) = vnvvi—;s

quindi per la proprietd (3) dell’integrale risulta

2(fAn—1n3) =TV 1—DAG—11+ Z[FADY E 1]

passando al limite per n — -4 oo in questa ultima uguaglianza si ot-
tiene (4) + (5), in virtu di (3), (4), (5). Viceversa, supposto che 7'
verifichi (1), (2), (3) e (4) + (5), dimostriamo che 7 & un integrale.
Per ogni feB e n e N si hanno le disuguaglianze

1 1 1 1
f/\n—f/\;b<f/\n<f e f/\n_;f/\;’,<f\/l’_&_;b<f7
da queste risulta, in virtu di (2),

2(f An—1 )< 70 An <0

e
1 1 1
r(1an—taz)<r(vi—3) <1
quindi passando al limite per n — + oo, si ottiene (4) e (5). |

PRrOPOSIZIONE 1.2. Sia T:B — [0, 4+ co] un’applicazione definita
sul dominio di integrazione B. Indichiamo con Pr: §(X) — [0, + oo] la



28 Gabriele H. Greco

funzione d’insieme definita da Pr(A) = inf {T(f): p.<f ¢ feB}. Se la
applicazione T werifica le proprieta (1), (2), (3), (4) dell’integrale ed é
tale che pr{f > 0} < 4 oo per ogni fe€B, allora T ¢ un integrale.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che 7' verifica la proprieta (5) é
sufficiente dimostrare che per ogni feB risulta lim T'(fA1l/n) = 0,
n
poicheé T(f)= T(fV1/n—1/n) + T(fA1/n). Essendo fr{f> 0} < + oo,
esiste una funzione ge B tale che g>g¢.q € T(g9) < + oo; quindi,
avendosi per ogni neN e n>1 la diseguaglianza

1
fA=<gA

1 . 1 1 1
" ”_1—9/\;',, risulta T(fAﬁ)<T(gAn——l_gAﬁ)’
passando al limite in questa ultima diseguaglianza si ha lun TN
Al/n) = 0, perché

1 1 1 1
T(y/\n——_l—g/\;z)= T(y/\”—*—_1~T(gA;L). |

ProposIZIONE 1.3. Sia B un dominio di integrazione su X con una
di queste proprietd

i) feB =3 n[fAn—fA(n—1)]€B,
n=1

ii) feB =f2€B.

Ogni applicazione T:B —[0, 4 oo) con le proprietd (2), (3), (b) del-
Dintegrale, tale che esiste una costante a € (0, + oo) con a =1 per la
quale T(af) = aT'(f) per ogni f€B, é un integrale.

DiMosTRAZIONE. Per dimostrare che 7' & un integrale, e suffi-
ciente verificare che hm T(fVyn—mn) =0 per ogm f€B. Percid sia

f € B, chiamiamo g la funzmne f2 o la funzione Zn[f/\n—f/\ (n—1)],

n=1

a seconda che B verifica i) o ii); in ambedue questi casi risulta
(fVn—mn)<g/n per ogni n € N. Poniamo b = a (risp. = a7!) se a >1
(risp. @ < 1); poiché T(ah) = aT'(h) per ogni h € B, risulta T'(g/b") =
= T'(g)/b™ per ogni n € N; quindi, essendo hm T(g/bm) _hm T(g)/b" =0,
risulta hm T(g/n) = 0.

Dunque hmT (fVn—mn) =0, poiché T(f\Vn—mn)<T(g/n). ]
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NotA 2. La Proposizione 1.1 suggerisce una nuova definizione di
integrale T, ottenuta modificando leggermente la definizione di do-
minio di integrazione (cio¢ B si suppone che sia una famiglia non
vuota contenente le funzioni af e fAb—fAe, ogni qualvolta feB,
a, b, ce[0, + o0) con 0 < e¢<b<-+oo) e obbligando T a verificare
le proprieta (1), (2), (3), (4) + (5). Questa nuova definizione continua
a soddisfare tutte le proposizioni, rigunardanti un integrale 7', presentt
in questo articolo. |

2. Teorema di rappresentazione ed omogeneita dell’integrale.

Sia T': B — [0, + oo] un integrale, definito sul dominio d’integra-
zione Bc[0, 4+ oo]¥; siano og, fr: $(X) —[0, + oo] le funzioni d’in-
sieme monotone definite da

or(A) = sup {T(f) feB, f<lPA} )
Pr(A) = inf {T(f) f€B, f>‘774} ’

dove conveniamo che inf @ =— + oo. Si dird che una funzione d’in-
sieme y: H — [0, 4 oo], dove Hc §(X) e @ € H, rappresenia 1'integrale
T: B—[0, + oo], se Bc (X, H) e T(f)=[fdy per ogni fe M"-
(X, H). x

TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE. Sia T: B — [0, + oco] un inte-
grale, e Hc §(X) con 0 e H. Una funzione d’insteme monotona v: H —
— [0, 4+ oo] rappresenta T se ¢ solo se Bc MH (X, N) e an(H)<y(H)<
<Pr(H) per ogni H e H.

CororLLARIO 2.1 (omogeneitd dell’integrale). Ogni integrale T:B —
— 10, + oo) é omogenco, cioé verifica

(1) T(af) = aT(f) per ogni a€[0, + o). |

Questo corollario segue direttamente dal teorema di rappresenta-
zione, poiché ogni integrale [-d« rispetto ad una funzione d’insieme
X

monotona « ¢ omogeneo, e la funzione d’insieme «, rappresenta 7.

Poiché per H = F(X) risulta MT(X, H) = [0, + oco)%, si osserva
facilmente che il teorema di rappresentazione & equivalente alla se-
guente proposizione:
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PROPOSIZIONE 2.2. Sia T:B — [0, + oo] un integrale. Una fun-
zione d’insieme y: §(X) — [0, 4 oo] rappresenta T se e solo se o<

<y<Pr.
Alla, dimostrazione della Proposizione 2.2 premettiamo questi due
lemmi.

LeMMA 2.3. Séa fe[0, 4 oo]*. Valgono le seguenti disuguaglionze
per ogni m, ¢ € N.

i) @CHA @2_1__11 2H A 2"_ f/\@ —2*:,1—f/\@;,1 y
.o 1
@) f < (2f) /\ —(2f) /\ -

LEMMA 2.4. Sia T: B — [0, + oo] un integrale sul dominio di inte-
grazione B c[0, + oo}®. Allora T(2f) = 2T'(f) per ogni feB.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 2.4. Dalla diseguaglianza (i) del Lem-
ma 2.3 e dalla proprietd (2) dell’integrale 7 segue che

W r|enngm—enags|<r(in -5 view

da (%), in virtu delle proprieta (3), (4) dell’integrale 7' si ottiene

r]@nvms—gm] =S r|ena G —enags] <

< ET(f/\“rl f/\%)ﬁtéT(f/\z%—f/\i;—nl):

(fv~——)+ () ,
cio®

0 r|enygm—g|< (1 g —g) + 70).

Per le proprieta (2) e (5) di 7, passando al limite per n — + oo in (%),
si ottiene

(dkokeke) T(2f)<2T(f) -
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Dalla disuguaglianza (ii) del Lemma 2.3 e dalla seguente disegua-
glianza

2t—1 24

1
5 < 2HA

—ennZ2,

2 —
= (2
2N Agr— 2N A =
vera per ogni ¢, n € N, segue, in virtu della proprietd (2) di T, per
ogni ieN

] 2%

, , T+1 i 21 —1
W (i i) <zfenam—enn 2,

2n

, i1 i 2i—1 2i—2
W (in S —tag) <z|ena Tt —ena .

Da (%), (%)", per le proprieta (3) e (4) di T si ha

2(fv i) =232 (1A 5 1 5) <
<Sr|enngm—ennga|=1en;

ciod

() 22 (v ) < 7.

Passando al limite per n — -+ oo nella disuguaglianza (%x)’, in virtu
delle proprieta (2), (3) di T si ha

(kk)’ 2T(f)<T(2f).
Infine da (x%%) e da (kk%) si ottiene T(2f) = 2T(f) per ogni feB.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 2.2. Sia f € B. Dal Lemma 2.4
risulta

(%) T(2~f) =2"T(f) per ogni n€N ;

inoltre si ha

n2"

1 1
(%) f/\”—f/\§,<? thprf>i/2ﬂ)<f-
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Se y: $(X)—[0, + oo] & una funzione d’insieme tale che ar<y<fr
si ottiene da (%), (#%%) e dalla proprietd (3) di 7, la disuguaglianza

1\ 1 =2 i
(%)’ T(f/\%—f/\-2—,.)<§; gly{f>§}<T(f);

passando al limite per m — -+ oo, in virtd della Proposizione 1.1,
risulta T(f) = [f dy, poiché

fdy = lim 1 ”22” f>i
4 n 2ni=1y 2n )
X

Quindi y rappresenta l’integrale 7. Il viceversa, cioé ogni y che rap-
presenta T é tale che ar<y<fr & una conseguenza diretta della defi-
nizione delle funzioni d’insieme «y € fr. n

3. Sulla continuita e semicontinuita dell’integrale.

Si & visto nel teorema di rappresentazione che ogni integrale &
restrizione di un integrale del tipo [—d«, dove a: F(X)—[0, 4 o]
X

\

¢ una funzione d’insieme monotona; quindi nell’analisi, che presen-
tiamo in questo paragrafo, sulla continuitd e semicontinuita dell’in-
tegrale, non mancheremo di generalita nell’usare solo integrali di questo
tipo. Si dird che una rete di funzioni {f;};c;C[0, 4+ oo]*, indiciata su
un insieme diretto J, converge uniformemente in RX verso la funzione
fe[0, 4+ oo]%, se la rete {f;,An}; converge uniformemente verso fAn
per ogni neN. Si osserva che una condizione necessaria, affinché
valga 1'uguaglianza [fdx = lim [f, dx per ogni funzione d’insieme mo-
X I X

notona «, & che la rete {f;}, converga uniformemente in R*. A pro-
posito di questo tipo di convergenza uniforme valgono questi tre
lemmi, facili da dimostrare:

LEMMA 3.1. Sia {f;};e;C [0, + o)X ¢ f€[0, + oo]®. La rete {f;};
converge uniformemente in RX werso f se e solo se somo verificate le
sequenti condizioni

i) maxlim [sup (f/\n——f,-)] <0 per ogni neN,
jieJ X

ii) maxlim [sup (f;Am— f)] <0 per ogni neN. | |
ieJ X
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LeEMMA 3.2. Sia {f;};e;C[0, 4 c0]* una rete ¢ fe[0, + co]*. Le
seguenti proprietd sono equivalenti:

i) maxlim [sup (fAn —f,)] <0 per ogni neN,
ieJ X

ii) inf (f) <minlim [inf (fj)] per ogni A e F(X). N
A jeJ A

LeMMA 3.3. Sia {f;}je; C[0, + oc]X una rete ¢ fe[0, - oo]*. Le
sequenti proprietd somo equivalents:

i) maxlim [sup (finn— f)] <0 per ogni neN,
jeJ X

ii) maxlim [sup (f,-)] <sup (f) per ogni AeF(X) con A==0. ]
ies 4 4

TEOREMA 3.4. Sia {f};e;C [0, + c0]% una rete e fe[0, + co]*. Le
seguentt proprietd somo equivalenti:

i) inf (f) <minlim [inf(f,.)] per ogni A e 5(X),
A jeJ 4

ii) ffdac<minlim J. fida per ogni o: F(X)—[0, + oo] monotona.
X e x
DIMOSTRAZIONE. i) =>ii). In virti del Lemma 3.2 la i) & equiva-
lente alla proprieta

(%) maxlim [sup(f/\n—f,-)]<0 per ogni neN ;
jeJ X

quindi dimostriamo che (%) =-ii). Fissata la funzione d’insieme mo-
notona «, sia {a,}, C R una successione tale che a,< [fdx per ogni
X

neN e lima, = [fdx. In virtu della Proposizione 1.1, per ogni a,
n X

esiste un %k, e N tale che

(k) f(f/\k,,—f/\kl)da>an.
X
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Da (%) segue lesistenza di un j, €J tale che

1 .
(k) fAEn —fj<k— per ogni j>j,,
cioé
, 1 C
(skskek) A kn—f/\,;~<fj per ogni j>7j,.

Dalla proprietd (2) dell'integrale [— de, da (%) e da (k%) segue che
X

a,< [f;da per ogni j>j,. Quindi vale la ii).
X

ii) =>i). Sia 4 un sottoinsieme di X. L’applicazione 7': [0, + co]X —
— [0, 4+ oc], definita da T(g) = iljf (g) per ogni ge[0, 4+ oo]%, & un

integrale rappresentato dalla funzione d’insieme o,: §(X) — [0, + oo]
definita da ay(B) = i]jf @z. Quindi, applicando la proprieta ii), quando

o & la funzione d’insieme ¢,, si ottiene la validita di i). |

CoROLLARIO 3.5 (vedi[3]). Se la rete {f;};c; C [0, + oo]* converge
uniformemente in RX verso la funzione fe [0, + oo]%, allora

f f de < minlim f f, da
ieJ
X X

per ogni funzione d’insieme monotona «: §(X) — [0, 4+ oo]. u

COROLLARIO 3.6. 8ia {f;};c; C[0, + oo]* una rete e f una funzione
€[0, + oo)* tale che f;<f per ovni j. Le seguenti proprietd sono equi-
valenti:

i) {f;}ies converge uniformemente in RX verso f,

ii) ffdcx:lim fdo per ogni funzione d’insieme monoltona o:
jeJ
X X

(X)) =10, + ool =

TEOREMA 3.7. Sia a: §(X) — [0, + oo] una funzione dinsieme mo-
notona; sia {f;};ey C[0, + o)X una rete ¢ f, g €[0, + oo]%. Se [gda<
X



Sulla rappresentazione di funzionali mediante integrali 35

<+ 0, ¢ f;<g per ogni jed, se maxlim[sup (f,)]<sup(f) per ogni
JE

sottoinsieme A non vuoto di X, allora [fde>maxlim [f; da.
X jeJ X

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ € (0, + oo); in virtu della Proposizione 1.1,
poiché [gda < + oo, esiste un k.€ N tale che
X

() f(g/\kl)doc<s e f(gv ke—ke)da<e .
% ) x

In virti del Lemma 3.3, esiste un j.€J tale che
1 s e .
(%) fiNke—Fi N <t per ogni j>je.
€

Dalla proprieta (3) dell’integrale [— da, risulta per ogni jeJ
X

(k%) Xff,- da =f(f,-/\ ;—E)da -+

X

+f(f:/\ ke_fj/\ kl) do +f(f,\/ke'—'ks) dot .
X ¢ X

Allora da (%), (%*), (k%) e dalla proprietd (2) dell’integrale [— da,
X
poiche f;<g per ogni j€J, si ottiene [f; du<2¢ + [fdo per ogni j>je.
X X
Quindi, data P’arbitrarietd di e, si ottiene che [f dac>ma,_x}im [fida. ®
X 7€ X
COROLLARIO 3.8 (vedi [3]). Sia o: F(X) — [0, + oo] una funzione
d’insieme monotona; sia {f;}ies C [0, + o)X una rete convergente umi-

formemente in RX verso la funzione f € [0, + co]*. Se esiste una funzione

g€[0, + oo)X tale che f;<g per ogni jed e [gda<<+ oo, allora
x

!fdoczl}glef,-da. n

Sia «: $(X) — [0, 4+ oo] una funzione d’insieme, {f;};.; una rete
< [0, + oo]* e f una funzione €[0, + oo]%; si dird che la rete {f;};cs
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converge quasi-uniformemente a f, se per ogni ¢ € (0, + o) esiste un
insieme B € (X) tale che a(B) < ¢ e la rete {f;px_z};cy cCOnverge uni-
formemente in R¥ verso la funzione fpx_jz.

TEOREMA 3.9. Sia «: F(X) — [0, + oo] una funzione d’insieme mo-
notona ¢ subadditiva (cioé a(A U B) <a(A) + «(B) per ogni A, Be §(X)).
Se la rete {f;};c; converge quasi-o-uniformemente verso la funzione f e
se esiste una funzione g € [0, + oo]X tale che f;>g per ogni jeJ e

fgdoc<—|—oo, allora ffdaz:limffjdoc.
X X x

Premettiamo alla dimostrazione di questo teorema un lemma sul-
I’assoluta continuita dell’integrale.

LeMMA 3.10. Sie «: §(X) — [0, + oo] una funzione dinsieme mo-
notona ¢ sia g€ [0, + col]* tale che j'g do < + oo. Allora per ogni

g€ (0, + oo) esiste un 6 € (0, + o0) tale che si abbia fg da < g, qualora
Be$(X) e a(B)< 9. ]

DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.9. Dalla convergenza quasi-x-uni-
forme della rete {f;};.; esiste per ogni » € N un insieme B, e F(X)
tale che
() a(B,) <1/n, [gda<1l/n e la rete {f;px_z,}; converge uniforme-

__Bn
mente in R¥ verso la funzione fopx_ 5, .
Poich¢ o & subadditiva, anche le funzioni d’insieme »,,v: §(X) —
— [0, + oo] definite da v;(4) = [f;de e ¥(A) = [f da per ogni 4 € §(X)
A A

sono subadditive. Sia § = {w e X: la rete {f;(®)};c; non converge a f(x)};
Pinsieme S & contenuto in ogni B,, quindi «(8) = 0; in virtu della
subadditivita di », si ha

fdeffda +ffda<fgda< o
X X—8 S X—-8

quindi in virtu del lemma precedente, applicato alla funzione f avente
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integrale finito, risulta

(%%) ffdoc:lim ffda,

X X—Bn

poiche a(B,)<1/n e O<ffdoc—j'fdoc<j'fd<x

X—Bn Bn

Dalla subadditivta delle funzioni d’insieme »; e da (%) si otten-
gono le diseguaglianze

ff, do <ff, do —l—f;f, doc <ff do —l—fg do< f fido —]—
X—Bn Ba  X-Ba
passando al limite in queste disuguaglianze, in virtu di (%) e del Corol-

lario 3.8, abbiamo per ogni neN

(%%)' maxlim f,-doc<ffdoc—|—}.
jeJ "
X—Bn

D’altra parte, poiché lim (f; da = [f d«, risulta per ogni neN
i¢J X-B.  X-Ba

(k)" f f dow <minlim (7, de .
B, ied
Dunque da (%), (k%)’, (%,%)” segue che [f da:l.il'lfl 1, de. |
X &S x

4. Estensione di integrali.

Sia T:B — [0, + oo] ¢ un integrale sul dominio d’integrazione
Bc [0, + oco]*, una funzione d’insieme y: §(X) — [0, 4 oo] monotona
rappresenta T se e solo se op<y<fr. Sia Hc §(X) con 0 € H una
famiglia d’insiemi e sia «: §(X) — [0, + oo] una funzione d’insieme
monotona, tali che

(%) BcMH(X, H),

(skk) 0‘1'<05<131' )
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le restrizioni aly: H — [0, 4 oo] costituiscono tutte e sole le funzioni
d’insieme che rappresentano I’integrale 7. Percid essendo oy (risp. fr)
la minima (risp. la massima) funzione d’insieme monotona, definita
su 9(X) che rappresenta 7T, risulta per ogni Hc §(X) tale che 0 e H
e Bc MH(X, H):

i) ar(d) =sup{oar(H): HeH e Hc A}, VA € §(X),
ii) Br(A) =inf{f,(H): HeH e H> A}, VA e F(X).

OSSERVAZIONE. Se T:B —[0, + co] ¢ un integrale, diremo che
una famiglia d’insiemi H (pud accadere che B ¢ MH(X, H)) & densa
per Vintegrale T se sono soddisfatte le precedenti uguaglianze i) e ii).
In altre parole la famiglia d’insiemi H & densa se e solo se una funzione
d’ingsieme monotona «: F(X) — [0, + oo] rappresenta 7', ogni qual-
volta esiste una f: §(X) — [0, + oo] che rappresenta T, tale che
Bla = olu. u

La funzione d’insieme d,: Ry — [0, + oo], definita sulla famiglia
Ry = {4 € F(X): an(Ad) = Pr(A)} degli insiemi 7T-regolari dalla posi-
zione 05(A4) = ap(A) per ogni A € Ry, ha una certa rilevanza nello
studio degli integrali; essa riassume le informazioni possedute da un
integrale 7, come si & constatato nell’introduzione di [3]. La funzione
d’insieme J, non solo rappresenta l’integrale 7' (conseguenza del teo-
rema sulla densitd di Ry, vedi Th. 4.2), ma anche permette di sta-
bilire su quali domini di integrazione si pud estendere, in maniera
univoca, l’integrale T' (vedi prossimo Th. 4.3).

TEOREMA 4.2 (densita di Ryz). Sia T: B — [0, + oo] un integrale.
Per ogni funzione feB Vinsieme {t e (0, + o0): {f > i} ¢ Rz} é nume-
rabile.

DimosSTRAZIONE. Nel caso che feB e 7(f) < + oo, la numerabi-
lita dell’insieme {r e (0, o0): {f > ¢} ¢ Ry} segue dall Proposizione 3
di [3]. Invece nel caso che feB e 7(f) = + oo, potendo supporre
senza mancare di generalitd che f <1, consideriamo il numero %, [0, 1],
definito da ¢, = inf {t € [0, 1]: T(f\V¢ —1t) < + oo}. Allora risulta che
I'ingieme {t €(0,1]: {f>t} ¢ :RT} & numerabile, poiché per ogni ¢ € (¢, 1]
& T(fVt—1t) < + oo; mentre Pinsieme {t€ (0, t): {f > t} ¢ R} & vuoto,
perché az{f >t} = + co per ogni te (0, 1), avendosi

INe— ANt <@ysy e  T(fAl—fAl) = + oo.

Quindi il teorema é dimostrato. [ ]
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TEOREMA 4.3 (unicita dell’estensione di un integrale). Sia T: B —
— [0, + o] un integrale sul dominio di imtegraziome BcC [0, 4+ oo]*.
Sia B' un dominio d’integrazione su X tale che BcB'. Allora esiste
un’unica estensione T' di T su B’ se ¢ solo se B'c T (X, Ry); in tal
caso risulta T'(f) = [fdor per ogni feB'.

X

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue facilmente dal teorema

di rappresentazione. |

Nella teoria classica della misura e dell’integrazione sovente per
estendere un integrale si ricorre all’integrale superiore o all’integrale
inferiore (vedi[1]), pitt che alla misura esterna e alla misura interna.
Finora si é visto che le estensioni di un integrale 7', cosi come é inteso
in questo articolo, sono ottenibili mediante il ricorso alle funzioni
d’insieme «y e By (funzioni d’insieme corrispondenti, rispettivamente
alla misura interna ed esterna della teoria classica); cosiccheé gli inte-
grali [—doy e [—df, vengono a svolgere nella nostra teoria dell’in-

X X

tegrale il ruolo, rispettivamente, di integrale inferiore e superiore,
bencheé questi siano definiti diversamente. Se 7': B — [0, + oo] &
un integrale sul dominio d’integrazione B c [0, + oco]%, i funzionali
che corrispondono maggiormente alle definizioni classiche di integrale
superiore ed inferiore sono T* e T, definiti da

T*(f) = inf {T(g): g B, g>f},
T«(f) = sup {T(g): g€B, g<f};
questi funzionali, in ipotesi semplici (vedi Proposizioni 4.4 e 4.5) pos-
sono coincidere con gli integrali [—df, e [—da,. Infatti consideriamo
X X
le applicazioni T*: B* — [0, + oo] e T'y: [0, 4+ o0]* —[0, + oo], definite
come sopra, dove

B* =BU{fe[0, + oo]*: esiste geB con f<g e T(g9) < + oo};

si osserva facilmente che B* é un dominio di integrazione e che

(a) T* verifica le proprieta (1)', (2), (4), (5) del’integrale e T*(f) >
>T*(fA1) + T(fv1 —1) per ogni feB*,

(b) T, verifica le proprieta (1)', (2), (4), (5) dell’integrale e T, (f) <
<T«(fA1) + T(fV1—1) per ogni f€e[0, + oo]*.
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Allora valgono le seguenti proposizioni

PRrOPOSIZIONE 4.4. Sia T:B — [0, + oo] un integrale definito sul
dominio di integrazione B C [0, + oo]¥ tale che
(i) /,9eB=>fVgeB,
(ii) fA1eB e fyl1—1eB =-f€eB.

Allora Ty(f) ={ fda, per ogni fe[0, + co]~.
X

PROPOSIZIONE 4.5. Sia T:B — [0, + oo] un integrale, definito sul
dominio d’integrazione B C [0, 4+ oo]X tale che

(i) f,9eB=fAgeB,
(ii) fAleB e fV1—1eB =feB.

Allora T*(f) = [f dBr per ogni feB*.
X

DIMOSTRAZIONE DELLA PrOP. 4.4. Poiché T.(p.) = ar(4), VA €
€ 9(X), é sufficiente dimostrare che 7, & un integrale; quindi, in virtu
di (a), dimostriamo soltanto che T (f)> TW(fA1l) + T4(fV1—1) per
ogni fe[0, + co)®. Siano g, 9, €B due funzioni tali che g, <fAl e
g.<fV1—1; poniamo h, = [(ng,)A1]V g, per ogni n € N. Dalle ipotesi
(i) e (ii) della Proposizione 4.4, si ottiene che le funzioni A, e (h, 4+
+ gV1/n—1/n) appartengono a B, poicheé

1 1 1 1 1 1
(hn+gzvq—©———)/\1=hn e (hn‘*‘gz\/;&’—ﬁ)vl—l:gzv,ﬁ——-

n n

Essendo, inoltre, g, <h.<fAl e g.V1/n—1/n<fA1l—1, si ottiene

#) T+ T(ggv}b—}@) <T(h,) + T(gz\/%——l) -

n

<T(h,.—l— yzv%b—}b)<T*(f) .

Passando, infine, al limite per n» — + co in (%) si ottiene T'(g,) +
4 T'(gs) <T4(f); quindi, data l'arbitrarietd di g, e g., segue quanto
richiesto, cioe T, (fA1l) + Te(fV1—1) <Ty(f). |
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DIMOSTRAZIONE DELLA PRroP. 4.5. Dimostriamo che T*(f)<T*-
(A1) + T*(fV1—1) per ogni feB* —B limitata. Sia o =supf e
siano g¢,, g. € B* due funzioni tali che fvl—1<g,<a, fA1<g,<1,
T(g,) < + oo e T(g;) < + oo. La funzione g, = g;A(a(g.Vs —s)) appar-
tiene a B per ogni s € (0, 1); inoltre, 1a funzione (g, + (g./A$)/s) appar-
tiene a B per ogni se€(0, 1), perche

(g,+"’2“)/\1 LTAC (g,+"’2/\8)v1—1—g,.

S

Poicheé fA1<(g:A8)/s e fV1—1<g,<g, si ottengono per ogni s e (0, 1)
le diseguaglianze:

T*(f)<T(g2/\ ¥ gs) () + T(92A8)<T(-"2/\3) + 7).

Tenuto conto che la rete {(g,/\s)/s}|g. converge uniformemente per
s —17 e che T((g.A8)/s) < + oo, risulta, in virtu del Corollario 3.8,
passando al limite per s — 17 nelle ultime diseguaglianze, che 7'(g,) +
+ T(g,) > T*(f). Quindi, data la scelta di g, e g,, si ottiene che T*(f) <
<T*(fA1) + T*(fV1—1) per ogni f € B* — B limitata; inoltre, risulta,
di conseguenza, che T*(f)<T*(fAl) + T*(fv1—1) per ogni feB*,
poiché T* verifica la proprieta (4) dell’integrale. Da cid, in virtu di (),
segue che T* & un integrale su B*. Quindi 'uguaglianza « T*(f) = fdfy
x

per ogni f € B* » & vera, poiché ogni f € B* — B & misurabile rispetto alla
famiglia d’insiemi H = {4 € §(X): f(4) < + oo} e poiche T*(p,) =
= Bp(A) per ogni A eH. ]
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