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REND. SEM. MAT. UNiv. PADOVA, Vol. 66 (1981)

Catene pronormali nei gruppi finiti supersolubili.

PIERANTONIO LEGOVINT (¥)

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice pronormale in G se H ¢
coniugato ad H¢ in (H, H?), per ogni g € G. Alcuni risultati di Peng [5]
e di Wood [7] lasciavano intravvedere come i gruppi finiti supersolubili
si potessero prestare ad essere caratterizzati in termini dei loro sotto-
gruppi pronormali. Scopo di questo lavoro & precisamente di presentare
alcuni teoremi in cui si dimostra ’equivalenza in un gruppo finito tra
la supersolubilita e particolari proprieta delle sue catene formate da
sottogruppi pronormali. Questi teoremi (2.1, 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5) sono
Poggetto del paragrafo 2 di questa nota, mentre il paragrafo 1 ¢ dedi-
cato ad alcuni risultati di carattere piu generale, concernenti i sotto-
gruppi pronormali dei gruppi finiti risolubili, alcuni dei quali preli-
minari ai successivi teoremi.

Le notazioni ed i concetti non definiti sono largamente standard;
per gruppo si intenderd sempre gruppo findto.

1. Cominciamo con un lemma riguardante i gruppi dotati di una
torre di Sylow.
1.1. LeMMA. Sia G un gruppo dotato di wna torre di Sylow, e si

ponga G = 8,8, ... 8,, con

1<=8,<8,8,<...<8,8,...8, =G (8,e8yL, (G)).

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universita, Via Belzoni 7,
35100 Padova.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R.
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Se V é un sottogruppo di G, che sia pronormale in 8;8;,.;... 8., allora
V é pronormale in G.

Dmv. Si ponga N = 8,8,...8,_:; se VN<@, allora V & un sotto-
gruppo di Hall di un sottogruppo normale di un gruppo risolubile,
e quindi & pronormale in G. Se invece N4 VN) 5= G, V pud essere indut-
tivamente supposto pronormale in N (VN), da cui, applicando un
risultato di Gaschiitz ([7], lemma 2.2), si ottiene V pronormale in G.

In [7], Wood ha dimostrato che i gruppi supersolubili possiedono
sottogruppi pronormali di ogni possibile ordine; di questo teorema
diamo una nuova dimostrazione, di tipo costruttivo.

1.2. ProPosIZIONE (Wood). Sia G un gruppo supersolubile, ed n
un divisore dell’ordine di G. Allora G possiede un sottogruppo pronormale
d’ordine n.

Dim. Sia {Pi,..., P,} una base di Sylow di G, con P;e Syl (G)
e P1>Py> ...> P,. Poniamo inoltre n = pf ... pi», @;>0. Ciascun
sottogruppo di Hall del tipo P,P,,,... P, ¢ supersolubile e quindi P;
certamente contiene un sottogruppo @, di ordine p?, con @, normale
in P,P,,..P,. @;é pronormale in G per 1.1, e per [1], Theorem 2.3,
6 Q = Q,0,...Q,, pronormale in G. Inoltre & Q)| =n, come richiesto.

OSSERVAZIONE. La proposizione 1.2 non ¢ immediatamente inver-
tibile, in quanto per esempio il gruppo C,xA4,, prodotto diretto di
un gruppo ciclico d’ordine 2 per il gruppo alterno su 4 oggetti, possiede
sottogruppi pronormali di ogni possibile ordine, ma non & superso-
lubile. Essa verra in qualche modo invertita dai risultati presentati
nel paragrafo 2.

Nel seguito faremo uso frequente del seguente criterio di Mann:

1.3. LEmMA (Mann [4]). Sia G un gruppo risolubile. Un sotto-
gruppo H di @ é pronormale in G se ¢ solo se ogni sistema di Sylow di G
é riducibile in esattamente un coniugato di H.

Usiamo anzitutto il lemma 1.3 per ricavare alcune condizioni suf-
ficienti per la pronormalita e I’anormalitd dei sottogruppi nei gruppi
risolubili.

1.4. PROPOSIZIONE. Sia G un gruppo risolubile, ed H wun sotto-
gruppo di G soddisfacente le sequenti condizioni:

(i) H contiene il mormalizzante di ogni sistema di Sylow di G
in esso riducibile;
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(ii) due sistemi di Sylow di @, riducibili in H, sono coniugati
sotto Dazione di N4 (H).

Allora H é pronormale in G.

Dim. Supponiamo falso l’asserto. Allora, per 1.3, esistono un
sistema di Sylow di @, §, ed un coniugato H¢ di H, distinto da H con S
riducibile in H ed in He. Allora 8¢~ & riducibile in H, e quindi esiste
xeNy(H) tale che 8= = 8. Cosi g-lwe N4(S)<H, da cui ge Ny(H),
contraddizione.

1.5. ProPOSIZIONE. Sia G un gruppo risolubile, ed H un suo sotto-
gruppo soddisfacente le sequenti condizioni:

(i) H contiene il normalizzante di ogni sistema di Sylow di G
in esso riducibile;

(ii) due sistemi di Sylow di G, riducibili in H, sono coniugati
sotto Vazione di Ng(H);

(iii) 41 numero dei sistems di Sylow di G riducibili in H ¢é |H|/|D|,
dove D é un normalizzante di sistema di G.

Allora H ¢ anormale in G.

Dim. Per 1.4 H & pronormale in G. Basta quindi far vedere che H
& autonormalizzante. Per [7], lemma 2.1 d), Ny(H) ¢ anormale in G
e quindi il numero dei sistemi di Sylow riducibili in No(H) & |N¢(H)|/|D|
(vedasi [2], Satz VI.15.4 a)). Ma per [2], Hilfssatz VI.15.2 a), ogni
sistema di Sylow di @ riducibile in Ny (H), é riducibile anche in H.
Ne segue che |Ny(H)|/|D|<|H|/|D|, da cui Ny(H) = H.

Rose [6], 1.8, ha dimostrato che se 4, B sono sottogruppi pronor-
mali di un gruppo @, con la proprieta che A <Ng(B), allora AB &
anch’esso un sottogruppo pronormale di G. Un esempio di Chambers [1]
dimostra Pesistenza di gruppi non risolubili dotati di sottogruppi pri-
mari A, B di ordini coprimi, il cui prodotto 4B & un sottogruppo non
pronormale in G. Perd, nello stesso lavoro, Chambers ha mostrato
che in un gruppo risolubile G ogni sottogruppo V, i cui sottogruppi
di Sylow siano pronormali in @, é necessariamente pronormale in G.
I1 prossimo lemma generalizza questo risultato (e quello di Rose nel
caso risolubile).

1.6. LEMMA. Sia G un gruppo risolubile e A, B sottogruppi pro-
normali di @, tali che AB = BA. Allora AB ¢ pronormale in G.
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Dim. Sia § un sistema di Sylow di &, e supponiamo che sia riduci-
bile in AB e in un suo coniugato (A.B)s. Siano §,, ed 8 ;v le riduzioni
di 8 in AB e (AB)’ rispettivamente. Poiché A & pronormale in @,
sappiamo da 1.3 che S é riducibile in esattamente un coniugato di A
in @, diciamolo 4*. A ¢ ovviamente pronormale anche in AB, cosicché
8,z e riducibile in esattamente un coniugato di 4 in AB, diciamolo 4°,
con b e B. Ma la riducibilita di S, in A® comporta la riducibilita di 8
in A%; quindi 4% = A’ Lo stesso ragionamento, applicato a (AB)’ ed
a Sype, dd A*<(AB)*. Per simmetria, scambiando i ruoli di 4 e B,
otteniamo un elemento a € A, tale che B*<AB N (AB)’. Ora si vede
facilmente che A°B® = AB e quindi che AB = (4B)?. A questo punto
abbiamo ottenuto che ogni sistema di Sylow di @ si riduce in esatta-
mente un coniugato di 4B in G, e per 1.3 si ha AB pronormale in G.

Le due proposizioni che seguono riguardano invece le intersezioni
di sottogruppi pronormali.

1.7. PROPOSIZIONE. Sia G wun gruppo risolubile ed M, N sotto-
gruppi massimali di G di indice primo. Allora M N N é pronormale
in Q.

DiM. Poniamo |G M| =p, |¢.N| =qe M N N = I. Supponiamo,
come primo caso, p = ¢q. Allora & |G.I| = pg e I ¢ massimale, e quindi
pronormale, in ogni sottogruppo proprio di G che lo contenga. Allora,
per [7], lemma 2.3, e sufficiente mostrare che N4(I) contiene un norma-
lizzante di sistema di G. Ora se NgI) s~ I, Ng(I) ¢ anormale in G,
e quindi l’asserto segue dalla nota caratterizzazione di P. Hall dei
normalizzanti di sistema quali sottogruppi subanormali minimali.
Altrimenti I ¢ autonormalizzante. Ma allora tale dev’essere ogni sotto-
gruppo di @ che lo contiene. Applicando un lemma di Taunt ([2],
Satz VI.11.17), otteniamo addirittura I anormale in G.

Supponiamo ora p = ¢, e procediamo per induzione su |G|, il risul-
tato essendo banale per gruppi di ordine primo. Si supponga V=1, 1.
Allora I/V ¢ pronormale in G/V, da cui segue I pronormale in G. Pas-
siamo al caso I, =1. Sia P un sottogruppo normale minimo di G.
Se Oy(P) = Oy(P)=1, M ed N risultano cicliciy e quindi I =1,
pronormale in G. Possiamo quindi supporre P< M. Se T € Syl,(N),
certamente 7T <Oy(P)<1G e T xPeSyl,(G). Sia @ un sottogruppo
normale minimo di G contenuto in 7, e sia S e Syl, (M). Ancora S<
<Ou(@)<1@G, ed essendo Oy(Q) N Cy(P)<I, =1, 8XT ¢ un p-sotto-
gruppo di @, per cui S = P e analogamente @ = 7. Quindi PQ € Syl, (&).
Allora esisteranno H e K, S,-sottogruppi di M e N rispettivamente,
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tali che I=H N K. Se I=H, esso & pronormale in G purche sotto-
gruppo di Hall. Sia dunque I 5= H. H opera fedelmente su P X, come
gruppo di matrici diagonali di GL(2,p). Quindi H é abeliano e I <<{H, K.
Se (H, K) = @G, la conclusione & raggiunta. Se {H, K) = G, detto U
il p-sottogruppo di Sylow di <H, K), 6 I<CyU). Sia W un comple-
mento I-invariante di U in PQ. Risulta WI<@, e quindi I pronor-
male in @, in quanto sottogruppo di Hall di un sottogruppo normale.

Una ben nota caratterizzazione di Huppert dei gruppi supersolu-
bili permette di formulare il seguente corollario:

1.8. COROLLARIO. Sia G un gruppo supersolubile ed M, N sotto-
gruppt massimali di G. Allora M N N & pronormale in G.

OSSERVAZIONE. Notiamo che 1.7 non vale in generale se si toglie
l’ipotesi che i sottogruppi considerati abbiano indice primo. Infatti
se in S, consideriamo l’intersezione di un 2-sottogruppo di Sylow con
uno di ordine 6, otteniamo un sottogruppo d’ordine 2 non pronormale
in G. D’altra parte I’intersezione di due sottogruppi pronormali nei
gruppi supersolubili non € in generale un sottogruppo pronormale.
Si consideri infatti @ = C, Aut(C,), 'olomorfo di un gruppo ciclico
d’ordine 9. Aut(C,), come sottogruppo di G, ¢ di Carter, e quindi
pronormale. Se 8 e Syl (&), I =8N Aut(C,) € Syly(Aut(Cy)). Se I
fosse pronormale in G, lo sarebbe anche in S, dunque sarebbe normale
in § e centralizzerebbe C,, assurdo.

1.9. PROPOSIZIONE. Sia G un gruppo dotato di una torre di Sylow,
S e Syl (@), e H, K sottogruppt pronormali di G contenuti in S. Allora
HN K ¢ pronormale in G.

Dmv. Sia 1<8;<8;8,<...<18;8; ... 8, = G una torre di Sylow di &,
sia 8§ = 8,;. Allora H, K sono normali in 8,8,,;...8,., e quindi H N
N K<8,;8;,,...8,. La conclusione segue dal lemma 1.1.

OSSERVAZIONE. L’ipotesi che G abbia una torre di Sylow non pud
essere eliminata da 1.9. Infatti se si considerano, in un 2-sottogruppo
di Sylow di 8,, due sottogruppi distinti d’ordine 4, la loro intersezione
risulta non pronormale in S,.

Esponiamo ora il risultato principale di questo paragrafo.

1.10. LEMMA. Sia G un gruppo supersolubile, e sia |G| = php3: ... pi»,
con P> P> ... > p,, H e K sotlogruppi pronormali di G tali che
H §H<G con [H|=phiph .. pt e |[K|=phpk .. pki; sia inoltre ¢ il
minimo indice per cui si abbia h;, < k;.
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Allora esiste un sottogruppo pronormale B di G, di ordine phpk: ...

pipETipkis ... pke, tale che H <R < K.

DiM. Poniamo m = Z (k;—h;) e procediamo per induzione su m.
i=1

Se m = 1, allora si conclude ponendo R = H. Si supponga ora vera
laffermazione fino ad m — 1, e sia G un controesempio di ordine minimo
per il caso m. Sia inoltre {G:, G,, ..., G,} un sistema di Sylow di G,
riducibile in H e in K, e siano H,=HNG,;,, K; = KN G, (j =1,
2, ..., n). Supponiamo che esista un sottogruppo pronormale U di G
tale che H s U; K, U di ordine pyp¥:... pir con u,<<k,. Allora da

H = U segue Y (k;—u;) <m, ed allora esiste un sottogruppo R,
=1
quale richiesto dal teorema, compreso fra U e K, e quindi fra H e K.

Quindi per ogni sottogruppo pronormale U di G, con H < U s K,
¢ |U|,, = |K|,,. Supponiamo ora ¢ > 1. Allora ¢,G,,...G, & un sotto-
gruppo proprio di G. Per [5], lemma 2, H,H, ,...H, ¢ K, K, ;... K,
sono sottogruppi pronormali di ¢,G;,,... G,. Quindi esiste un sotto-
gruppo pronormale § di ¢,G, ... G,, con

H,.H,+1...H,,<S§ K,K;,..K, e 8=pllphs  pkn,
Per 1.1 § & pronormale in @ ed S normalizza
K K,.K;, ,=H,H,..H, ,.

Allora RH = RH,H,...H, , ed ¢, per 1.6, pronormale in G, contraddi-
zione. Ne gegue che ¢ = 1. Sia N un sottogruppo normale minimo
di G, con |N|=p,. Allora N < H,, altrimenti giungeremmo ad un as-
surdo, ragionando su G/N. Supponiamo ora |K,.H,| = p, e suppo-
niamo che esgista un sottogruppo normale minimo B di G, con p, =
= |B| # p,. Di nuovo B<H;. Se B<K,, sarebbe H<HB < K, con
|HB|, < |K]|,,, impossibile. Allora BN K; = 1. In G/B il teorema vale,
e troviamo un sottogruppo C tale che HB<C(C i KB con O,=H, e
C,C,...0, = K,K,... K,B. Ne segue che H, sarebbe normalizzato da
K, K;... K,, che & un sottogruppo pronormale di ¢. Allora HK,K,...
.. K,= H,K,K,... K, sarebbe pronormale in &, con |HK,K,...H,|, =
= |H|, < |K]|,,, assurdo. Se invece O, (G) = 1, risulta G,G;... G, abe-
liano. Allora H,<1K, altrimenti esisterebbe un x € K, tale che H* == H.
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Ma allora per [3], Proposizione 1.1, H non sarebbe pronormale in G.
Ne segue che &k, — h,>2. Allora N €K,, altrimenti H < NH < K,

con NH pronormale e |HN, | < |K|,, assurdo. Ragionando in G/N,
troviamo che esiste un sottogruppo L pronormale in @ e tale che HN §
s L s KN, e |[KN:L|=p,. Sia J =LnN K. Allora L = NJ, e quindi
Jy=L N K, ha indice primo in K,. Affermiamo che J & pronormale
in G. Se cosi non fosse, per 1.3 esisterebbero un coniugato J¢ di J,
distinto da J, e un sistema di Sylow 8 ={@,, ..., @,} riducibile in
entrambi J e J¢ Ma 8 risulta anche riducibile in L e in Is, e quindi
deve essere L = L4, in quanto L e pronormale in G. Allora si ha che
(per §=2,3,...,n) GNJ =GNL=GNL=@G,NJ* e quindi,
posto L, =G,NL (j=1,2,...,m), & (LyLs...L,) = (L,L,...L,) =
=K,K,...K,. Allora g€ Nyo(K,K,... K,)J? e quindi per [3], Proposi-
zione 1.1, g normalizza K. Allora Ji<Kj= K,. Da J, # J? segue
K, =<J,,J? = L,, e quindi N<L<K,, contraddizione. Dunque J
é pronormale in G. Ma |J|, < |K|,. Quest’ultima contraddizione &
risolutiva.

2. Come preannunciato, questo paragrafo e dedicato ad alcune
caratterizzazioni dei gruppi supersolubili.

2.1. PROPOSIZIONE. Un gruppo G ¢é supersolubile se e solo se per
ogni immagine omomorfa G di G ed ogni divisore m dell’ordine di G,
esiste un sottogruppo pronormale di G di ordine n.

DiM. La necessita & facile conseguenza di 1.2. Dimostriamo la
sufficienza per induzione su |G|. Per un ben noto teorema di P. Hall,
@ & risolubile. Sia p € n(G), tale che 0,(G) % 1. Se anche 0,.(G) # 1,
la conclusione e banale. Sia allora O,.(G) =1 e H un sottogruppo
pronormale di ordine p. Basta mostrare che H & normale in G. Se
fosse H €0,(G), H sarebbe contemporaneamente subnormale e pro-
normale, e quindi normale ([7], lemma 2.1 ¢)) nel p-gruppo HO,(G).
Allora H < C4(0,(G)) <0,(G), assurdo. Segue H <O0,(G); ma allora H
¢ anche subnormale in @, quindi normale.

OSSERVAZIONE. La condizione della proposizione 2.1 non puod
essere migliorata col richiedere che solo le immagini omomorfe proprie
posseggano sottogruppi pronormali d’ogni possibile ordine, come si
pud vedere per esempio nel gruppo S,.
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DEFINIZIONE. Diremo che una catena
H,»H,>..0H,

di sottogruppi di un gruppo @ & pronormale (anormale) in G se ciascun H,
& pronormale (anormale) in G (¢ = 0, 1, ..., n). Diremo inoltre che la
catena ¢ ad indici primi (rispett. ad indici non descrescenti) se |H,; H, |
¢ un numero primo, per ¢ = 0,1, ..., n — 1 (rispett. se |Hy:H,|<...<
<|H._,:H,|). Infine la H,>..D>H, si dird pronormale massimale
(rispett. anormale massimale) se non ¢ ulteriormente raffinabile me-
diante l’inserimento di sottogruppi pronormali (rispett. anormali)
di G.

2.2. PRrOPOSIZIONE. Un gruppo G é supersolubile se e solo se pos-
siede una catena pronormale

ad indici primi non decrescents.

DiM. La necessita € ovvia. Dimostriamo la sufficienza, procedendo
per induzione su |G|. H, & quindi supersolubile e |H,:H,| = min n(H,).
Si supponga H, privo di cuore. Allora G ha una rappresentazione fedele
dentro il gruppo simmetrico 8|,,.,,, per ipotesi |H, . H,|<|H, ,:H,| e
|H,_y:H,| dividera Pordine di 8.s,, quindi |H,:H,| = [H,:H,| =
=...= |H,_,:H,| = q & un numero primo, @ & un g-gruppo, in parti-
colare & supersolubile. Se invece H, contiene un sottogruppo V normale
in @, & G/V supersolubile, e per questioni di indice, ¢ H, normale in G.
Sia N un sottogruppo normale minimo di G contenuto in H, e sup-
poniamo per assurdo che |[N| = p% a> 1. Sia ¢ I’indice per cui H, ,2 N,
mentre H,;p N. Allora H; , ¢ normale in G, e |N:N N H,| = p, per cui
N N H,;+# 1. Per la minimalitd di N, esiste un z € @ per cui H' N\ N #
# H,N N. Per la pronormalitad di H,, esiste un ye (H,, H*><H, ,,
tale che HY , = H; ,. Poiché H,N\ N ¢ normale in {H;,,N)=H,,,
si ha H; NN=H! NN=(H,_,nNY=H, ,NN una contrad-
dizione. Quindi |N| = p, e G & supersolubile.

OSSERVAZIONE. L’ipotesi di pronormalitd della catena nella pro-
posizione precedente non é sopprimibile. Infatti il gruppo

@y, eled =y =2t=1, [0,4] =1, [2,2] = a7y, [y,2] = a7y
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non & supersolubile e possiede una catena ad indici primi non decre-
scenti. D’altra parte, in generale, 1’esistenza di una catena massimale
e pronormale non assicura la supersolubilitd di un gruppo, neanche se
tale catena ha la lunghezza massima possibile. Per esempio il gruppo

@y 4, 2, wlad = yb = 2° = w2 =1, [x,y] =1, [2,2] = a1y,
[y, 2] = @'y, [2, w] =y, [y, w] = ¥y% [2,w] =2)
ha la catena pronormale ad indici primi
<@y Y, 2, w) D<@y 4y, wy DY, wyd<w>D1,

ma non & supersolubile. Vale tuttavia la seguente

2.3. PRrROPOSIZIONE. Un gruppo metanilpotente G ¢ supersolubile se
e solo se possiede una catena

G=H,oH,>..DH,=1

pronormale ad indici primi.

DiM. La necessita ¢ ovvia. Proviamo la sufficienza per induzione
sull’ordine di G. Le ipotesi si ereditano alle immagini omomorfe di @,
e quindi non é restrittivo supporre che G abbia un solo sottogruppo
normale minimo N. Supponiamo per assurdo [N| = p% con a> 1.
Allora H, 2 N. Per la supersolubilita di H,, N possiede un sottogrup-
po M, di ordine p, con M normale in H,. Poiché N <Z(F(@)), ¢ [M,
F(G@)] =1, e quindi F(G) C H,. Ma allora H, & normale in @, e lo stesso
ragionamento impiegato nella proposizione precedente ci permette
di concludere.

2.4. TEOREMA. Un gruppo G ¢é supersolubile se e solo se ogni catena
pronormale di G ¢ raffinabile ad una catena pronormale che sia anche
una catena massimale di Q.

Dim. Necessita: segue immediatamente dal lemma 1.10.

Sufficienza. La condizione si eredita alle immagini omomorfe, e
quindi se G & un controesempio di ordine minimo, G ha un solo sotto-
gruppo normale minimo N, con N di ordine non primo. Supponiamo N
non abeliano e sia 8 un 2-sottogruppo di Sylow di N. La catena pro-
normale Go> N >Q8>1 é raffinabile ad una catena pronormale che ¢
una catena massimale di G. Allora G possiede un sottogruppo pronor-
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male T di ordine 2, contenuto in N. Dunque 7 & pronormale in N.
Per lo Z*-teorema di Glauberman 7T C Z(N/O(N)) =1, una contrad-
dizione. Ne segue che N & abeliano elementare. Ancora, sia R un sotto-
gruppo di N, d’ordine primo, pronormale in G. R & cosi pronormale e
subnormale in @, quindi normale. Allora N =R, e N ha ordine primo.
Questa contraddizione dimostra il teorema.

OSSERVAZIONE. Il teorema 2.4 potrebbe anche essere riformulato
come segue: Un gruppo G é supersolubile se e solo se le catene pronormali
massimali, aventi come estrems due sottogruppi pronormali A<B di G,
hanno tulte la stessa lunghezza, e tale lunghezza coincide con la massima
lunghezza di una catena nell’intervallo [B|A] del reticolo dei sottogruppi
di G. A questo punto si potrebbe sperare che la supersolubilitd di un
gruppo G venga assicurata dall’avere tutte le catene pronormali mas-
simali 1a stessa lunghezza, senza che questa sia la massima possibile.
Ma il gruppo alterno A, mostra come questa condizione non assicuri
la risolubilith di G, mentre il gruppo simmetrico S, mostra come non
venga garantita neanche la supersolubilita tra i gruppi risolubili.

Funziona perd una condizione di questo genere, imposta ai sotto-
gruppi anormali:

2.5. PROPOSIZIONE. Sia G un gruppo risolubile, D un suo morma-
lizzante di sistema e sia |G.D| = php3 ... pi~. G é supersolubile se e solo

se tutte le catene anormali massimali hanno la stessa lunghezza 1l = a;.
=1

DiM. La necessita ¢ ovvia, Se si ricorda che in un gruppo metanil-
potente un sottogruppo ¢ anormale se e solo se contiene un normaliz-
zante di sistema ([2], Sitze VI.11.21 e VI.13.7 a)). Sufficienza. Sia @
un minimo controesempio. La condizione si eredita alle immagini
omomorfe (si applichi [2], Satz VI.11.3), e quindi ®(G) =1 e @ ha
un solo sottogruppo normale minimo, L; Sia M un sottogruppo mas-
simale di & che complementi L; allora |G:M| = p% a>1, e quindi
M non pud essere anormale. Allora M ¢ normale di G, e quindi L C M,
assurdo.
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