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REND. SEM. MaT. UN1v. PADOVA, Vol. 66 (1981)

1-motivi di varieta proiettive

semplicemente connesse e scoppiamenti.

MAURIZIO LETIZIA (*)

E possibile definire sul 7z,(X)c = 715(X) ® ZC di una varietd proiet-
tiva complessa non singolare e semplicemente connessa X una strut-
tura di Hodge mista ([5]); si puod inoltre costruire una successione esatta
di morfismi di strutture di Hodge miste:

0 — H¥(X, C) — my(X)¢ — §*H*(X, C) > H4(X, C)

— ove my(X)¢ ¢ il duale di 7,(X)c munito della struttura di Hodge
duale, 82 indica il quadrato simmetrico e 7 & definita da 7(a Xb) = a-b
il prodotto essendo preso nell’anello di coomologia H*(X,C) — che
esibisce 7,(X)¢ come estensione di Ker r munito della struttura di
Hodge indotta da quella standard di H2(X, C) tramite H3(X, C) munito
della struttura di Hodge standard ([2]).

L’insieme di tutte le possibili estensioni della struttura di Hodge
di Ker v tramite quella di H3(X, C) ¢ un gruppo che pud essere age-
volmente identificato con:

Homc (Ker 7, H¥( X, C))
F°Homc (Ker 7, H¥(X, C)) + Homz ((Ker 7)z, H¥X, Z))

— F* indicando il sottogruppo degli omomorfismi che rispettano la
filtrazione di Hodge e (Ker 7)z essendo il reticolo soggiacente a Ker 7
ossia il nucleo della restrizione di v a S*H*(X, Z) ([1]).

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Libera Universita di
Trento, 38050 Povo (Trento).
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Dunque la struttura di Hodge mista su m,(X)¢ determina un insieme
di omomorfismi di Ker v in H3(X, C): é immediato verificare che le
restrizioni di tali omomorfismi a S*(H*X,Z) N H-(X))N Ker
composte con la proiezione:

H(X,C)

=J(X
Ho(X) 1 B (X) 15X, 2) 7

H3X, C) —

coincidono. Visto che X ¢ semplicemente connessa possiamo identifi-
care H2(X, Z) N H»(X) con A(X) — indicheremo con A(X) =@ A{(X)
Panello di Chow di X per l’equivalenza razionale, con cl: A(X) —
— H*(X, Z) Yomomorfismo che associa ad un ciclo la sua classe di
coomologia e con B(X) =@ BiJX) il nucleo di ¢l — per cui se M(X)
& il nucleo della mappa composta: SzAYX)-%> A2(X)— H4X, C)
— con o(axb)=a-b — la struttura di Hodge mista di my(X)e, da
cui siamo partiti, determina, via quella duale, un omomorfismo u:
M(X)—J(X)di M(X)nella Jacobiana intermedia (di Griffiths) di X che ¢
detto 1-motivo di X. Il fatto fondamentale che si pud provare al suo
riguardo & che esso coincide con la composizione M(X) -% B2(X) -2 J(X)
@ essendo la mappa di Abel-Jacobi. Tale mappa pud essere cosi de-
scritta: si identifichi, per dualitd di Poinecaré, J(X) con

H*-3(X, C)*
HY-3.8(X)* 4 HN-2N-Y(X)* 4 H,y (X, Z)

N = dim¢ X; — s’intende che y € H,(X,Z) di luogo a una forma
lineare su H*(X, C) tramite [ — se ¢ & un N — 2-ciclo algebrico su X

v
omologo a zero per cui & il bordo di una 2N — 3-catena a P associa
alla classe di equivalenza razionale di ¢ la forma lineare [ che & per

P’appunto ben definita modulo elementi di H¥-3¥(X)* 4 H¥N-%N¥N-1(X)*
+ Hoy (X, 2).

In questa nota vogliamo esaminare la relazione che c¢’é tra I’1-motivo
w: M(X) — J(X) di X el"l-motivo u': M(X') - J(X') di X', X' essendo
la varieta ottenuta da X scoppiandone la sottovarietd non singolare
Y di codimensione d>2. Sia f: X — Y lo scoppiamento in questione;
sia Y=y Y); U=X—-Y; U=X—-Y;4:Y->Xj:Y—>X le
inclusioni; g: Y'—Y e h: U'— U le mappe indotte da f. Siano inol-
tre N e N' i fibrati normali di Y in X e di Y’ in X' rispettivamente.
Identificheremo come ¢ lecito fare Y’ con P(XN), il fibrato proiettivo
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associato a N per cui g*N conterra come sottofibrato il fibrato tauto-
logico che pud a sua volta essere identificato con N’. Indicheremo
con F il fibrato su Y’ quoziente di g*N per N’

Infine y e y' indicheranno la classe di equivalenza razionale di Y
e Y in 4(X) e A(X') rispettivamente. Cominciamo con P’esplicitare
la struttura di 4Y(X’) e 4%(X') La commutativitd e 1'esattezza delle
righe del diagramma:

AY') > AX") > AT -

i

AY) - AX) - AU) -0

—_—

(in cui le mappe sono quelle ovvie) mostrano che:
A(X') = f*A(X) + j,4(Y).
Si ha inoltre che g* & iniettiva e che:

A(Y') = g*A(Y) 4+ ¢g*A(Y) ey (N') + ... + g*A(Y) e (N')o! =
= g*A(Y) + g A(Y) e,(F) + ... + g*A(Y) e,(F)

(([4]); Pultima uguaglianza segue da ¢, (N') + ¢, (F) = ¢g* ¢,(N); con
¢; indichiamo la ¢-esima classe di Chern a valori nell’anello di Chow
o nell’anello di coomologia a seconda del contesto.) La formula di
autointersezione: j*j.(a) = ac,(N') implica che j, e iniettiva su
*A(Y) 4+ ... + g*A(Y) e (N')%2; in particolare su A%(Y') + AYY') +
A+ A AS(Y).

Affermiamo che si ha AYX') =AY X)QZy e A¥X')=
= fkA? (X)@j*g*Al(Y)®Zy*cl(N’) se d > 3 mentre si ha A2(X') =
= *AXX) D jeg* A (Y)sed = 2 e che jg*: A(Y) — A2(X') & iniet-
tiva in entrambi i casi. Quanto alla verifica che le somme scritte sono
dirette si osservi che f,f* & l'identita — cio segue dalla formula di
proiezione per f: fy(f*(a)-b) = af,(b) ponendo b =1 e tenendo conto
che per definizione f,(1) =1 — che g,g* = 0 — per la formula di
proiezione per g: per definizione g¢,(1) =0 — che f,(y’') = 0 — per
definizione — che f,j, = 7494 e infine che se d>3 f,j,a(N') =
= 1405 6(N') = 0 — dato che g, A(Y') =0 —.

Le asserzioni relative al caso d = 2 seguono da

95 i g% (@) = gx(g*(@) (N')) = agy(a(N')) = —a
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— i & usata la formula di autointersezione: j*j,(b) = bey(N'), valida
peraltro per qualsiasi d —, da g4(ey(N')) = —1 — N’ & il fibrato tau-
tologico su Y’ — e dalla cosiddetta formula chiave che nel caso speci-
fico assume la forma f*iy(a) = j4(g*(a)ei(F)).

Qualunque sia d abbiamo poi le formule:

Ma)y' = f*(a)jx(1) = jxj**(a) = jxg* *(a)

ix()Y' = jx(0)jx(1) = juj*ju(b) = ju(ber(N)) .
Quest’ultima per b =1 da:
Y2 = ju(a(N')) = jxg*(cs(N)) — ju(e.F)) .
Se d = 2, usando la formula chiave si ottiene:
Y2 = jag*eN) —[*y .

Un procedimento analogo a quello che abbiamo usato per descrivere
A1(X') e A?(X') — salvo usare successioni di coomologia relative o di
Mayer-Vietoris in luogo del diagramma (x) — permette di stabilire che

HYX',Z) = [*HYX, Z)® jx g*H¥ Y, Z)
sed=2¢e
HYX',Z) = [*HYX,Z) D jx g*H*(Y, Z) ® Zjx ,(N')

se d>3 e che, qualunque sia d, J(X') = f*J(X)D jpg*J(Y) ove
J°(Y) & Pordinaria varietd di Picard di Y; inoltre i vari omomorfismi
i g* considerati sono in ogni caso iniettivi.

Ricordiamo infine che la mappa di Abel-Jacobi é una trasforma-
zione di funtori; in particolare i diagrammi:

BYY) - JYY) B}(X) — J(X)
a0 Vit e 1% b
B(X') — J(X') B} X') - J(X')

in cui le frecce orizzontali sono mappe di Abel-Jacobi, sono commu-
tativi.
Tenuto conto di cid identificheremo nel seguito f* A(X) con A41(X),
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Jxg*AYY) con AVY), j,9*H*Y,Z) con H¥Y, Z), f*J(X) con J(X) e
jxg*J°(Y) con JUY).

Passiamo ora a esplicitare u': M(X') — J(X'). Possiamo scrivere
ANX)=ANX)@Zy e S8 1X)= 8 41(X)®AX) Xy DLy XY';
gia o': S2AYX') > A% X') data da o'(axb) =a-b. Se d>3 clg' ri-
spetta la decomposizione in somma diretta di S241(X’') e HYX', Z)
e si ha evidentemente:

MX')= MX)® {acAY(X)| cli*a = 0} xy’;

' coincide con y sul primo addendo e con la composizione di ¢* con la
mappa di Abel-Japobi di B}(Y) in J°(Y) sul secondo addendo.

Se invece d =2 e z + aXxy' + ny' Xy € 8241(X') possiamo scrive-
re clo'(z + axy' + ny' xy') = cl(o(2) — ny) + cl(ney(N) + i*a).

Occorre ora distinguere due casi a seconda che esistano o meno uno
2,€8241(X) e un a, € AY(X) tali che cl(2,) = n,cl(y) e cl (t*a,) =
= —my cl(¢y(N)) con n,, n, interi diversi da zero.

Se non esistono si ha evidentemente:

MX') = M(X)® {a e AY(X)|cli*a = 0} xy’

& u' & come nel caso d>3.

Se invece z; ed a, esistono supporremo che n, ed n, siano i piu pie-
coli interi positivi con la proprieta specificata e indicheremo con m,
il minimo comune multiplo di n, ed n,. Sia ny = hn, n, = kn, e poniamo
2y = hzy ay = kay, wy = 2, + @ Xy + 1y’ Xy'.

Si ha ora: M(X') = M(X)® {a e A (X)|cli*a = 0} Xy’ @ Zw,. La
restrizione di 4’ al secondo addendo pud essere descritta come nei casi
precedenti mentre u'(wo,) = D(0(20) — noy) + Pp(i*ag + ne0y(N)) (Pp:
BYY) — J°(Y) & la mappa di Abel-Jacobi).

La nostra analisi ¢ cosi terminata: per applicazioni dei risultati
ottenuti il lettore interessato e rinviato a [2]. Ringrazio il Prof. H.
Clemens con il quale ho discusso questa ricerca.
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