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ReEND. SEM. MaAT. UN1v. PADOVA, Vol. 65 (1981)

Su un universo di dispositivi monotoni.

STEFANO TESTA (*)

1. Introduzione and enunciazione dei risultati.

In [3] ¢ stato costruito un universo di dispositivi A4 in cui gli
elementi di D, (dispositivi su un insieme finito o di terminali), sono
funzioni convesse da R* a RU {4 oo}, soggette ad opportuni assiomi.
Sia & uno spazio euclideo (spazio hilbertiano reale di dimensione
finita), & possibile generalizzare, senza difficoltd, la costruzione fatta
in [3] e considerare 1’universo AG(E), in cui gli elementi di D, sono
funzioni convesse da & a RU {+ oo}. In [2], & stato costruito 1'uni-
verso totale di dispositivi su una coppia X, Y di gruppi abeliani.
Se X = Y = §, denoteremo tale universo UT(§). Come gia osservato
in [3], i subgradienti degli elementi di AG(&), pur essendo dispositivi
di UT(&), non costituiscono un sottouniverso di UT(E).

Nella presente nota si determinano, un sottouniverso di M (&) e
un sottouniverso di UT(§) di 0-corrispondenze ciclicamente mono-
tone massimali, tra di loro isomorfi; precisamente dimostreremo i
seguenti (1):

TEOREMA 1. Sia A(,(8) la totalita delle funzioni f dell’universo
M(8) per le quali 0 eridom f*: My (E) ¢ un sottouniverso di AG(E).

TEOREMA 2. I subgradienti degli elementi di #,(6) sono 0-corri-
spondenze ciclicamente monotone massimali che costituiscono un sot-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica, Universitd, Via L. B. Al-
berti 4, 16132 Genova.

(*) Osserviamo che, in questo lavoro, faremo costante riferimento alla
terminologia e alle notazioni usate in [3].
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touniverso di UZ'(§). Tale sottouniverso ¢ isomorfo (come universo di
dispositivi) ad A,(6), isomorfismo essendo l’operazione che ad ogni
elemento di AG,(8) associa il suo subgradiente.

2. Dimostrazioni.

Nel corso delle dimostrazioni faremo uso in pitt punti, di alcune
definizioni e risultati che ci pare opportuno richiamare.

2a) In ogni universo di dispositivi & definita una operazione di
prodotto di dispositivi (cfr. [1], n. 3), che ad ogni coppia di disposi-
tivi (M, N) € DaX Dg, associa il dispositivo MN € D, 4.

In UT(E), se « = f, il dispositivo M N si identifica con la corri-
spondenza che nella letteratura delle mappe monotone, viene chia-
mata somma delle mappe M ed N ; naturalmente nel seguito useremo
la notazione moltiplicativa, propria della teoria dei dispositivi.

2b) Sia o un insieme finito, i€, sia B = « — {i}, poniamo
n: B — o 'immersione canonica; il trasduttore elementare (2) 7, defi-
nisce 1’operazione di soppressione del terminale <.

Sia jewa, j# 1, applicazione z: o — f definita da n(k) =k se
keewa, k51, n(i) = j, definisce 1’operazione di identificazione dei ter-
minali 7 e j.

2¢) Come gia osservato in [1] (cfr. n. 7, Teorema 3), vale il
seguente criterio metateorico:

Sia (D, o) un universo di dispositivi; la frase « soddisfare la pro-
prietd ' » stia per un generico predicato (relativo ai dispositivi di
(D, 0)): supponiamo che, qualunque siano i dispositivi M, N di (D, o)
e i terminali ¢, j, si abbia:

1) il dispositivo F,; (cfr. [1], n. 3) soddisfa la proprietd ¢;
2) se M ed N sono privi di terminali comuni e soddisfano

allora anche MN soddisfa § (ovvero: se M € D, ed N € Dy soddi-
sfano ¢ allora anche s (M, N) soddisfa 7);

3) se M soddisfa § ed ¢ & un terminale di M, anche il dispo-
sitivo ottenuto da M per soppressione di ¢, soddisfa T;

(3 Cfr.[1], n. 1.
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4) se M soddisfa T anche il dispositivo M’ ottenuto da M
per identificazione di due qualunque terminali di M, soddisfa T; al-
lora i dispositivi di (D, o) soddisfacenti  formano un sottouniverso.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. Applichiamo il criterio enun-
ciato in 2¢) all’universo JAG(E), assumendo come proprietd T la se-
guente: «f & un dispositivo di A(§) tale che 0 eri dom f*».

In M(8), B, ¢ la funzione e,;: §%# — RU {+ oo} definita da:

0 se ¥, = x;
¢usl@) = + co  altrimenti

e Oeridome); = ri{y € &, »ly: = —y,}.
Anche il punto 2) & immediato, qualora si tenga conto che

(02,6(f, 9))* = (@ 9)* = f*D g*, f€Day geDs.

Sia 1 come in 2b), il dispositivo ottenuto da fe D, per soppres-
sione del terminale ¢ & (f*7.)*. Si ha ((f*n.)*)* = f*5.e 0 €ri dom f*z,
se 0 eri dom f* applicando il Lemma 1 b) in [3].

Sia 7 come in 2b), il dispositivo ottenuto da fe D, per identifi-
cazione dei terminali 7 e §j & fr*. Si ha:

(fe)* = (f*me)* = ((f*)*n’)*
ed allora 0 eri dom (fn*)* se 0 €ri dom f* applicando ad f* il seguente:
Lemma 1. Sia ¢: « — f una applicazione tra insiemi finiti; sia,
in M(E), g € Dy: definiamo per ogni z e &F
glz) =infg(y) (ye&, ¢.(y)=2)
(ovviamente: se 2 ¢ ¢.(&*), allora g(z) = 4 o0).
Valgono le seguenti affermazioni:
a) (g*(po)* ja— g**’
b) @.(ri dom g) =ri dom g** = ri dom g,
¢) g**(x) = g(») per ogni z eri dom g,

la cui dimostrazione & analoga a quella del Lemma 2 in [3].
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2. Premettiamo due lemmi.

LeMMA 2. In UT(§), sia M € D4, i € oy A € Do la o-corrispondenza
definita da: (#,9)€ed <y, =0, v; =0 se jea, j7%i; sia n come
in 2b), allora n* AMn.=n* M., inoltre se A-M & massimale mono-
tona allora n* My. & massimale monotona.

LemMA 3. In UT(E), sia M€ Dy, 4, j€x, Be Dy la o-corrispon-
denza definita da: (@, y)eB<=> 2, =o;, Y. = —¥;, ¥, =08¢ k€ea—
—{i, j}, sia & come in 2b), allora w.BMn*= n.Mn", inoltre se BM &
massimale monotona allora z.Mn* € massimale monotona.

Omettiamo le semplici verifiche di tali lemmi e passiamo alla dimo-
strazione del teorema.

In My (8), sia fe Da, sia n come in 2b): in My(8) il dispositivo
ottenuto da f per soppressione del terminale ¢ & (f*5.)*, in UT(§), la
o-corrispondenza ottenuta da of in modo analogo & 7,0f4°; dimo-
striamo che o((f*n.)*) = 7.0 7j*.

——— o~

Si ha 7.0ffj*=n*0fn.=mn*0f*n.. Sia A come nel Lemma 2, al-
lora A-(df*) & una o-corrispondenza monotona massimale in quanto
0 eri dom 4 N ri dom (9f*), e quindi per il Lemma 2, 5*df* 7. & mo-
notona massimale.

Sia (v, u’') € §5xX &8 un elemento del grafico della corrispondenza
n*of*n., sia 2’ € &+ tale che n*(v') = w’ allora per ogni ve &8 si ha

0 4(0) = f*no(v") > < e(v) — 7 o(0'), ">

cioe f*n.(v) —fFn.(v')><v—v’, u’) e pertanto (v', ') sta nel grafico di
o(f*n.), ma allora o(f*7n.)= n*0of*n. per la massimalitd di #°*of*x..
Infine 7.0f7j*=n*0f*n.= 0(f*n.) = o(f*n.)* come si voleva.

Sia 7 come in 2b), in A, (&) il dispositivo ottenuto da fe D per
identificazione di ¢ e j ¢ fz*, mentre in UT(8) la o-corrispondenza
ottenuta da of in modo analogo & m.of .

Dimostriamo che mz,of n* = 9(fn*).

Sia B come nel Lemma 3, allora B(0f) € una corrispondenza mono-
tona massimale in quanto 0 eridom B N1idom df e quindi per il
Lemma 3, w,df #* ¢ monotona massimale.

Sia (u/, v') € 66X §g un elemento del grafico della corrispondenza
w.0f m*, sia y' € &4 tale che m.(y') = v', allora per ogni u € & si ha
fre (u) —fr = (u') > e (u) — n* (w'), y') ciod fr* (u) — frm* (u') > Cu —w'y ')
e pertanto (u', v') sta nel grafico di o(fn*), ma allora o(fr*) = =.of w*
per la massimalita di =,0f n*, come si voleva.
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Inoltre in A, (8), E,; & la funzione e;: §%# » RU {4 oo} defi-
nita da:

0 se x; = x;

eul®) = { + oo altrimenti
mentre in UT(§), E,; & de,;.
Infine, se f€ DVa, g€ D in M4(E), si ha:

of D og = 9(f§t)y) :

vr(8)

Pertanto i subgradienti degli elementi di A(,(§) sono un sotto-
univergso di UT(E) e loperatore ¢ che ad ogni funzione di ,(8)
agsocia il suo subgradiente, un isomorfismo tra universi.
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